
lnttesligación /levi.da Mexicana de Fúica 38, No. 5(1992) 764-'177

Las ecuaciones diferenciales de campo para flujo
potencial a partir de un principio variacional

tipo Hamilton

Ai"GEL FIEHllOS (',\LACIOS

C07l"ejo C01,,,,Litivo de Irlve"tigació7l
17l"ti/l11o Mexica7lo del Petl'óteo

Rccibido el 18 de julio dc 1991; aceptado C'l22 de abril de 1992

ItESUMEN. En ('ste trabajo se utiliza d Illarco teórico que se desarrolló para resolvcr d problema
de la." eCllaciones de campo para. el fluido viscoso [ti]. El objetivo que se persiguc ('S obtcncr I,L<;
ecuaciones diferenciales de campo para el flujo potencial a partir de 1111 fOrlllalislIlo lagrangiano
COfllOel de la tt'Oría clásica de campos. Se t'stab1l'n~ IIna fuucional de acción corno una integral
cspaeio- telll poral sobre una región del espacio t'uclúll'o t ritlilllcllsiona) de 1Ina densi(iad )ngrangiana,
CII fundón de ciertas \'ariables de campo. Se propone un principio de acción extrcma) del tipo
lIal1liltoll con condiciones de frontera adecuac!;L,) y:-;e obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales
de campo. Se caicllla una densidad lagrangiana particular del tipo T - \', que al sustituirla en
),Lo.;eCllaciones diferenciales de cnl1lpo, reproduce la ecuación de onda que satisface el potencial de
velocidades.

A BSTIL\CT. The same theoretical frame that \\'as used to solve the problclIl of the ficld equations
for a viscous fluid is ulilized in this \\'ork [fil. Tlle purposc is ta oblain tIJe differcntial fi<'ld cquations
for a potclltial flo\\' from the Lagrangian forlllalislIl as in classical ficld thcory. AII actioll f\ludianal
is introduccd a~ a spacc-timc int.egral {)ver a regioll of three-dimcnsional Euclidcan spacc, of a
Lagrangian dClIsity as a fundioll of ccrtain field variables. A llamilton typc exlrClllllltl actian
principie is postulated with adeCjuélte bOlludary cOlldiliollS, and él scl of c1ifferential fipld cqllatiolls
is derivcd. A particular Lagrangian density of the 7' - V type Icads lo the wave equatioll foc the
vclocity potential.

I',\CS: mAO.-t

l. 1;-;TIlOIlUCCIÓi"

Un fluido 110viscoso ('s un sistcma continuo cuya evolucióll dill,imica se puede caracterizar
completamente por medio de UIl juego de fUllciolles de campo [1], como ~Oll el campo de
,"e1ocidades v(x, t), la densidad de masa p(x, 1) y la presión l'(x, t). Si la ,"orticidad es cero
cn todo el espacio ocupado por el fluido, el campo de velocidades es irrot.aeional, el flujo
es potcllcia! y la c1cscripci61l del cOIIII)()rtalllicuto dcl sistema sc puede hacer cn térmillos
de nna fnnción escalar de la posición y el tiempo 4>(x, 1), tal 'lile

v(x, 1) = grad 4>(x, t). (1.1)

A ('sta fUllción se le conoce como el pot<'llcial de velocidades. Si en \l1l fluido ideal COIll-

pr<'f;iblc se tiene UI1 lIlovimif'llto oscilatorio de amplit.ud peqllf'Tw,. en cada PlIlltO de él se
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producirán altcrnadamcntc comprcsioncs y dcscomprcsioncs al paso dcl disturbio. Esto cs
lo quc sc llama nna onda de sonido.

Como el disturbio es pequeño, la velocidad también es pequciw, de modo que el término
(v. grad)v' en las ecuaciones de Eulcr puede ser despreciado: Por la misma razón, los
camuios relal ¡vos en la densidad y la presión del fluido :;on pCf]t1cilos, de tal manera f}IIC

se puede suponer que

1'=1'o+}/,

p = Po+ p',

( 1.2)

(1.3)

donde 1'0 Y (lo son constantes refcridas a la prcsión termodinámica y a la dcnsidad dc
equilibrio, y 1/ « Po, p' « Po sus variaciones a. entropía específica constante, debidas al
paso de la onda sónica. En un nuido pcrfrcto compresible 1I1la onda ele sonido resulta
SC'I' un movimiento adia1.l<l.tico, para el ctlal la entropía es constante a través de lodo el
volumen ocupado por el sist.ema, de modo que la cClIaci{)1l adia1>.tlica es, simplemente,

s = cOllstantc.

En esc caso, la presión resulta scr tilla fUllci()1lde la densidad únicamcnt.e

l' = }>((I).

( L.\)

(1.;;)

En cOllsecuctlcia
1

a UII camhio pcqueilO CIl p le corresponde Ulla pequcoa. variación CII f',
es decir,

I ') /l' = c.(I,

en donde c es la velocidad del sonido en el medio dcfinida como

c = -/(01'/0(1),

(I.G)

( 1.7)

y es tal '1nc Ivl « c.
Si se SlIpOllr que la fuerza externa ('s cero 'j que la viscosidad del nuido ('s despreciable.

la ecuación de movimi('Ilto •.•.•en primera aproximación t.oma la forma siguiente

(
O</J ]gradi (lo Ot +}/ = O, (1.8)

°En lo quc sigllc, se escribirá v(x,t) ('11 vez de v'(x,l) para no arrastrar la prima ell todo el
trabajo. Así, se sobrecntiende que para 1111 disturbio sónico dc amplitud pCCl.II('ña,la definición (1.1)
corresponde al llf'queño término perturbativo .
•0La ecuación ele movimiento es la de Euler

av 1-a + (v. grad)v = -- grad }'.
t (1

Con el auxilio de las relaciones (1.1 L (1.2) Y (l.:\) se obtienc

(lo %, (gradi 1» + gr<u!i}i = O.

Intercamhiando los operadores G;ygnul¡ se ohticllc la I~c. (1.8).
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en donde se han IIsado he< relaciones (1.1), (1.2), (1.:1) y se ha despreciado el lérmino
(v. grad)v. Al inlegrar esta eCllación se obtiene

I (Di/»
p = -Po Dt ' (Ul)

en donde, sin pérdida de gellcralidad, se ha considerado como cero el la constante de
intf'grnción. De acuerdo COIl (I.n),

'= _Po (D</»P ., C> •c- (JI

Si altora se usa la eCllación de continuidad cOllvellientemcntc lincalizada

Dp'
7ft +Podivv = 0,

y ell ella se sllstitllyen las relaciones (1.1) y (1.10), se ohtiene

o . I ¡i'i/>
\l-,!, - ""'!0' = O.c- (jt-

(1.10)

(1.11)

(1.12)

Esla es la ecuación de onda 'lile sal isfaee el pOlmeial de velocidades <p. en ella \l2 es el
OIH'rador laplaciano.

2. I'L I'HIl"CIPIO '1'11'0 llA~lILTON y LAS ECUACIONES !lIFEHENCIALES !lE CA~II'O

Para el caso de oscila.ciones peqlleiJas en 1111fluido ideal, se define \lila densidad lagran-
giall<t como una función continua y COII derivadas cOlltinuas hasta de tercer orden en sus
argllmelltos [1]

(
Di/»e = e grad ó; DI ' (2.1)

tal que la int.egral de e sohre IIlla región Il del espacio euclídeo tridimensional, corresponde
él la lagrangiana ciá ..:;;ica

e = {e dI',JI/
<tonel£' rlF es el C!CIllC'llto de V01111lH'1l eH la regicín U.

Se ddlllc la acción como es usual, ('s dt~cir,

11'= j'2 { e dI' di.
ti in

(2.2)

(2.:1)
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El principio tipo l1amilton propone '1ue la fUllcioual de accióu sea invariaute frente a una
variaci()1l geométrica continua e infinitesimal, esto es

611' = o. (2.1)

Como result.ado de la invariancia de la ae<'ión, se obtiencll Ia.c; eCllaciones diferellcialcs

de campo. Sea

f = (1)',

con ,\ la lagrangiaJla especifica del sistema, tal que

>.= >. (~rad <?;~; ) .

(2.5)

(2.G)

De acuerdo COIl la dcfillici()n usual de las variaciones geométricas, bt = O para toda t.
de modo que la variación de la función escalar c?(x, l) satisfacc la siguiente ('cuación

64>(x, t) = ~rad,<?6.1"(t).

Adicionalment.c, se considera la siguiente cOlldición de frontera

(2.7)

(2.8)

La varianon de la inlegral de acción (2.:l) sujeta a la condici,ín (2..1) conduce a la
siguiente relación

j'2 j {(l6>' + >'[6(1+ (ldiv(6x)]}dV dI = O.
1) U

(2.9)

81 tercer término del integrando de la ecuación anterior, provicne del hecho que el elemento
de \.olutnell también depende de los parálllt'tl'os geom(.tricos y, por tanto, debe sujetarse
al procC'so de variación, Como c01H'wcllencia de ello, se obticne la expresión del paréntesis

c\ladrado, q\le es cero porque

6(1 = -(ldiv(6x).

En ese caso, en (2.!J) se obtiene

j'2 j (l6>'dV dI = O.
1 I Il

1\ Iiora, y de acuerdo cou (2.6),

0>-' [O ] 0>-' [O ]6>-'= O("i4» OJ;i (~radi 4>lix(t)} + O (~)~) DI (~radi q,6x(I)} ,

(2.10)

(2.11 )

(2.12)
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en donde se nsó (2.1) y el hecho 'lile los operadores Ó, iJ/Ox y u/Ol son independientes
cntre sí y se pucdcll intercamhiar.

Intcgranc!o por partes se obtielle, hasta términos de prilllcr orden,

{
U [ iJ).] iJ [ u). ]}

ó). = - uxi O(\'i<l» + 01 O (~~) gradi<l>óx(t).

Entonces, en (2.11) sólo se tiene 'lile

j'2 ( { [iJ ( O)') iJ ( O)' )] }.'1 iR iJ.ri O(\'i<l» +Ot iJ(~~) (Jograd<l> ó:r'dVdt=D. (2.1~)

Como las variaciolH'S locales de x SOIl arbitrarias y lillC'ailllC'ntc independientes cntre
sí, y del mismo 1II0do, tanto dF COlllO dt SOl! incrementos totalmente arhitrarios y en
COllsC'clIcncia distintos de cero, la Ec. (1.I:J) s610 se satisfacC' si el intcgrall<io C'S !lulo, es
decir,

O [ ¡J).] u [ O)' ]
uxi O(\'i4» + iJI iJ (~~) = D, (2.1.1 )

ya que Po g:rad¡o :j:. O. Estas son las ('{'uaciOIlCS difp)"('lleiales de campo que satisface la
lagrangiana CSI)('círica.

:L LA LAGHAN(;IANA ESPECíFICA PAHA EL FLUJO POTI.:NCI,\1. y LAS ECUACIONES DE
0:;1),\ y DI~ LAI'LACE [:\]

Se sabe 'lile la densidad lagrangiana para el fluido ideal es [2)

(3.1)

CII donde ~f)V2 es la dCllsidad de energía cillética, é es la (,Ilergía interna ('sp('círica y 1¡&(x)
es algún p~tcllcial conservativo, fllncióu de la posición (1llicalllcntc, tal 'lIlC

-gl'adl,6(x) = r, (~.2)

COIl f la fuerza externa. Por comodidad se slIpon<!ní qlle f = O, de modo qnc la dCllsidad
lagrang:iana sea e1el tipo t - U, COII t = ~fJV'l Y 1l = pE: las dClIsic!a<!('s de C'IH'rgía. cinrtica y
polencial, respectivamellte. '

Al paso del disturbio sónico, la dCllsidad lagrangianil camhia, ele moclo que

f= fo+{', (3.3)
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con [o la densidad de energía cinética debida al paso del disturbio sónico y [' la variación
de la densidad lagrangiana a entropía específica constante, prod ucida por la onda de
sonido. Así, a primera aproximación:

el 2 ,= ,Pov - Poéo - Poé ,

de modo que

y

e' = -Poé'.

En estas tíltimas expresiones,

e' = e - Ea

es la variación de entropía específica constante de £, y Ea es el
energía illterna específica del sistema.

Si se hace el cálculo directo, se pllede demostrar 'lile

_ I['_PO,
u - -, - Té.

De la forma de Ell1er de la primera ley de la termodillámica,

P
£ = Os --,

P

y de la relación de Gibbs-Dllhem,

, Jise - - = o,
P

se obtiene

1'0f>' ]/ p'
£' = -.,- + -o ,

Pó Pó

. De acuerdo con (1.2) Y (1.3):

(3.4 )

(3 ..5)

(:l.G)

(3.7)

valor de equilibrio de la

(3.8)

(3.D)

(3.10)

(3.11 )

IJ 1 2 l' 2 '" ,{.= 2PoV + 2P 17 - {'o[o - Pu[ - fJ [o - {' [ .

Sin cmhargo, Pot,2/2 » p'v2/2. Por otra parte, p'éo es priÍ.cticamcntc ("onstantc y 110 contribuye
en nada al cambio cn energía potencial. Otro tanto se puede decir del término poéO. El término
p'é' es de segundo orden, de 1I10do que se puede despreciar junto con los otros dos. Con todo lo
anterior, se ohtiene (3..1).
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en donde se ha hecho el cálculo a primera aproximación. Sin embargo, de acuerdo con (1.9)
y (1.10),

() ( )2 ()2I po D<J¡ 1 D<f¡ 1 D<f¡
é = - Poc2 75t + c2 75t '" c2 ¡JI '

porque éste es el término dominante, y entonces

( )

2Po D<f¡
Ji = 2c2 75t

Esta es la densidad de energía potencial en términos de <J¡(x,1).
Por otra parte,

En consecuencia, a primera aproximación se tiene que

1 [ , 1 ( D<f¡) 2](= -Po Igrad<J¡l- - - -
2 c2 DI

(3.13)

(3.H)

(3.15)

es la densidad lagrangiana para pcqllCIlaH viiJraciones en Hit fluido ideal compresible donde
la viscosidad es despreciable.
Finalmente, y de acuerdo con (2.5),

[ ']1 , 1 D<f¡-
A = - I grad<f¡l- - - (-)

2 c2 DI
(3.1G)

es la lagrangiana específica para el flujo potencial [.1).
Introduciendo (:l.IG) en (2.H) se obtiene inmediatamente la ecuación de onda (1.12).
Si el fluido es incompresible, la deusidad es una constall!e, de modo que p' = O. En ese

caso, é' = O Y también es cero la energía polencial específica; entonces, en (~J.IG) sólo se
conserva el término de energía. cinética específica, es decir,

(3.17)

Por la misma razón, las ecuaciones diferenciales de campo (2.14) se reducen a

Sustituyendo (3.1í) ell (:1.18) se ohtiene

v2<J¡= O,

(3.18)

(3.19)

que no es otra cosa más que la ecuación de Laplace para el potencial de velocidades <J¡(x,1).
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4. LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE CAMPO Y LA LAGRANGIANA ESPEcíFICA PARA
LA VAlUACIÓN DE LA DENSIDAD. LA ECUACiÓN DE CONTINUIDAD LINEALlZADA

En la parte introductoria de este trabajo se obtuvo la ecnación de onda a partir de la
ecuacilÍn de continnidadlinealizada, con el auxilio de las relaciones (1.1) y (1.10); con lo
qne quedó demostrada la eqnivalencia entre ambas ecuaciones.

Esto significa que debe ser posible obtener un juego de ecuaciones diferenciales de
campo a partir del mismo principio de acción extremal ya postulado, y establecer una
lagrangiana del tipo T - V; todo ello para la variación de la densidad ¡l. Al sustituir esa
lagrangiana particular en las ecuaciones de campo obtenida", se debe llegar a la ecuacilÍn
de continnidad linealizada.

Considérese nna densidad lagrangiana fp( vi, r/) y la relacilÍn (2.5) con

(4.1 )

Si se snstitnye Ap directamente en la relación (2.11), se obtiene, ha"ta términos de primer
orden en las aproximaciones,

j'2 f PObApdV dt = o.
ti in

(4.2)

Haciendo nuevamente el cálcnlo de variaciones y usando las relaciones (1.1) Y (1.10) se
obticne a primera aproximación

j'2 f{[O {po (OAP)} O (OAP)] o} i"in Ot c2 Op' - O.r' DvO v bx dV dt = o. (4.3)

Nuevamente, y dado 'lIle v f: O, para que la ecuación anterior se satisfaga es necesario
que el integrando sea lIulo, es decir,

(.1..1)

Estas son las eCllaciones diferenciales de campo buscadas.
Si se sustituyen en (:3.16) las expresiones (1.1) y (1.10) se obtiene directamente la

siguiente cxprcsion para la lagrangialla esprcífic(\ particular que se fC'(l'licrc

( ")1 2 c~ (..,
Ap=- v ----:¡p~ .

2 Po
(-1.5 )

Al sustituir (4,;)) en (4.4) se obticne inmediatamente la {'clIación de continuidad lincali-
zada.
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Es evidellte 'lile si el fluido es illcompresible, p' = O, de modo que las ecuaciones de
campo (4.11) se reducen al siguiente término:

D~i (~:7) = O.

La lagrangiana específica queda como

y la ecuación de Laplace se transforma ell

div v = O.

(.1.6)

(ol.8)

5. LAS VAltlACIONES TEMI'OHALES y LA ECUACIÓN DE IlAl,ANCE DE LA ENEHc;íA SÓNICA

Si a la funcional de acción para cualqllier fluido se le somete a un proceso variacional
con respecto al parámetro dc evolución, se puede demostrar que es invariante frente a
transformaciones temporales continuas [2J.

Considérese la integral de acción (2.:J) para el ca.':iO presente, pero sujeta a tina variación
temporal de modo que tanto las entidades cincllul.licas como las funciones dc campo con-
tenidas en ella cxpcrirncntcn cambios infinitesimales. Como cons('cllcncia de tal proceso,
se demuestra f]l1C la funcional de acción es una invariaule !2], es decir

(5.1 )

De acuerdo CDIl la definición de variaci6n temporal [2] se tiene que

(5.2)

Si sc integra por partes el tercer térmillo del integrando de (5.2), se obtienc únicamente

en donde

d
'0= -+divv

dt

(5.3)

(5.1)

es el operador diferencial de Beynolds [5J. En (5.3) se ha omitido el segllndo término qne
resulta de la integración por partes, debido a que se trata de la integral de una derivada



LAS ECUACIONES DIFEItENCIALES DE CAMPO. .. 773

total con respecto al tiempo, la cual se cancela al integrar si se consideran las siguientes
condiciones de frontera.

(5.5)

Por otra parte, si se sustituye (5.3) en (5.2), se pnede ver que

(5.0)

En ese caso, en (5.2) se obtiene

(5.7)

De acuerdo con la funcionalidad de ep, tomando en cuenta la relación (2.10) y el hecho
de que [21

<+; .Iv; <+
u v = -u t

dt
y

se puede demostrar que, en primera aproximación,

Si se sustituye este resultado en (5.7), se obtiene

jt2 j [DH D ( D>' )]
t, ¡¡ D/ - D.e; P6 Dp~v' b+ t .1\1 dt = O,

en donde

(5.Sa)

(5.Sb)

(5.9)

(5.10)

(5.11 )

y se ha despreciado el térmiuo (v.grad)Hp por ser de segundo orden en las aproximaciones.
'Hp es la densidad hamiltoniana, cuya expresión CIl términos de Cp está dada en (5.11).

Si se invoca a la arbitrariedad tanto de los incrementos d\f y dt como de la variación
temporal b+t, para que se satisfaga (5.10) se requiere que

(5.12)
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Esta es la eCllación de halance de energía generalizada para 1H'r¡ucilas vibraciones en un
fluido pNfecto compresible. Si en (5.11) se sustituye (4.5) y se toma en cuenta (2.5), se
obtiene para la densidad hamiltoniana la siguieute ('xpresión

.,
1 2 1e 12

Hp = -2(JoV + -2 -(J .
[10

(5.13)

finalmeute, si se sustituye (5.13) y ('1.5) en (5.12) y se toma en cuenta (l.u), se obtiene

D [1 2 1 c2 /2] /-. -(Jov + --(J + div(¡, v) = O.DI 2 2 (Jo
(5.14)

Esta ('s la ley de la COllscrvaClO1l de la energía de las ondas de sonido [I}, válida para
el flujo en cualquier iustante. Se pllede demostrar [JI que en una onda plaua viajera la
variación ele la presión y la velocidad están relacionadas ele la siguiente manera

Ji = cpoV. (5.15)

.Así, si n es UIl \'('etor unitario ('11 la dirccción de prop<lgación d(' la onda. qlle es la
misma que tiene v, se ticne que

(5.lG)

en donde

q=¡/v (5.17)

es un v('ctor que representa el flujo de (,Ilcrgía sónica [Ij. Adcm¡í=" para IIna onda plana
viajera se sabe que [11

/ (JOV
(J = -, (5.18)

c

de modo quc los dos l6nninos del miembro derecho de (5.13) SOIl iguales y clltonccs

(5.19)

Sustituyendo (.1.19) eu (5.1u), se obti"ue

(.1.20)

En otras palabras, en !lila Olida pla.na via.jera, la. densidad de flujo de energía es igual a
la densidad hamiitollialla por la velocidad del sOllido en el IllPdio. Como Jip es lo mismo
que la densidad de energía, ('stc resultado era de (lsperarsc [l).
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6. OTilas IlESULTAOOS INTEIlESANTES

En la sección anterior se obtuvo la ley de la conservaClOn de la energía sOlllca (5.1.1)
cn primcra aproximación. A continuación se cxaminarán los términos de orelen superior
ignorados, con el objeto de obtener otros resultados inleresantes.

Si en la Ec. (5.7) se consideran lodos los lérminos que resultan del proceso de variación,
se obticne la siguicnte ecuación

; [d (OCp) O ( 2<1).P)]} +-v - -. - -. 'li + l' - 6 t ,IV elt = O.dt Ov' Ol,' poOl" (6.1 )

Los dos primeros términos de esta expresión son ccro porquc se trata ele la ecuación elc
balance generalizada de energía sónica (5.12). Entonces en (6.1) sólo quedan los términos
de ordcn supcrior en las aproximacioncs, cs dccir,

1'21{,,;[!!- (OCp) - OD (Hp + (J¿Oo)'p)]} 6+1 dI' dt = O. (6.2)
di Dvl X' {/tI Il

Nucvamente, como 6+/, d\! Y di son arbitrarios, la ccuación antcrior sólo fiCfiatisface si

(6.3)

en donde se ha desarrollado la derivada total <:an respecto al tiempo y se han intercambiado
la., derivadas parciales O/ Dt, O/ Ov y O/ Dx.

El miembro de la derecha de (6.3) es cero porque C" no es una función explícita ni de t
ni dc x. Por lo tanto, cn csa ('cuación se ticne «tiC

(6.'1)

Aquí, se ha realizado la integracióu de modo que /(t) es alguna funcióu del tiempo. Sea

eH esc caso, cn (6..1) se tiene que

2
C "/(t) = -1'-;
1'0

.,
1 1 2 lc- 1'1
l' = --I'ov + --1' .2 2 (Jo

(6.5)

(6.6)
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Este es el valor del cambio en la presión p' en 1I11a onda de sonido [l J. Si se considera (1.6)
se puede despejar p', de modo que

1(102
(1' - ---v- 2 c2 '

y, como era de esperarse [1), p' < O en una onda viajera.
De acuerdo eDil lodo lo anterior, es claro que en la Ec.

d (Dep) _ d ( i) _ O- -. - - [JaV - ,
di Dv' di

(6.2) se tiene 'lile

(6.7)

(6.8)

en donde se han IIsado las expresiones (2.5) y (.1.5).
Este resultado es particularmente intcrcsalltc en rcia«'ilJII fOil un paClllctc de ondas,

considerado éste como UB disturhio sónico que ClI todo ill:-itantc ocupa ulla rcgi6n finita
del espacio [l]. En ese raso se pllede determillar vi momento total del fillido en la onda.
De aCllerdo COII (1.3), se tiene 'lile

q
pv - -;:; = a,

c- (6.9)

en donde a es alguna constante COII unidades d(~densidad dl~ flujo de masa. Si se integra
esta ccuaci()11 a todo el volumen ocupado por la onda, se oblicne el momento tolal de la
misma, es decir,

( (IV dI' = 1
2
( q dI' + 11,Jv e Jv (6.10)

cn donde ,1 es el valor de tl sohre todo el vohnIlen ocupado pOI' la onda. La existencia
de est.e término constante signirica que la propap;ación de un paquete Oc ondas sónico \'a
acompaiJada por la transferencia de materia (1].

7. CONCLUSIONES

La aplicación de IIn princIpio val'iacional del tipo llamilton al caso del finjo potencial
hizo posible no sólo la solución de ese problema con todo el rigor de los métodos de la
Illccánica allalítica, sino tamhién la obtención del conjunto de (,clIaciones diferenciales
de rampo para la variación de la densidad al paso del distllrhio sónico. A lo largo del
presente t.rahajo se demost.ró la cqui ....alellcia cutre las ecuaciones de onda pnrn el potcncial
dc velocidades <j>(x,l) y de continuidad linealizada para la densidad (1'. Adicionalmente,
y someticndo a la funcional de acción para cualquier fluido él un proceso variacional con
r('~pcctoal tiempo, no solo fue posible obteller la ley <1('la conservación de la energía de
las ondas sónicas, sino que se hizo sin ncccsidad de recurrir a los argumentos usuales de
promedio ('JI el tiempo y flujos prollledio [IJ. El inlerés del prescnte cnfoquc reside ('n su
sencillez y en Sil rigor teórico, ya que sólo se requiere del liSO adecuado de los métodos
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\'ariacionales propios de la mecánica analítica para obtener las ecuaciones diferenciales
de campo y después proponer una función lagrangiana como IIlla escalar fIlie contiene
loda la informaci6n dinámica. del sistema; para que tina vez sustituida en las respectivas
ecuaciones diferenciales oe campo permita el establecimiento de las ecuaciones de onda,
de contilluidad lineal izada y de halance o conservación de energía sónica.
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