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RESUMEN. Determinamos la forma de equilibrio de un dominio de una fase hexatica en coexistencia
con un medio isotrépico por medio de la construcciéon de Wulff, estimando la energia interfacial
a T = 0; encontramos que los dominios hexaticos son hexdgonos irregulares y son circulares sélo
cuando su tamaio es infinito.

ABSTRACT. We calculate the equilibrium shape for an hexatic domain in coexistence with an
isotropic medium using the Waulll construction, with the estimate of the interfacial free energy at
T = 0; we find that the domain is an irregular hexagon and it is circular only when its size is
infinite.

PACS: 61.30.Jf; 68.10.Cr; 64.70.Md

1. INTRODUCCION

El estudio de las propiedades de la materia condensada se ha concentrado principalmente
en uno de los dos extremos del diagrama de fases: la fase sélida cristalina altamente orde-
nada, caracterizada por un rompimiento de simetria tanto traslacional como rotacional, y
la fase fluida que presenta desorden posicional y en la que no existe ningin rompimiento
de simetria. Sin embargo, existe una plétora de estados intermedios [1] conocidos como
mesofases, cuyas propiedades difieren notablemente de las del sélido y del liquido. Las dis-
tintas mesofases se distinguen entre si por el grado de orden que presentan y por la forma
funcional con que el grado de orden depende de las coordenadas espaciales a través del
sistema, es decir, a corto, a quasi-largo o a largo alcance. Su densidad es anisétropa debido
a que las moléculas tienen formas anisétropas y por tanto las mesofases presentan orden
orientacional en ausencia de orden traslacional de los centros de masa, o, en algunos casos,
debido a que las moléculas muestran orden oricntacional a largo alcance de los “enlaces”
que cada molécula forma con sus primeros vecinos (el término enlace no se refiere aqui a un
enlace quimico, sino a la asignacién de primeros vecinos de acuerdo a alguna construccion
geométrica en particular). Halperin y Nelson [2] sugirieron la existencia de una de estas
fases intermedias entre el sélido y el liquido, que llammaron “hexatica”, a partir del estudio
teérico del proceso de fusion de un cristal triangular en dos dimensiones. La fase hexdtica



792 MARIA EUGENIA CosTAs Y CHARLES M. KNOBLER

Vista de lado Vista desde arriba

* * ‘o'0'o (.)

fe0000 ‘.._._ oo (b)

4
4

b "..... (c)

Froura 1. Representacién esquemdtica de la estructura de las fases (a) esméctica BH, (b) esméc-
tica I, y (c) esméctica F.

se caracteriza por la presencia de correlaciones a largo alcance en las orientaciones de
los enlaces. Los resultados de este modelo, junto con algunos estudios de simulacién [3]
que mostraban evidencia de una fase hexatica estable, fueron corroborados mas tarde
con el estudio experimental [4] de gases fisisorbidos en diferentes sustratos, de arreglos
de esferas de acero, de la “fusion” de peliculas magnéticas [5], de monocapas de anfifilos
en la interfase agua-aire [6] y de cristales liquidos termotrépicos y liotrépicos [7]. Estos
experimentos han demostrado sin duda la existencia de la fase hexatica en dos dimensiones
y de su contraparte en tres dimensiones.

El mejor ejemplo de fases hexdticas se encuentra en los cristales liquidos esmécticos
termotropicos. Estas fases presentan un grado de orden posicional intermedio, ademas
de orden orientacional molecular y, en algunos casos, de orden orientacional de los en-
laces [8]. Hasta la fecha se han determinado por lo menos una docena de distintas fases
esmécticas, cuyas diferencias estriban en el comportamiento de los parametros de orden
que las describen y su dependencia funcional con la distancia: el orden puede existir a
corto alcance, es decir, que decae exponencialmente con la distancia dentro de la capa,
o quasi-largo alcance, cuyo decamiento sigue una ley de potencias como funcién de la
distancia. Birgenau y Litster [9] sugirieron que cada capa en la fase esméctica es un
sistema independiente en dos dimensiones con orden orientacional a largo alcance; por
lo tanto, estas fases representan la contraparte en tres dimensiones de la mesofase con
orden orientacional en dos dimensiones. Cuatro de las fases esmécticas son hexaticas en
dos dimensiones: en una de cllas las moléculas no presentan inclinacién con respecto a
la superficie que determina la capa (fase BII); en las otras tres, las moléculas muestran
inclinaciéon hacia primeros vecinos (fase I), hacia segundos vecinos (fase I') o en una
direccién intermedia (fase L). La Iig. 1 muestra un esquema de la estructura de tres de
estas fases.
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Otro ejemplo lo constituyen las monocapas de Langmu:lr de anfifilos simples [6] que
presentan también un alto grado de polimorfismo. En ?1 diagrama de fas?.s (.le est?s sis-
temas se puede observar, ademas de un gas bidimensional y una fas-e liquida (liquido
expandido), fases sélidas equivalentes a aquellas observadas en l_ns cristales y una fase
mesomorfa intermedia entre el cristal y el liquido, llamado liquido condensado, que es
anialoga a un cristal liquido esméctico. En algunas sustancias se pueden encontrar hasta
siete distintas fases condensadas, cuatro de las cuales corresponden a diferentes ca?t,ftdos
del liquido condensado en equilibrio con el liquido expandido. Estas fases son hex?tlcas,
esto es, son fases con orden posicional de corto alcance y orden orientacional de quasi-largo
alcance y presentan orden de largo alcance en la inclinacion de las moléculas con .rospef:f,o
a la superficie; este tipo de estructura ha sido confirmada por experimentos de dlfI‘(:lCClOIl
de electrones y de microscopia de luz {luorescente [10]. El diagrama de fases genérico de
las monocapas de Langmuir muestra una gran similitud con el comportamiento de los
cristales liquidos esmécticos.

Tanto los cristales liquidos esmécticos como las monocapas de Langmuir han sido muy
itiles en el estudio de las transiciones de fase, de la fisica de los defectos y del movimiento
de la interfase (crecimiento de dominios) que separa a dos fases en coexistencia. Experi-
mentos sobre el crecimiento de dominios de un cristal liquido esméctico B rodeado de una
fase esméctica A han mostrado [11] que las interfases pueden ser planas, curvas, periodicas
y hasta cadticas y no estacionarias dependiendo de la velocidad de crecimiento y de otros
parametros como la temperatura. I'n monocapas formadas por metil ésteres sobre una
superficie de agua, se ha observado una transicién (10] en la forma geométrica de los
dominios de liquido condensado en equilibrio con el liquido expandido correspondiente.
A alta temperatura, los dominios de liquido condensado son hexiticos en el plano y su
forma es circular; las moléculas no presentan inclinacién, es decir, la parte no polar de las
moléculas se encuentra perpendicular (en promedio) a la superficie de agua. Cuando la
temperatura disminuye en la regién de coexistencia los dominios siguen siendo hexdticos,
pero su forma es hexagonal y las moléculas presentan una inclinacién distinta a la per-
pendicular con respecto a la superficie. Esta transicion en la forma de los dominios y en
la inclinacién de las moléculas es completamente reversible, i.e., los dominios vuelven a
ser circulares cuando se eleva la temperatura. Las monocapas formadas por etil ésteres
presentan una transicion similar en la inclinacién de las moléculas; pero los dominios
conservan una forma circular como funcién de la temperaura [12]. Estudios recientes
sobre el comportamiento de monocapas formadas por mezclas de metil y etil ésteres
muestran [13] que las transiciones en la inclinacién de las moléculas y en la forma de los
dominios del liquido condensado que ocurren a la misma temperatura para las monocapas
de metil ésteres, se desacoplan al aumentar la concentracién de etil éster en la monocapa;
ello indica que la anisotropia en la tension lineal entre las dos fases en coexistencia aumenta
notablemente al disminuir la temperatura de la muestra. Los resultados experimentales
descritos demuestran la clara similitud en la topologia de los dominios de los cristales
liquidos esmécticos y de las monocapas de Lagmuir.

Aun cuando la determinacién experimental de estas formas de equilibrio ha avanzado
claramente en los iltimos aiios, no existe a la fecha un modelo que permita calcularlas
para un dominio de una fase hexatica en dos dimensiones rodeado de un liquido isétropo;
a partir del estudio de la forma de fases cristalinas [14], se sabe que cuando un cristal
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pr-esenta, una forma isétropa a 7' = 0 (es decir, no se observan caras o facetas en el
cristal), mant_endré estas caracteristicas a temperaturas mds altas; por otro lado, cuando
alT=0cel crlfta.l es anisétropo, no se puede predecir si la forma de equilibrio persistird
0 desa]-):.uc-cera a temperaturas mayores que cero. En este trabajo estudiamos la forma
dc. (-::qu;llbno de un dominio hexatico en dos dimensiones rodeado de un medio isétropo,
ut:hzanc!o la metodologia que se ha desarrollado para determinar la forma de equilibrio
de_ un sélido cristalino. Primero, construimos una fase hexatica a partir de una malla
triangular perfecta que contiene una alta concentracién de defectos; para comprobar que
la fase producida es hexdtica calculamos las funciones de correlacién traslacional y orien-
tacional, y analizamos su decaimiento con la distancia en forma cualitativa. Estimamos la
energia libre interfacial a T' = 0, y después realizamos la construccién de Wulff [15] para
determinar la forma de equilibrio como aquella que presenta la minima energia interfacial
posible. Encontramos que los dominios hexaticos presentan una simetria hexagonal como
consecuencia del orden orientacional de enlace de quasi-largo alcance entre las moléculas,
y su forma es por tanto la de un hexdgono irregular; a esta temperatura, los dominios de
la fase hexdtica son circulares sélo cuando el tamaino de la muestra es infinito.

2. LA FASE HEXATICA

Una fase hexdtica se puede construir colocando al azar una alta concentracién de defectos
en una malla triangular perfecta y relajindola suponiendo que es un medio perfectamente
elastico [16]; para ello, utilizamos la idea de que un defecto en una malla cristalina es
un concepto esencialmente geométrico [17]. En un cristal, los defectos de linea se pueden
definir de la siguiente manera: supongamos que se traza un circuito cerrado en una malla
cristalina y se cuenta el nimero de pasos con longitud igual al espaciamiento entre los
4tomos de la malla que se necesitan para regresar al punto original del circuito. En un
cristal perfecto el nimero neto de traslaciones en cada direccién debe ser cero. Si al
regresar al punto original este niimero no se anula, debe existir una imperfeccion en la
estructura cristalina en la regién encerrada por el circuito, como se muestra en la Fig. 2
(el circuito estd definido por un vector llamado de Burgers). El defecto se encuentra en la
vecindad de una linea que no puede terminar en el interior del cristal; esto es, la linea se
extiende de una frontera a otra o forma un ciclo cerrado. Una concentracion elevada de
este tipo de defectos destruye el orden traslacional de corto alcance conservando el orden
orientacional de enlace de largo alcance.

El vector de desplazamiento (uz,uy) en un punto de la malla (con un comportamiento
elastico lineal) producido por todos los defectos en la muestra, es la suma vectorial de los
desplazamientos debidos a cada defecto individual. En un medio isétropo, este desplaza-
miento esta dado por

(u,,-)_( 6+ 5 send (1—05)1117'—1.:‘,—c0529) (bI/QTF) (1)
uy )~ \—=(1—a)lnr — 5 cos20 6+ 5 send W
donde a es el pardametro elastico del medio, 7 y 6 las coordenadas polares usuales centradas
en el defecto y (by, by) es el vector de Burgers que deline al defecto [15].
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F1GUrA 2. Imperfeccién en un cristal definida por el vector de Burgers.

Para generar la fase hexdtica de esta forma, construimos primero una malla triangular
perfecta y colocamos al azar una concentracion fija de defectos; para cada punto de
la malla regular original, calculamos el vector desplazamiento sumando todas aquellas
contribuciones debidas a los defectos existentes en la muestra con la Ec. (1); para este
caleulo tomamos el vector de Burgers definido para la malla triangular perfecta, es decir,
(by = acosf, b, = asenf), donde a es la constante de la malla y § = s% con s un
niimero entero al azar entre 0 y 6. La concentracién de defectos en la malla original juega
el papel de la temperatura en el sistema: un aumento en la concentracion de defectos
destruye primero ¢l orden traslacional y posteriormente el orden orientacional, dando
como resultado una fase isétropa. La Fig. 3 muestra una fase hexdtica construida por
medio de este procedimiento (el tamaiio de esta muestra es de 2645 puntos), con una
concentracion de defectos del 50%. En ella se puede observar que cada punto de la malla
contiene preferentemente cinco, seis o siete primeros vecinos y se pueden seguir los defectos
de linea producidos en la malla original.

Las funciones de correlacién proporcionan una medida cuantitativa del orden en una
fase; para determinar si la fase generada es hexdtica, calculamos la funcién de correlacion
traslacional y la funcién de correlacién orientacional definidas por Nelson y Halperin [18]
y utilizadas en el estudio del orden en arreglos bidimensionales de una mezcla de esferas
duras [19]. Aun cuando en una fase hexdtica existen regiones de ordenamiento cristalino,
estos dominios se encuentran desfasados uno con respecto a otro: no existe una trayectoria
que contenga un nimero entero de pasos sobre la malla perfecta original que lleve de un
punto de uno de los dominios a otro punto de un dominio vecino. Este desfasamiento estd
determinado por el parametro de orden traslacional, definido para un punto en la posicion
r; como

Ve (rj) = expliG - 1), ()

donde G es un vector reciproco de la malla original sin defectos. Como los defectos
desfasan esta funcién en m, se espera que la funcién de correlacién traslacional muestre
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FIGURA 3. Tase hexdtica gencrada a partir de una malla triangular que contiene una alta concen-
tracién de defectos (el tamafio de la muestra es de 2645 puntos).

un decaimiento exponencial con la distancia, es decir,

Gr(r) = (Yg(r)Ya(0)) ~ exp(—r/Er). (3)

Il promedio se efectiia sobre todos los puntos del sistema, y la longitud de correlacién
traslacional {7 debe ser comparable a la distancia entre defectos. Para la fase hexdtica
generada, un vector reciproco de la malla triangular en el plano 2y es G = %L + \;_grag}.

Para definir el orden orientacional de enlace en dos dimensiones, consideremos una
distribucién de enlaces en una esfera con proyeccion r(a,y) sobre el plano (x,y). Las
intersecciones de los enlaces con un circulo centrado en r define una densidad angular de
enlaces p(r,8). Cuando @ varia, p(r, 8) registra una contribucién (funcién delta) para cada
enlace. Desarrollando esta densidad en series de I'ourier, se puede escribir

+0oo
p(r,8) = Z Y (1) exp(—im#), (4)

m=-—0oo

donde {¢,(r)} es el conjunto de coeficientes de Fourier en el plano complejo. En un
liquido isétropo en dos dimensiones, la densidad de enlaces promedio debe ser exacta-
mente igual a 6. La fase hexdtica estd caracterizada por las fluctuaciones en v%(r), sin
importar la ausencia de orden traslacional. En particular, las correlaciones en 6(r) decaen
algebraicamente segin la expresion

Go(r) = (Y5(r)s(0)) ~ 1/17, (5)
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en la que el exponente 7 es una funcién de la temperatura [18]. En un liquido isétropo,
(/¢(r) decae exponencialmente, lo que implica que ¥ (r) no presenta correlacién alguna con

sus puntos vecinos. Una definicién alternativa para v4(r), que considera a esta cantidad
en ¢l punto medio de cada enlace, es [19]

Ye(r) = exp|6i6(r)]. (6)

Las funciones de correlacion traslacional y orientacional que calculamos para la fase
hexdtica son entonces

2T 2
Grlry)= s| —Ax 4+ — T
(i) cos | — Ax + :MAy (7)
y
G(,-(?‘,‘j) = ( COs 6(9,‘ == 03') . (3)

donde a es la constante de malla del medio original, 7;; es la distancia entre dos puntos
en la fase hexdtica (con Az = x; —xj y Ay = yi — ¥;), Ok es la orientacion de cada
enlace con respecto al eje de las = y el promedio se efectia sobre todos los puntos de
la malla. Nétese que el promedio de la parte imaginaria de cada una de las funciones
de correlacién se anula. Para identificar a los primeros vecinos de cada punto en la fase
hexatica, utilizamos la construccién de poligonos de Voronoi.

La Fig. 4 muestra las funciones de correlacion traslacional y orientacional de la fase
hexitica de la Fig. 3. Se puede observar que Gy decae exponencialmente a muy corto
alcance, pero G decae como una potencia de la distancia. A distancia infinita, el valor de
esta funcién de correlacién orientacional debe ser cero. El comportamiento de las funciones
de correlacién es equivalente al obtenido por Nelson et al. [19] para una mezcla de esferas
duras en un arreglo hexdtico. Las funciones de correlacion se calcularon también para una
malla triangular perfecta (a partir de la que se construye la fase hexatica) y para una
fase isétropa obtenida con una alta concentracién de defectos en la malla original. Para la
malla regular, ambas [unciones de correlacién son constantes e iguales a la unidad; para
la fase isétropa, ambas decaen exponencialmente con la distancia.

3. LA FORMA DE EQUILIBRIO: CONSTRUCCION DIE WULFF

A principios de siglo Wulll [15] propuso que la forma de equilibrio de un cristal puede
determinarse minimizando la energia libre interfacial para un volumen fijo de Ja muestra.
Varias décadas después, Herring [20] formulé la teorfa termodinamica que predice la forma
de equilibrio de un cristal a partir de la energia libre interfacial. A la fecha, las teorias
estadisticas [14] han proporcionado resultados cuantitativos satisfactorios para la energia
libre interfacial a 7' = 0 y sélo algunas han considerado el efecto de las fluctuaciones
térmicas sobre la forma de equilibrio de un eristal [21].
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Ficura 4. Funciones de correlacién traslacional y orientacional para la fase hexdtica mostrada
en la Iig. 1.

La variedad de formas de equilibrio que presentan los cristales es una consecuencia de la
dependencia que muestra la energia libre interfacial por unidad de longitud [15] (o de drea
en tres dimensiones) con la orientacion 1 de la interfase con respecto al eje cristalogrifico
del bulto del material; en dos dimensiones, la energia libre interfacial es proporcional a la
tension lineal. La I'ig. 5a muestra esta dependencia a nivel microscépico para un sélido con
malla cuadrada; supongamos que los dtomos se encuentran “enlazados” por una fuerza
de pares representada en la figura por las lineas continuas entre los puntos de la malla (a
esta estructura se le conoce como un cristal de Kossel). La energia libre interfacial por
unidad de longitud a 7" = 0 es proporcional al niimero de enlaces cortados por unidad de
longitud interfacial; la interfase AB corta un nimero distinto de enlaces que la interfase
AC de la misma longitud. Si se realiza una grifica polar de la energia libre interfacial
en funcién de 772, se obtiene la curva externa que se muestra en la Fig. 5b; esta curva
presenta minimos en ciertas direcciones. En cada punto de esta grafica polar se traza una
linea perpendicular al radio vector en ese punto; el drea que puede alcanzarse desde el
origen sin cruzar ninguna de las lineas tangentes es, de acuerdo a la construccién de Wullff,
geométricamente similar a la forma de equilibrio del cristal; es decir, la forma que minimiza
la energia libre por unidad de longitud para un drea fija. Esta construccién se muestra
con la linea interna de la I'ig. 5b. Si la energia interfacial se calcula a 7' = 0, la forma de
equilibrio de un dominio de un cristal con este tipo de malla serd cuadrada. La metodologia
de Wulff para encontrar la forma de equilibrio ha sido utilizada principalmente para
dominios con estructura regular; pocos trabajos se han enfocado al caso de sistemas no
cristalinos anisétropos. Herring [20] analizé las energias libres relativas de distintas formas
de equilibrio y estructuras de cristales, cristales liquidos y tactoides, y recientemente
Oswald et al. [11a] estudiaron la energia libre interfacial de una interfase entre dos cristales
liquidos esmécticos en equilibrio.
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FIGURA 5. Determinacién de la forma de equilibrio de un dominio con estructura cuadrada.
(a) Cristal de Kossel, (b) construccién de Wullf.
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FiGURA 6. Forma de equilibrio de dominios de (a) una malla triangular perfecta, (b) una fase

hexatica y (c) una fase isétropa.
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Utilizamos la construccion de Wulll para calcular la forma de equilibrio de un deminio
hexatico rodeado por un medio is6tropo; para efectos de comparacion, mostramos la forma
de equilibrio de una malla triangular perfecta (Fig. 6a) y de un medio isétropo (I'ig. 6¢)
(los dominios considerados para las graficas mostradas en la I'ig. 6 tienen el mismo niimero
de puntos). La linca punteada muestra la grafica polar de la energia libre interfacial en
funcion de la orientacion a T = 0, y sdlo se trazan las tangentes que representan sus
valores minimos; la forma de equilibrio es un hexdgono. En el caso de la fase isétropa la
energia libre muestra un mayor niinero de minimos, la forma de equilibrio es irregular y
tiende a ser circular. La I"ig. Gb muestra la grafica polar para la fase hexatica de la Fig. 3.
La construccion de Wulll predice que la energia libre en funcion de la orientacion a 1" =0
muestra minimos en un arreglo con simetria hexagonal y que la forma de equilibrio para
la fase hexdtica es un hexdgono irregular. Cuando aumentamos el tamaiio de la muestra,
la energia libre interfacial a T = 0 tiene un mayor nimero de minimos y la forma es
circular cuando el tamano de la muestra es infinito.

Por medio de este cilculo, encontramos que la forma de equilibrio para un dominio
hexatico generado a partir de una malla triangular perfecta, estimando la energia libre
interfacial a T' = 0, muestra una simetria hexagonal, es decir, es un hexagono irregular
para una muestra cuyo tamano es finito. Este comportamiento es una consecuencia del
orden de los enlaces a cuasi-largo alcance presente en la fase hexitica; la existencia de
caras o facetas en este calculo no garantiza que la forma de equilibrio de una fase hexatica
las muestre cuando la energia libre interfacial se calcula a temperaturas mayores que
cero. Para poder analizar este sistema en una situacion fisica més cercana a los resultados
experimentales descritos para las monocapas de Langmuir, debemos modificar este modelo
considerando cl efecto de las fluctuaciones térmicas sobre la energia libre interfacial [22]
y la anisotropia en la tensién lineal generada por la inclinacién de las moléculas en una
orientacion preferencial por regiones de los dominios de la fase hexdtica rodeados por un
medio isotrépo.
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