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RESU~1EN. Estudiamos la interacción de un haz electromagnético bidimellsional arbitrario con
una intcrfa.<;e plana dic1L'Ctrico-lIH'tal. El formalismo utilizado permite manipular simultáneamente
los dos ca..••os fundamentales de polarización. Se presenta una gelleralización del leorema de Grecn
aplicable a medios homogéneos con conductividad finita. Como consecuencia de este teorema, se
obtiene la conservación de la energía para un haz arbitrario 'lile intcr<\cciona con una intcrfase
plana dieléctrico-melal.

A BSTHACT. \Ve study the intcractioll of a two-dimcnsional e1cctrolllagnctic bealll with an insulalor-
metal intcrface. Thc t\\'o fUlldamental cases of polarization are considered. \Ve prescnt a gencrali-
zation of Grecn's thcorcm applicahlc to mctals. As a COTlscqllcncc of this thcorcm, an cxprcssion
for the cllcrgy-halancc cC]uatioll is obtaincd.

PACS: .11.10.-j

l. J NTHOI>UCCIÓN

Desde hace muchos ailOs ha habido gran interés en el estudio de la interacción de un haz
electromagnético arbitrario COII ciertas estructuras particulares: rendijas [1]' superficies
rugosas [21, película, lisas [:1], ,uperfides lisas ['1-51, redes de difraccióu [6]' etc. Este tema
ha ~ido muy importante, tanto eH óptica como en la física del estado sólido, debido él las
aplicacioucs cieutíficas y tecnológicas que se han desarrollado.

En este artículo estudiamos la interacción ele una onda electromag:nética hidimensional
con !lna interfase plana dieléctrico-metal. Supondremos que nuestro sistema consta de
dos medios semi-infinitos, homogéneos y lineales, pudiendo ser tillO de ellos un conduc-
tor. Contrariamente a lo que se acostumbra en los libros de r!ectromagnelismo, el haz
incidente bidimensional que consideraremos será un haz electromagnético arbitrario. Por
ejemplo, puede ser un haz gaussiano (1], o UII haz con alguna otra estructura espacial
más complicada. El problema se formula de tal manera que ell las ecuaciones es posible
incluir autom:iticamcnte la Ilación de una amia arbitraria. ~Ian('jar ollda..o;;arhitraria,; no
es solamente pcdag6gieo, ya. que como es sabido, éstas dan IlIgar a ('f('elos diferentes a
los que se obticlH'n cuando la onda incidente es plana 17]. Por citar algunos de ellos,
mcncionaremos el llamado efecto Goos-lJanken y el efeclo Imhert. El efecto Goos-lJanken
file d('scllhierto en 1!).17 y mm'stra que existe UIl corrimiento entre el punto en el clIal IIn
haz ele ancho finit.o toca la superficie y el plinto <'H el cual el haz reflejado parece salir de
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la superficie. i\1ás recientemente, en 1984, se demostró que un corrimiento similar existe

también CII transmisión para películas [7).
En la Seco 2 expresamos la solnción general de la ecuación escalar de Helmholtz en

un medio homogéneo mediante Ull desarrollo de ondas planas. En la Seco 3 obtenemos
la..,;;relaciones de Prcsllcl de manera unificada para los dos tipos de polarización, T.E. Y
T.~l. En la Seco 4 presentamos una generalización del teorema de Creen para medios
homogéneos con conductividad fiuita. Fiualmente, en la Seco 5 a partir del teorema de
GrcclI, obtenemos la expresión de la conservacié>n de la energía para haces bidimensionales

arbitrarios.

2. SOLUCiÓN GENEHAL

En lo que signe, admitiremos que la dependencia en el tiempo es de la forma exp( -iwl) y
que los materiales que se consideran son lIo-magnéticos. Supongamos que disponemos de
un medio homogéneo de permitividad ,(w), real o compleja, normalizada a la permitividad
del vacío (o. El campo eléctrico y el campo magll{~tico dcben verificar la ecuación vcctorial

de Helmholtz:

\l2E + k2E = O,

\l2I1 + k2 II = O,

(1)

(2)

donde se Ila de£inido la magnitud del vector de onda del medio de la siguicnte manera:

(3)

siendo ko la magnitud del vector de Olllla del vacío (/"0 = w/e). Eu el medio fijaremos un
sistema de coord,'nadas ortogonal O.ryz.
UII campo clcctromagnéti<:o arbitrario pucde descomponerse en dos polarizaciones fun-

damentales independientes. Una de ellas es la polarización '1'.1'., donde el campo eléctrico
total en cada punto del espacio es paralelo al eje OZ. Y otra, la polarización T.~l., para
la <:ual el campo magllótico t.otal es paralelo a ()J.. Es posible manipular sillluil<íneamcnte
estas dos polarizaciones si se define la función U como sigue [8]:

{

E,
U=

JI,

caso T.E.

caso T.M.

Para simplificar el tratamiento matem,itico, supondremos en todo el artícnlo qne el
campo U es independiente de la coordC'llada z y dirC'lllos que U es Hila Olida cilíndrica. En
est.a situación, U verifica la ('ctlaci61l escalar de lIelmholtz etl dos dimensiones:

lJ2U 02U o

O ,2
+ -O ., + k-U = O.

J' Y-
(.'i )
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En esta sección estamos interesados en determinar la solución general de la
Para esto, utilizaremos la transformada de Fourier en x del campo U(x, y):

I ¡oo.
U(x, y) = = Uta, y) exp(iax) da,

v 2" -00

y cuya transformada de Fourier inversa es

. I loouta, y) = = U(x, y) exp( -iax) dx.
V 2" -00

Ec. (5).

(6)

(7)

Si sustituirnos la Ec. (6) en la Ec. (5), factorizamos la exponencial y tomarnos en cuenta
que la transformada de Fourier de una función nula es nula, se obt.endrá la siguiente
ecuación diferencial:

cuya solución es

U( 0', y) = a( (» exp( -i¡3y) + b(0') exp( i¡3y) ,

(8)

(9)

donde 13 es alguna raíz de 132 + a2 = k2• Arbitrariamente seleccionaremos esta raíz, de
tal forma que 13 > O si (3 es real y 1m (3 > O si 13 es compleja. Si sustituirnos la Ec. (9)
en la Ec. (6), obtendremos la solución general de la ecuación escalar de llelmholtz en dos
dimensiones para un medio homogéneo con conductividad:

I ¡oo. I loo .U(x, y) = -- a(a)e'(OX-fJY) da + -- b(a)e,(ox+fJY) da.
V'h -00 V'h -00

(10)

Como puede observarse, cada integrando es una onda plana con vector de onda (o, :1:(3).
Así que el campo U(x, y) est.á dado como una superposición de ondas planas con parámet.ro
a [1-21. Se acostumbra decir que U est.á expresado mediant.e un "desarrollo de ondas
planas", o que está dado en "la ha.'"ic de rouricr" [3]. Es importante mencionar, que no es
la única base posible, ya que por la simet.ría cilíndrica podemos expresar a U en la base
de funciones nessol o en alguna otra base conveniente.

3. RELACIONES DE FnESNEL

Supongamos que dos medios semi-infinitos de pcrmitividadcs (1 (w) y C2(Ll..'), normalizadas
a (o, están en contacto mediante una interfase plana, como se muestra en la Fig. 1. La
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, y

-x

PIGURA l. Nuestro sistema.

interfase coincide con el plano Oxz. En el resto del artículo supondremos que fl(W) es
,'cal y positiva, mientras que C2(W) puede ser ,'cal (positiva o negativa) o compleja.
Estamos iuteresados en determinar el campo total U en todo el plano Oxy, producido

por una onda cilíndrica arbitraria que incide sobre la interfase. Supondremos que esta
onda incidente proviene de y = +00, es decir, de la parte superior de la región c¡(w). De
la solución general determinada en la sección anterior, es posible obtener la solución en
cada región semi-infinita:
Para y > O:

1 ¡oo. 1 loo "U¡(x, y) = -- A(o:)e,("x-~lY) do: + -- B(o:)e'("X"'~IY) do.
.j2i -00 .j2i -00

Para y < O:

1 ¡OO, 1 loo .
U2(x, y) = -- C(0:)e'("X-~2Y)do: + -- D(o)e'("X+~2Y) do;

.j2i -00 .j2i -00

(11 )

( 12)

estando definidas las fnnciones f3i(i = 1,2) inmediatamente abajo de la Ec. (n),
Las coudiciones de frontera, en la inlerfase (y = O) Y en iufinito (y = :1:(0), auuadas a

la condición física de que la onda incidente viene de arriba de la interfase, nos permitirán
resolver totalmente el problema como se verá a continuación, conduciéndonos a las rela-
ciones de Fresnol para ondas incidentes arbitrarias. Para esto, analicemos antes que nada
los valores permitidos de f31y f32, tomando eu cousideracióu que la condición apropiada
en infinito es que los integrados de las Ecs, (IJ) y (12) sean acotados cuaudo y - :1:00.

Primero consideraremos a f31' De la definición se sigue que es un real positivo si o: E
[-kl, k¡J, Y es imaginario puro fuera de este intervalo, con Imf31 > O. Cuando es un imagi-
nario puro, la primera integral de la Ec. (1 J) no es acotada en infinito, mientras que con la
seguna integral no hay problema, como puede verse fácilmente. Así, para que la condición
de ser acotada pueda cumplirse, debemos imponer la siguiente restricción a A(a):

{
;i O,

A(o:) = O,
si o: E [-kl, k¡J

si" rj.[-kl, k¡J.
( 13)



Corno el "eetor de onda (o, -f3d de las ondas planas asociada.' a A(o) ap""tan hacia la
interfase, identificaremos como campo incidente Ui(X, y) a la siguiente integral:

lk'u; (.'r, y) = _1_ A(o)c;(oX-iJ¡y) do.
V2ir -k,

(H)

Consideremos ahora a 13'1- Si es real, las ondas planas de la Ec. (12) son acotadas cuando
y ---o :l:oo. Pero si es complejo, como 1m f3z > O las ondas planas CJIIC int.ervienen en la
ültilll<l int.egral de la Ec. (12) divcrgcn. Por olro lado, cuando (3'2es real las onas planas
de esta {dtilllil integra! se dirigen a la interfase, teniéndose así tina onda incidente por
abajo, viobí.ndosc con esto nuestra hipótesis ini<:ial de incidencia. De estos razonamientos
concluimos <¡ue para cualquier case de f3z (real o complejo). /)(0) debe ser una función
Bula. Cuando esta condici6n es satisfecha, se dice que el campo generado por la onda
incidente cllmple la condición de radiación de SOlllmerfelcl, ('s decir, el campo producido
en la interfase dehe alejarse de ella.

De las consideraciones anteriores, concluimos que las soluciones admisihlcs CH las dos
regioncs scmi-infinitas SOI1 [1]:
Para y > o:

I 11-¡ 1 100U1 (.T, y) = -- A(a)ei(oX-iJ,Y) da + -- lJ(a)c;(nx+iJ¡Y) do;
V2ir -k, V2ir -00

Para y < O:

1 100 .U2(x, y) = -- C(a)c,(nX-iJ,y) da.
V2ir -00

(15)

(1G)

Las fllnciones A(o), lJ(o) y C(o) no son indepelldient.es, est.án relacionadas por las
condicioncs dc frolltcra cn la interfase. Estas condicioncs son dada.o:;¡en términos de la
t.ransformada de FOllricr de U [8] de la siguiente ma.lI('ra:

donde

1 DU1 1 DU2---=---,
1'1 ay V2 Dy

( 17)

( 18)

v = { 1,
<,

ca~oT.E.

caso 'r.~1.

Si apl¡camos est.as condiciones a las Ecs. (15) Y (1G) obtenemos

A(o) + lJ(a) = C(o),

~[-if3IA(o) + if3¡IJ(n)] = ~[-if32C(n)1.
Vl Vz

(20)

(21)
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Como se ha dicho, A(er) es conocida, ya qne es la transformada de Fourier del campo
incidente en y = O. Podemos cntoll{,cs rcsolV<.'r el sistema anterior en terminas de 1\(0'),
obteniéndose

lJ(er) = r(o)A(er),

C(er) = 1(0);\(0);

(22)

(23)

lnego, 8(0) y C(er) son lineales en ;\(er), es decir, en el campo incidente. Esto último
debe ser así, dado qne las ecuaciones de I>laxwell son lineales. A las funciones r(o) y 1(0)
se les conoce con el nombre de am,]J/itwles de reflccción y l1nnsmi.'lián, respectivamente.
Estas amplitudes son dadas por las relacioncs dc fol'csnel:

r(o) = (3,/", - (3d"2,
(3'/"1 + (32/V2

1(0) = 2(3,/lI,
(3,/", + (32/lI2

(2.1 )

(25)

Debernos mencionar que estas rUBcioues dcpcJI(lclI exclusivamente de las características
del medio y pueden ser complejas. Explicitemos las relacioues de Fresnel para cada pola-
rización:

Caso T.E.

Caso 'r.~1.

(31 - (32
r(er) = --,

/3, + (32

I(er) = 2(3,
(31 + /32

,'(a) __ (3_1/_'_' _-_(3_d_'_2
- (31/(1+ (32/(2'

I(a) = 2(31/(1 .
(3,/" + (h/'2

(26)

(27)

(28)

(29)

Es conveniente mencionar que las Ecs. (26)-(29) son equivalentes a las que se presentan
usualmente en los textos de cicclromaglletislllo [ni.

Si sustituimos la., Ecs. (22) y (2:1) eu I¡~, Ecs. (1;») y (16), se telldrá la solución a nuestro
problema inicial, es decir, la determinación del ('ampo U(x, y) en todo el plano Ol'Y.

Para !J > o:
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Para y < o:

(31 )

En estas expresiones se ha utilizado la Ec. (13). Para aplicar estas ecuaciones es necesario
disponer de un modelo apropiado de] campo iucideute. En realidad, lo que necesitamos
es la forma de la función A(O'), la cual en una primera aproximación podría ser una
gaussiana [l].
Finalmente, de las Ecs. (30) y (31) explicitemos las funciones Ü¡ y Ü2:

Ü¡(O', y) = A(O')e-il1¡Y + r(O')A(O')eil1¡Y,

Ü2(0', y) = t(O')A(O')e-il1,Y.

1. TEonEMA DE GnEEN

(32)

(33)

En esta sección estamos interesados en presentar nna generalización del teorema de G reen
aplicable a medios homogéneos con conductividad. Sea /l una región del plano sin hoyos
y supongamos que tiene asociada una permitividad compleja «w). Denotemos por S a la
frontera de la región /l. En la región 11 están definidas dos funciones complejas IV y C
que satisfacen la ecuación de Helmholtz:

'V21V + /,;"IV = O,

'V"c + /,;"c = O.

En estas ecuaciolles el operador laplaciano cst:í dado en el plano O.ry, es decir,
dimensiones. Utilizando estas funciones calculemos la siguiente integral de línea:

1 = J (~IVDC' _ !c.m\') ds,1 v' D" V D"

(:11 )

(35)

en dos

(36)

donde ñ es el vector normal a la frontera S (apunta hacia el exterior de la región 11) y ds
es el ('I('mento de arco, El asterisco denota el complf'jo conjl1g:ado. Además, el escalar v
es el mismo que se definió en la Ec. (19).
Si aplicamos el teorema de la divergencia en el plano, transformaremos la integral de

línea en \lila integral de área:

1= r 'V. (~IV'VC' - !C''VII') d.l'dy.ln v v
(37)



(39)
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Tomitndo en cuenta el resultado V'. (ah) = aV'. h + h. V'a, la integral anterior se expresa
como

1= r (~WV'2C' - ~C'V'2W) el",ely+ r (~V'W. V'C' - ~V'C' . V'W) dx dy.J JI v v JR v v
(38)

Por otro lado, de las Ecs. (31) y (35) se sigue que

~1VV'2C' - ~C'V'2W = ~k2C'W _ ~k'2WC'.v. V V v.

Si sustituirnos esta última expresión en la Ec. (38) y consideramos la definición de 1
[Ec. (3G)], obtendremos el resultado buscado:

i (1 OC' 1 DIV) (k2 k'2) 1-w-- - -C'-- els= - - - C'Wel.7;dy
S v. un v un v v. R

+ (~ -~) r V'C'. V'W d.7;dy. (10)
v v Jn

Esta ecuación nos muestra 'lue los valores de IV Y C en el interior de la región R, están
relacionados a sus valores en la frontera. Es por esta razón que podemos considerar a la
Ec. (10) un teorema de Green para medios conductores.

5. CONsmEIlACiONES ENERG í~TICAS

En esta sección utilizaremos el teorema de Green para determinar la expresión del teorema
de la conservación de la energía. Nuestra configuración será la misma que se empicó en la
Seco 3 al deducir las relaciones de Fresne!. Así 'lne disponemos de dos medios semi-infinitos,
uno con permitividad real y positiva (1 y el otro con permitividad compleja (2. La interfase
seguirá siendo el plano Oxz.
Apli'luemos nuestro teorema de Green a las dos regiones R, y R2 mostradas en la Fig. 2.

La región R¡ está acotada por la interfase y una recta paralela al eje 0,7; con coordenada
y, mientras 'lue la región fl2 está acotada por la interfase y nna recta paralela a Ox con
coordenada -y. Considel"Cmos primero a la región fI,. De la Ec. (10) con C y IV iguales
a la fnnción U¡ defiuida en la Ec. (J J) se obtiene

(11 )

Las integrales de área se anulan debido a 'lue (, es real y positivo. En esta integral
podemos explicitar la contribución de la illterfase:

J
intcrf(l..<;e

(12)
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FIGUHA '2. Hegionc.s HI y 112 donde se aplica el teorema de Creen.

- .•

Para la región Hz, si hacemos a G y a IV igllales a la fllndón Uz dada en la Ec. (12), se
obtiene

J
inlerfa.<>e

De las condiciones de frontera se sigile, 'lile las dos integrales de las Ecs. (.12) y el:J) 'lile
se calculan sohre la interfase son ig:ualcs, luego

1(1 - DÚi 1 -. DÚz)da = -Uo-- - -Uo-- da
_y v; - Dv Vz - Dv

(oH)(1 I)! .,+ -;; - --;- ¡'VV.,I- d.r dv,
1,2 1'2 . U'2

donde hemos utilizado el teorema de Parscval-Planchcrcl que se expresa de la siguiente

lila llera: 1:J(")v'(.r) dx =1:j(n)!j'(n) dn.
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Finalmente, si reemplazamos las Ecs. (:32) y (:1:1)en la Ec. (H) y tenemos la precaucióu de
considerar 'lne {JI es real, mientras qne {J2 es complejo, se obtendrá sin dificultad nuestro
teorema general de la conservación de la energía:

Si explicitamos este t.('orcma s('gún la polarización, se ticne lo siguiellte:
Caso T.E.

,.2 "111' 1
2 1 I+ 1\0(2 ~:! (;I:( y.

11,

Ca.so '1'.1\1.

(,jG)

(.17)

(.18)

liemos llamado a la Ec. (46) el "leorema de la conservación de la ellergía"; debelllos
justificar este nombre. Para realizar esto, utilizaremos el vector de Poynting complejo:

Se = ~E X H"
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Consideremos primero el caso 'LE. Utilizando la ley de Faraday podemos expresar el
campo magnético en términos del campo eléctrico:

i [{)E" - {)E" -]Se = -- E--i + E--j .
2¡IOW {)x {)y

La potencia promedio incidente (1',) que llega a la interfase es

lOO _ -1 loo _ {)k
(1',) = Re Se' (-j) dx = 2 I W 1m E;(a, O) {), ' (a, O) da,

-00 lo -00 y

(50)

(51 )

donde nuevamente se ha empleado la relación de Parseval-Plancherel. Luego, la potencia
promedio incidente resulta ser

(52)

Si compéuamos esta expresión con el primer miembro de la Ec. (47), se concluirá que
este tíltimo es la energía promedio incidente normalizada a 1/2J1ow. De igual manera se
prueba que el primer término del segundo miembro es la potencia promedio renejada por
la interfase y, por lo tanto, los dos últimos términos los identificaremos con la potencia
transmitida. Todas las energías están normalizadas a 1/2¡low. Interpretemos el último
término de la Ec. (17), para esto recordemos [101 que el calor promedio producido por
unidad de área y de tiempo es proporcional a £"1E12, luego este último término proporciona
la disipación de energía en la región R2.

Consideremos ahora el caso T.I\1. El vector de Poynting complejo se expresa como

S = _i_ [w {)f[ , w {)f[ ,]
e 2 {) 1+ {) J ,Wf .X y

luego, la potencia promedio incidente en el caso T.M. es

-1 lOO -" {)ir,
(1',) = --1m JI, (a,O)-o-(a, O)da;

2w£¡ -00 oy

es decir,

I ¡k' f3(1',) = - -.!.IA(a)¡2 da.
2w -k, £1

(53)

(51)

(55)

El mismo razonamiento que en el caso T.E. nos conduce a las siguientes conclusiones. El
miembro izquierdo de la Ec. (18) es la potencia incidente, el primer término del segundo
miembro es la polencia renejada y los dos últ.imos corresponden a la potencia transmitida.
Todas las potencias son normalizadas a 1/2w. El último término corresponde al calor
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promedio producido en la región R2; es de notar que está dado en función de JI y no de
E. Con esto hemos justificado la Ec. (46) como un teorema de conservación de la energía.

6. CONCLUSIONES

A partir del descubrimiento del efecto Goos-J!ankell en 19<17 [7], quedó establecido que
un haz de ancho finito era capaz de dar propiedades diferentes a las obtenidas con una
onda incidente plana. A pesar de este importante efecto y de interesantes investigaciones
posteriores, poco se ha escrito sobre el tema en los textos de electromagnetismo [11].
En este artículo hemos obtenido las relaciones clásicas de Fresnel y el teorema de cOllSer-

vación de la energía para haces arbitrarios. Nos fue posible manipular simultáneamente los
dos tipos de polarización. Consideramos que lo más importante del artículo es la manera
como se obtuvo el teorema de conservación de la energía, ya 'lile este método nos pcrmitiní
extenderlo sin dificultad a situaciones más complicadas, como es el caso de superficies
rugosas metálicas [2]. Con estos resultados, podremos en un futuro tratar de manera Huís
adecuada la interacción de UIl haz de UI1 híscr con una interfase plana dieléctrico-metal,
donde las transformadas de Fourier de los diferentes modos del láser están dadas por
productos de gaussianas con polinomios de I1ermite de orden arbitrario [121. También
será posible estudiar el efecto Goos-J!anken en transmisión para películas delgadas, un
tema muy importante y poco estudiado.
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