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RESUMEN. Se presenta el concepto de sistemas hamiltonianos singulares (es decir, con un tensor de
Poisson no invertible) para el caso de problemas discretos. En particular, se desarrolla el teorema
de Noether sin hacer uso del principio variacional de Hamilton. En esta forma, el sentido físico
de una simetría, y por qué está relacionada a la existencia de una integral de movimiento, es más
claro que en la demostración tradicional, en que se usa el lagrangiano. Además, no se supone ni
que el hamiltoniano ni que los generadores sean independientes del tiempo, es decir, el sistema
puede no ser autónomo y/o las simetrías pueden corresponder a transformaciones que dependan
explícitamente del tiempo. Los resultados son ejemplificados mediante sistemas singulares inmersos
en simplécticos de mayor dimensión.

ABSTRACT. The concept of singular Hamiltonian systems (namely, with a non-invertible Poisson
tensor) is presented, for the case of discrete problems. In particular, Noether's theorem is developed
without making use of Hamilton's variational principie; the physical meaning of a symmetry. and
why it is related to an integral of motion, is clearer in this fomulation than in the traditional
one, i.e. using the Lagrangian. Furthermore, it is assumed that ncithcr the Hamiltonian nor the
generators are time independent, i.e., the system may not be autonomous aud/or the symmetries
may correspond to time dependent transformations. The main rcsults are iIlustrated with singular
systems embedded on a larger symplectic problem.

PAes: 03.20.+i

1. INTRODUCCIÓN

Comúnmente se introduce el concepto de formulacióu hamiltoniana. en el marco de los
sistemas canónicos [1,2], que son casos particulares de los simpléeticos 13,41(véase Fig.1).
Como en estos problemas la ecuación de evolución es derivable del principio variacional de
Hamilton, el teorema de Noether es generalmente presentado como una conexión entre si-
metrías dellagrangiano y leyes de conservación [5]. El objetivo de este trabajo es presentar
el concepto de sistemas hamiltonianos singulares [GI, o no-simplécticos. que son de suma
importancia, por ejemplo, en el estudio de la hidrodinámica en general [71 y de la dinámica
de océanos y atmósferas [8]' temas a los que me referiré en una publicación futura. Con
el propósito dc hacer cstc trabajo dc cnseñanza más didáctico. hc intcrcalado una serie
dc problcmas, los quc recomiendo ir resolvicndo a medida qnc se los cncuentrc: muchas
veces el tcxto que siguc prcsupone que el Icctor ha resnelto )' cntcndido cl problema; las
soluciones están al final de cstc artículo. También al final se encncntra un glosario con las
descripciones dc los conceptos principalcs.
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FIGURA 1.

Aquí se demuestra el teorema de Noether sin hacer reÍerencia ni a lagrangianos ni a
principios variacionales, ya que éstos no están disponibles en el caso singular; se usa, en
cambio, el concepto de generadores de transformaciones infinitesimales. Vaya ejemplificar
cómo es posible pasar de un sistema simpléctico a uno singular mediante una reducción de
variables. Esto es precisamente lo que se hace en hidrodinámica (adelantando resultados)
al pasar de una formulación donde "se sigue" a cada elemento de fluido, mediante el uso
de "etiquetas", a variables definidas en puntos' fijos en el espacio (descripción euleriana).
En este proceso de reducción de variables. se pierden simetrías y los correspondientes
generadores pasan a ser "casimires" del nuevo paréntesis de Poisson; todos estos conceptos
son explicados más adelante.
En esta primera parte, comienzo por repasar brevemente el concepto de sistemas

canónicos, para luego introducir la notación co-simpléctica (que incluye a todos) y a
los sistemas singulares, con su peculiaridad: los casimires. Luego muestro la utilidad del
formalismo con el estudio de la relación entre simetrías y leyes de conservación. Los temas
de la generalización de los resultados para problemas alineales de campos y la estabilidad
de soluciones del caso discreto (por el método de Lyapunov), serán tratados en futuras
publicaciones.

2. SISTEMA IIAMILTONIANO CANÓNICO

En el caso más especial, canónico, el estado del sistema es descrito por un número par de
variables, las coordenadas generalizadas q(t): (qI, Q2,"', qn) y sus momentos conjugados
p(t): (PI, P2, ... , Pn), cuya evolución está controlada por las 2n ecuaciones

. oH
qa= -

opa
. oH

y Pa =--
oqa

(a = 1, ...• n), (1)

donde H(q, p, t) es la llamada función hamiltoniana o, simplemente, el hamiltoniano. Que
podamos describir al estado del sistema por 2n variables (agrupadas en pares), tal que las
ecuaciones de evolución tengan la forma (1) es lo que nos autoriza a decir que el sistema
es hamiltoniano y canónico. La elección de las variables (q, p) no es única, lo que puede
sospecharse del hecho que el sistema (1) es la solución del principio variacional

¡"8 (q.p-H(q,p,t))dt=O,
'o

(2)
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donde las variaciones de q(t) y de p(t) sólo están restringidas por óq(to) = óq(t¡) = O;es
bien conocido que la solución de un principio variacional no depende de la forma en que se
parametrice la trayectoria. Esta propiedad es utilizada inmediatamente con el propósito
de generalizar el concepto de estructura hamiltoniana.

Notación cosimpléctica

Si hacemos el cambio de variables (q,p) -+ z: (zj,j = 1, ... ,2n), o sea q
p = p(z), en (2), las ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden reescribir como

q(z) y

(3)

para cierta matriz J = J(z), donde debe sumarse sobre Índices repetidos y 8j(.) :=
8(. )/8z}. Mediante esta ecuación vamos a generalizar el concepto de sistema hamilto-
niano, llegando en particular a los singulares, que no son canónicos.

Problema 1: Mostrar que las ecuaciones de Euler-Lagrange de (2) son el sistema (1). Luego
efectuar una transformación general (q, p) -+ z en (2) y encontrar la matriz J de (3) (a
partir de las nuevas ecuaciones de Euler-Lagrange); ¿Bajo qué condiciones existe J?

La J que se obtiene en el problema anterior (es decir, a partir del sistema canónico) es
no-singular, det(J) f O,Ycumple las siguientes dos propiedades: antisimetrÍa e identidad
de Jacobi,

(4a)

( 4b)

En adelante diremos que un sistema discreto es hamiltoniano (a secas), si su estado
instantáneo corresponde a un punto z(t) en el espacio de fases, no necesariamente con
dimensión par, y existen H y J tales que se cumplan (3) y (4), pero no necesariamente
sea det(J) f O. Una gran ventaja de esta formulación, cosimpléctica, es su invariancia
ante transformaciones de coordenadas (independientes del tiempo):
AsÍ, ante el cambio de coordenadas z -+ i = i(z), dz (o i, etc.) se transforma como un

vector contravariante, es decir, dz -+ di = 1\1(z)T dz, donde !vl;j := 8;ij, mientras que
\l H (o el gradiente de cualquier función de estado) lo hace como un vector covariante
\lH -+ M-l\lH. Además, J es un tensor contravariante de orden dos (el tensor de
Poisson) J -+ j = MT JM. Las tres propiedades fundamentales del tensor de Poisson son
también invariantes ante un cambio de coordenadas: 1) Su antisimetrÍa (4a) claramente
lo es, pues jT = MT JT M = -jo 2) El hecho que sea siugular, det(J) = O, o no,
det(J) f O, también lo es ya que det(j) = det(M)2 det(J) y det(M) f O.3) Finalmente,
aunque 8,J;j no es un tensor, haciendo uso de (4a) se puede demostrar que el lado
izquierdo de la ecuación (4b) sí lo es (contravariante y de orden tres), y por lo tanto la
identidad de Jacobi es también invariante.
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La formulación canónica (1), por el contrario, no es invariante ante cambios generales
de coordenadas (lo es sólo ante las muy especiales transformaciones canónicas).

Problema 2: Si la dimensión del espacio de fases es igual a d, ¿cuántos elementos definen
unívocamente a J? Mostrar que la ecuación (4b) es satisfecha trivialmente si de los Índices
(i,j,k) dos son iguales. Por lo tanto, es suficiente con demostrarla para todo i > j > k;
¿cuántas relaciones independientes hay que satisfacer?

Problema 3: Mostrar que si la dimensión del espacio de fases (es decir, el número d de
componentes de z) es impar, entonces el sistema es singular, det(J) = O.Demostrar que
el rango de J debe ser par.

Paréntesis de Poisson

Dadas dos funciones de estado cualquiera, U(z, t) y V(z, t), el paréntesis define una tercera
función de estado, {U, V}, que se calcula en la forma

{U V} - aUJijaV - (\lU)T J\lV, - I ) - ,

y tiene las siguientes propiedades:

{U, V} = -{V, U},

{U, {V, IV}} + {V, {IV, U}} + fIV, {U, V}} = O,

{U, VIV} = {U, V}IV + V{U, IV},

{U, aV + bIV} = a{U, V} + b{U, IV}

(5)

(Ga)

(6b)

(Gc)

(6d)

donde a y b son "números" (véase el glosario). Es fácil ver que (4) y (5) implican (6a-d),
mientras que (Ga-b) implican (4a-b). Se puede demostrar [91 que a su vez (Gc-d) implica
{F(U), G(V)} = F'(U){U, V}G'(V), de donde resulta la relación (5) con Jij := {zi, zj}
(es decir, Jij es la representación de {.,.} en un sistema de coordenadas rIeterminado).
En una forma más general, la ecuación de evolución (3) puede entonces escribirse como

z = {z, ll}. (7)

En suma, en vez de empezar por el tensor J, se puede definir la estructura hamilto-
niana en forma más abstracta, independiente de una elección particular de coordenadas,
usando los paréntesis de Poisson. De todos modos, ambas formulaciones, con el tensor J
o con los paréntesis de Poisson, son equivalentes. Un sistema hamiltoniano está, entonces,
determinado por la terna {z(t),H(z,t),J(z)}.

3. SISTE~IA HAMILTONIA1>O SINGULAR; CASI~IIRES

Diremos que un sistema hamiltoniano es singular, si

3C(z) tal que {U,C};: OlfU(z,t); (8)
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a las funciones de estado C que satisfacen esta ecuación se les llama casimires. Se entiende
que ac/az '" O; para un sistema no-singular (o simpléctico), la única solución C de
{U, C} = 011U es un "número" (véase el glosario). Nótese que la existencia de casimires
(o sea, la singularidad del sistema), es una propiedad del paréntesis de Poisson, no del
hamiltoniano. Ya que a,J = O, escribimos a los casimires sin dependencia explícita en
t, aunque claramente cualquier función de los casimires y "números" tiene un paréntesis
de Poisson nulo con toda función de estado. Es decir, si C(z) es un casimir, entonces
{U,F} = OIlU(z,t), con F(z,t) = F(C,t); llamaremos a F una función distinguida; en el
caso no-singular, las funciones distinguidas se reducen a "números".

Problema 4: Demostrar que si el paréntesis de Poisson es singular, entonces det(J) = O.
¿Cómo se pueden encontrar los casimires?

Un problema mucho más difícil que el anterior es el inverso: si det(J) = O ¿existen
casimires?, y si existen ¿cuántos son? Imaginemos, por ejemplo, un espacio de fases con
dimensión mayor que dos y un tensor de Poisson J(z) con corrango unitario, es decir, en
cada punto existe un autovector X(z) tal que JX = O.Que exista un casimir C(z) implica
que hay un cierto k(z) tal que X = k\lC. Esta es una relación no trivial, que sólo puede
ser cierta para campos vectoriales muy especiales, ya que X tiene más componentes que el
número de escalares (k y C) en el lado derecho de la igualdad. Se puede demostrar [61 que
det(J) = Ono sólo es necesario, sino también suficiente para la existencia de casimires; es
más, el número de casimires independientes es igual a su máximo posible: el carrango de
J (es decir, a la cantidad de autovectores independientes con autovalor nulo). En base a
esto, en adelante tomaremos como propiedades equivalentes a la singularidad del sistema,
en el sentido de la existencia de casimires (8), y la singularidad del tensor J, en el sentido
de det(J) = O.
Hay que aclarar que en la clasificación de la Fig. 1, la diferencia entre sistemas simpléc-

ticos y singulares es fundamental; no así para los canónicos y no-canónicos simplécticos,
los que difieren sólo en la forma de Jij, o sea, en una peculiaridad del sistema de coor-
denadas elegido.' Mediante varios ejemplos, vaya mostrar cómo los sistemas singulares
pueden estar inmersos en problemas simplécticos de dimensión mayor, y la relación de
esta propiedad con las simetrías e integrales de movimiento de cada uno.

Unos primeros ejemplos

Veamos un ejemplo sencillo de sistema hamiltouiauo con pocos grados de libertad: una
partícula en el plano, sujeta a la acción de un potencial central; en coordenadas polares
(r,19) es

J.= ( ~. -1
O

O
O
O
-l/r

1
O
O

-lI/r

O )l/r
t' (a)

"De hecho, el teorema de Dalboux [3,91 garantiza la posibilidad de pasar de coordenadas nD-
canónicasa canónicas, en el caso simplécticodet(J) '" O.
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donde u y v son la componente radial y azimutal de la velocidad.

Problema 5: Demostrar que en este sistema es no-canónico, pero no-singular (simpléctico),
y encontrar las ecuaciones de movimiento.

En el problema anterior {J no aparece ni en H ni en J y, por lo tanto, tampoco lo
hace en la ecuación de evolución de las otras tres variables. En consecuencia, podemos
eliminarla del sistema, obteniendo

H(r, u, v) := !u2 + !v2 + <p(r),J := ( ~1
1 O
O v/r

-v/r O
). (10)

Voy ahora a demostrar que este nuevo sistema, obtenido de! (9) por reducción de varia-
bles, es también hamiltoniano. El tensor de Poisson cumple con la condición de antisi-
metrÍa (4a); es necesario demostrar que también satisface la identidad de Jacobi (4b). Con
base en los resultados del problema 3, basta demostrarlo para (ijk) = (321): ya que J31 y
J12 son constantes, (4b) se reduce a demostrar J¡'a,J23 = O. Finalmente J¡' es diferente
de cero sólo para s = 2, o sea la componente u, y como J23 no depende de u, la identidad
de Jacobi es también satisfecha; el sistema es hamiltoniano. O
Es fácil ver que det(J) = O, en acuerdo con los'resultados del problema 4, y el corrango

de J es uno: tiene que haber un casimir, solución de J\lC = (OOO)T, es decir, ac /au = O
(dos veces) y rac/ar = vac/av '* c = rv (momento angular). N.B. la solución general
de J\l F = O es la "función distinguida", F = F(rv, t); ver glosario. Las ecuaciones de
evolución son:i = J\lH = J(<p'(r),u,v)T, es decir, r = u, u = v2/r - <p'(r),V = uv/r; es
fácil verificar que (; == O.
Es bien conocido que e! problema (9) puede ser transformado a variables canónicas (por

ejemplo, utilizando coordenadas cartesianas o, mejor aún, usando e! momento angular rv,
que es el conjugado de {J, en vez de v). Pero no me interesa destacar eso aquí, sino al
contrario, mostrar un ejemplo muy sencillo donde se puede reducir el número de variables,
pasando de un sistema simpléctico (9) a uno singular (10). En los problemas de hidro-
dinámica, el equivalente al momento angular en (9) no siempre puede ser "factorizado"
del problema, para reducir aún más la dimensión del espacio de fases.
Consideremos, finalmente, el ejemplo de un sistema hamiltoniano genérico de tres com-

ponentes. Como la matriz J es antisimétrica, su forma más general es Jij = €ijk Dk, para
algún campo vectorial covariante D(z), donde €ijk es el símbolo totalmente antisimétrico
de Levi-Civita; ¿cumple este tensor con la identidad de .Jacobi?: reemplazando Jij por
€ijk Dk en (46), se obtiene D . \l x D = O como condición -para que ello ocurra. Por otra
parte, ya que la dimensiól' del espacio de fases es non, J es singular (véase problema
3): el teorema en Ref. [61 garantiza la existencia de un casimir C(z); p0r definición es
Jijajc = [ijkajCDk == O, es decir, los vectores covariantcs ve y D son paralelos, i.e.
D = ,,\lC, para algún ,,(z); es más, como \l x D = \l" x \lC, se tiene D . \l x D = O, es
decir, sí se cumple la identidad de .Jacobi.
En consecuencia, para los problemas con dimensión tres, sólo hay un casimir y la forma



990 P. RIPA

más general del tensor de Poisson es

(d = 3), (11 )

esto es, las ecuaciones de movimiento tienen la forma

(12)

Problema 6: Encontrar" tal que los paréntesis del ejemplo (10) sean expresados de la
forma (11).

De la expresión (12), vemos que todos los sistemas hamiltonianos de tres componentes
están determinados por las tres funciones de estado ", H Y C. Nótese que si atH = O no
se puede decir que H y C sean el hamiltoniano y el casimir del problema; por ejemplo,
las ecuaciones (12) son invariantes ante el cambio (", H, C) _ (-", C, ¡¡). Es más, hay
un número infinito de hamiltonianos y casimires posibles, para el mismo problema físico,
dadós por dos funciones f(H, C) y g(H, C) que no tengan gradientes paralelos.

Integrales de movimiento

La derivada temporal "siguiendo a la solución" de una funcióu de estado arbitraria, F(z, t),
está dada por F = atF + :i . '1F = atF + {z, JI} . '1F, es decir,

F=atF+{F,JI}. (13)

Se dice que una función de estado 1(2, t) es una integral -o constante- de movimiento,
si y sólo si su derivada temporal siguiendo a la trayectoria z(t) es nula: j;: O (es decir, el
valor de I no cambia a lo largo de una solución). La existencia de un conjunto de integrales
de movimiento, I,,(z), implica una restricción It priori a la evolución del sistema, en el
sentido de que la órbita debe estar contenida en la intersección de las hipersuperficies
(z I I,,(z, t) = I,,(z(to), to} = constante).

De acuerdo con (13), I(z, t) es una integral de movimiento si y sólo si a,l + {l, H} = O.
En consecuencia, si el hamiltoniano no depende explícitamente del tiempo [como en los
ejemplos (9) y (10)]' entonces es una constante de mO\'imiento, mientras que todo casimir
es una integral de movimiento para cualquier hamiltoniano [como en el ejemplo (10)1.

Problema 7: Mostrar que el casimir del sistema (10), el momento angular "V, es una
integral de movimiento del sistema (9); ¿Cuál es su paréntesis de Poisson con cada una
de las variables de estado en (9)?

Otro ejemplo: la triada real

En el estudio de la interacción alineal entre las ondas de una triada resonante, es común
hacer una hipótesis muy especial (como explicaré más adelaute) que lleva a ecuaciones
del tipo

(14)
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donde las Aj(t) tres funciones reales del tiempo y los aj son tres constantes tales que
a¡ a2a3 i O. Estas ecuaciones también incluyen a las del "cuerpo rígido" libre, que es
un ejemplo muy socorrido de sistema hamiltoniano singular, para el cual no todas las
aj son del mismo signo. Esta última propiedad -que no necesitamos imponer aquí-
es fundamental para el estudio de estabilidad de ciertas soluciones (tema de una futura
publicación).
A continuación voy a encontrar las integrales de movimiento y mostrar explícitamente

que el problema es hamiltoniano y singular. Para que leA) se conserve, j = O,es necesario
que '£Ajlaj81/Aj = O, por ejemplo,

(15)

son dos integrales (independientes) de movimiento. Voy enseguida a mostrar que las ecua-
ciones de movimiento pueden ser puestas en la forma (12), que es la más general para
un sistema hamiltoniano (singular) de tres componentes; para esto, l¡ puede ser tomada
como el hamiltoniano e h como el casimir, o viceversa. Las soluciones son

1 ( O aW2A3 O )H(A) = I¡ Y e = h =} J¡(A) = - -ala2A3 O -a2a3A¡
2 O a2a3A¡ O

que corresponde a K = ta¡a2a3 en (11), y

1 ( O aW2A3 a3a¡A2 ),H(A) = 12 y e = I¡ =} J2(A) = 2 -aW2A3 o o
-a3a¡A2 o o

ídem. para K = -taW2a3. Usando 'VI¡ = (OA2/a2 -A3/a3)T y'Vh = (-Al/a¡ OA3/a3)T
es fácil ver que tanto J¡ 'Vl¡ como J2'V12 dan las ecuaciones de movimiento (14), mientras
que JI 'V12 = J2'V11 = O,de acuerdo con (8).
En suma, éste es un ejemplo muy sencillo de sistema bi-hamiltoniano, como de hecho

todos los de tres variables lo son. Nótese que para las mismas coordenadas en el espacio
de fases, una función de estado puede ser el hamiltoniano o el casimir, dependiendo de la
elección del tensor J.

Problema 8: Si aW2a3 < O, entonces se pueden renormalizar las Aj de manera que a¡ +
a2 + a3 = O, digamos, a¡ = S2 - S3 Y permutaciones cíclicas [10]. Demostrar que en ese
caso, la energía E := A; +A~ + .'15 y el pseudomomento l' := sIA; = s2A~ + S3115son dos
combinaciones lineales de I¡ e 12 (y por lo tanto son tamhién integrales de movimiento) y
construir los tensores de Poisson tales que el sistema (14) sea explícitamente hamiltoniano,
aunque singular, con una de las dos integrales corno JI y la otra corno C.

Teorema de Noe/her

En general, es un proceso laborioso, de ¡¡ensayo y error", el encontrar las integrales de
movimiento de un sistema dinámico. No así para aquellos que son hami1tonianos, para
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los que uno puede empezar por el análisis de sus simetrías (las que normalmente son
patentes), ya que el teorema de Noether las liga con leyes de conservación.

En el caso no-singular (canónico o no) es fácil ver que la invariancia del principio
variacional (2) ante una cierta transformación (es decir, la propiedad de que la variación
del integrando sea igual a la derivada temporal total de una función de q, p y t) da como
resultado explícito la existencia de una integral de movimiento; ésta es la forma en que
normalmente se estudia el teorema de Noether. En el caso singular, por otra parte, no está
claro que la formulación cosimpléctica, (3) y (4), sea derivable de un principio variacional:
la conexión entre simetrías e integrales de movimiento se establece de una manera diferente
a la formulación tradicional del teorema de Noether, utilizando el concepto de generadores
de transformaciones infinitesimales, como paso a explicar.

Dada una condición inicial, en t = to, el estado posterior del sistema está unÍ,'ocamente
determinado por la Ec. (3); digamos

z(to) = Zo =} z(t) = T(t, zo) (t > to). (1 G)

Para otra condición inicial, que difiera de la primcra en bzQ, corresponde otra trayectoria,
que en cada instante dista de z(t) en

C:.z(t) := T(t, Zo+ 6zo) - T(t, zo).

Aquí C:.z(t) está claramente determinada por la dinámica, y es una función de zo, 6zo y
t; que z + C:.z sea una solución constituye una tautología, es verdadero por construcción.
Sin embargo, supongamos que existe una forma de calcular una variación muy particular
C:.MZ, en función exclusivamente de t y z(t), y tal que la dinámica sea invariante ante
esta transformación, o sea

(t > fol. (17)

Esta expresión afirma que da lo mismo transformar y "dejar correr el tiempo" que hacer
ambas operaciones en el orden inverso; ésta es la expresión más general de una simetría
del problema. ¿Cómo podemos definir esta variación especial C:.MZ, a partir de t y z(t)?
Con el propósito de obtener una respuesta a la pregunta anterior que sea invariante ante
cambios de coordenadas,' vamos a restringirnos a variaciones infinitesimales: Suponemos
que C:.MZesté parametrizado por una variable 1', y definimos C:.,\IZ= 6Mz+O(I,2) conforme
J1 -+ o: ante un cambio de variables, ÓAtZ debe comportarse como un vector contra,yariantc,
mientras que C:.MZ (al igual que z) no está restringido por una ley de transformación
particular.

En la Fig. 2 se muestra el significado de que la transformación infinitesimal ÓM sea
una simetría. El O indica el punto inicial, el camino O -+ 1 -+ 2 significa "dejar correr el
tiempo" en 6t y luego hacer la transformación infinitesimal generada por JI, mientras que

"Como es de esperar -y ejemplificamos más adelantc- esta exigencia de cO\'ariancia excluye
algunas simetrías, las que, sin embargo, suelen ser menos interesantes, en el sentido de que no
están ligadas a leyes de conservación.
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FIGURA 2.

para el camino O --; 3 --; 4 se realizan ambas operaciones en el orden inverso. La pregunta
es si Z2 Y Z4 coinciden o no, para cualquier (zo, to).
Tomemos una función de estado genérica F(z, t);' tanto su variación infinitesimal como

su derivada temporal total, bM F(z, t) y F(z, t), son también funciones de estado. Por lo
tanto, por el primer camino (O --; 1 --; 2) F cambia en la forma

Fo --; F¡ = F(zo + zobt, t + bt) ~ Fo + Fobt

--; F2 = F¡ + bM F¡ ~ Fo + Fobt + bM Fo + bM(Fo)bt,

donde el subíndice Osignifica evaluación en (zo, to) Yse desprecian infinitesimales de orden
tres. Los cambios por el segnndo camino (O --; 3 --; 4) son

Comparando estas dos expresiones resulta quc, en el sentido infinitesimal,

bM es una simetría {o} bM(F) - (bMF)" = O,VF(z, t). (18)

Debemos ahora buscar una forma general de construir la transformación infinitesimal
bM y que sea invariante ante cambios de coordenadas. En el espacio de fases podemos
definir escalares, o funciones de estado Jf(z, t), cuyo gradiente es un vector co,.ariante
ujM. Por lo tanto, la única forma de construir el vector contravariante, con los elementos
a nuestra disposición, es bMZ; = /lujMJ!\ es decir,

bMF:= II{M,F} (11 --; O), V F(z,t); ( la)

se dice que ,Al es el generador de la transformaci6n infini~csi1l1al 8.\1. Un caso particular
de (19) se obtiene al usar lf como generador: lo es de la transformación F(z(t), t) --;

-En particular, se puede elegir F = zj (en un determinado sistema de coordenadas) para algún j.
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F(z(t - J1.), t); nótese que esta transformación no es equivalente a un cambio de origen
del tiempo. Geométricamente es fácil ver que 8Mz está contenido en la hipersuperficie
Al = constante (para t fijo). Dos conclusiones triviales de la definición (19) son que un
generador no se transforma a sí mismo 8M M == O, Y que todo casimir C no es generador
de ninguna transformación 8cF = O,VF.
La Ec. (19) define la transformación dado el generador. Un problema más difícil de

resolver es el inverso: dado 8M encontrar M. Por ejemplo, para encontrar el generador
T de la traslación de la primera coordenada (8z¡ = 11,8zi = O para j '" 1) se necesita
resolver {l', F} = 8TFj8z¡ = -8¡FV F; este problema es trivial en un sistema canónico,
pero puede ser muy difícil -o imposible de resolver- en sistemas más complicados. Es
claro que tanto la ecuación de evolución (i) como la definición (19) no cambian si se le
agrega una función distinguida a H o M, respecti,'amente: si el sistema es singular, el
hamiltoniano y los generadores son obtenidos, a partir de la ecuación de movimiento y
las transformaciones infinitesimales, módulo funciones distinguidas [9).
Ahora bien, el paréntesis de dos funciones de estado F y e es otra función de estado, a

la que podemos también aplicar la transformación (19). De la identidad de Jacobi resulta
8M{F, e} = I/{M, {F, e}} = I'{ {M, F}, e} + I,(F, {M, e}}, o sea,

8At{F,e} == (óMF,e) + {F,ó,\le}.

Sea otra transformación infinitesimal, generada por una función escalar N(z, t) y corres-
pondiente a un parámetro v. Aplicándosela a (19) y utilizando la expresión anterior resulta
8N8MF = 1/{8NM, F} + J1.{M, óNF} = VI/{{N, M}, F} + óM8NF; por lo tanto

Por lo tanto, si {N,.~I} == O=> óN8MF = óA/óNF; la relación inversa no es necesariamente
correcta: para que el lado izquierdo de esta ecuación sea nulo, 'tiF, es suficiente con que
{N, M} sea una función distinguida. En particular, ya que CJót = ótD,( ) - 8u ( ), usando
esta ecuación para N = H resulta óM(F) - (Ó:'I F)' + I'{ D,M, F} = J1.{{H, M}, F}, o sea

(ÓMF)' - óM(F) = II{D,M + {JI, M}, F} = l/pI, F} V F(z, t). (20)

Ésta es la expresión necesaria para determinar bajo qué condiciones se cumple la si-
metría (18): Si Ú = O-es decir, M es uua integral de movimiento- entonces los puntos
Z2 Y Z4 en la Fig. 2 coinciden, i. e., la transformación generada por JI es preservada por
la dinámica, es una simetría. Nótese que ¡mm /legar a este ,'esultado no se necesita que
8,H y/o DtM se anule. .
El recíproco de este teorema no es estrictamente cierto: Si ó.\,(F) = (ó.\fF)'V F(z. t)

de (20) sólo se infiere que .ú es igual a una función distinguida F(C" , t), donde C" son
los casimires del sistema (si éste fuera singular); sin embargo, la relación (19). donde se
introdujo el generador M, no se altera si se reemplaza JI por .Ü = JI - I F dt. Y .Ü sí
se conserva.
Nótese que en esta formulación del teorema de Noether se incluye la posibilidad de

invariancia ante cambios del origen del tiempo: Si y sólo si JI (== 8tH) = O (módulo una
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función distinguida) entonces tomando como condición inicial, en t = to, a T(to + ót, zo)
de (16), es decir, z(to) = Zo+ ót{z, H}o = Zo - Ól/ZO, resulta z(t) = T(t + ót, zo) (t > to).
En el caso singular, los casimires se conservan, pero no corresponde a ninguna transfor-

mación finita: de (8) resulta ócF == Oen (19). Por ejemplo, al comparar los sistemas (9) y
(10) se ve que el momento angular, que en el primer caso es el generador de las rotaciones
infinitesimales ó{), en el segundo es un casimir y no está ligado a ninguna simetría explícita
(ya que {)desaparece del problema). En este sentido, se suele decir que los casimires están
ligados a simetrías "interna..,;;"o "escondidas11

•

En suma, en la notación cosimpléctica, el teorema de Noether en su forma, digamos,
directa va de una ley de conservación a una simetría, en la forma

M = O~ ÓM = (\7M)T J\7 ~ óM:Simetría; (21 )

esto es lo opuesto al resultado que se encuentra cuando se parte de una simetría del
principio de Hamilton [1J, que no usamos aquí pues nos interesan los sistemas singulares.
El camino inverso -que es el que nos interesa, para encontrar las integrales de movimiento
a partir de las simetrías- no es tan fácil en el caso singular: En primer lllgar, dada la
simetría ÓM, no siempre es posible encontrar un generador M tal que la transformación
infinitesimal pueda ser escrita como (\7 AJ¡T J\7; en segundo lugar, dada una simetría de
esta forma, la integral de movimiento será igual al generador encontrado módulo una
función distinguida (esto no es mayor problema, ya que normalmente se conocen los
casimires) .
Voy a ilustrar estos resultados con un ejemplo muy sencillo, la partícula libre en la

recta, sujeta a una fuerza de fricción: Sea

H¡(x,u)=U+),x Y J=(O U).-u O (22)

Es fácil ver que este sistema es hamiltoniano (ya que J es antisimétrica y satisface trivial-
mente la identidad de JacoLi (ver problema 3), simpléctico (det(J) i' O), pero no canónico.
¿Cuáles son sus integrales de movimiento? La primera es !I = HI, ya que D,/lI = O; si
hay otra, debe satisfacer

j = O = D,! + (I, H¡) = D,! + uDI! - ),uDu! => h = ue".

¿A qué transformaciones infinitesimales corresponden estas dos integrales de movimiento?
Calculando la acción de ! soLre una F arbitraria resulta

!I:F(x,u,t) ~ F(.T-1:1I,11 +1:),1I,t),

h F(x, 11, t) ~ F(x - 1:11e" , 11, t).
(a posteriori se puede ver que éstas son simetrías aÍIn para 1: finito, en el sentido de la
Ec. (1i)).

Problema 9: Encontrar y resolver las ecuaciones de evolución, para una condición inicial
arbitraria en t = o. ¿Cuál es la relación de !I e h con el punto inicial?
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Con base en los resultados de este problema se puede ver que estas dos transformaciones
provienen de las simetrías ante cambios del origen de t y x, respectivamente. (Nótese que
ni I¡ es la energía u2/2, ni h es el impulso u, que por cierto no son conservados para este
sistema con fricción.)

Que 12 esté (a posteriori) relacionado con homogeneidad en x es algo sorprendente, ya
que no se ve explícitamente que su acción sea sumar a x una constante; al resolver esta
duda podemos ejemplificar una de las dificultades que se pueden encontrar al recorrer
en sentido inverso el camino de (21): Se puede ver fácilmente que existe simetría ante
traslaciones en x (porque a H se le suma una constante y .1 no depende de x). Buscando
el generador correspondiente, es decir un Al tal que {l\f, F} = -axF, \1F, obtenemos
Al = ln(u); sin embargo M no se conserva: ,ú = -A. Claro que es inmediato ver que
sumándole el "número" At, obtenemos otro generador de la misma transformación, que sí
se conserva, es decir

ln(h): F(x, u, t) ~ F(x - E, u, t).

Si el tensor de Poisson fuera singular, al primer generador habría que sumarle una función
distinguida para obtener otro generador equivalente, que sea integral de mo\'imiento.
Como se ve, no es ésta la dificultad mayor para revertir las flechas en (21).

La otra dificultad que mencionábamos es más importante, y también puede ser ilustrada
con este ejemplo: Las ecuaciones de movimiento son lineales, y por lo tanto un cambio de
escala, F(x, u, t) -+ F(2-" + E"X, 1l + ell, t), transforma soluciones en soluciones; sin embargo,
no existe ningún escalar M, tal que el correspondiente generador infinitesimal xax + ua"
sea igual a ('\7 ,\E) T .1\1, es decir, con el presente formalismo no podemos relacionar esta
simetría con una ley de conservación.

Problema 10: Demostrar que el problema (22) es equivalcnte al sistema canónico

J = ( O
-1

¿Cuáles son las integrales de movimiento'! ¿Cuál es la relación entre (q,p) y (x,1/)?

Este sistema y el (22) constituyen un ejemplo de un problema con dos hamiltonianos
diferentes (de hecho, uno de ellos se conserva y el otro no), debido a que el cambio
de variables de estado involucra explícitamente al tiempo, es decir, no es una de las
transformaciones ante las que exigíamos im'ariancia de las Ecs. (3) y (4), al introducir la
notación cosimpléctica.

Otro ejemplo: la triada compleja

Voy ahora a ilustra. el proceso inverso del utilizado en ir del sistema (9) -canomco-
al (lO) -singular, haciendo que los Ires Aj(t) del sistema (1.1) sean complcjos. lo que
nos lleva a un sistema canóni:o en 11!1espacio de seis dimensioIlC's. Un problema cOllde
aparecen las nue\'as ecuaciones es el caso de una triada de ondas resonantes [101: :.Iu)' bre-
vemente, para algún campo físico (cuya ecuación de e\'oluci<Ín tiene alinealidad cuadrática)
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se obtiene una dependencia espacio temporal dada por la suma de tres términos del
tipo Re[Zj exp(ikjx - IWjt)J, donde las Zj son amplitudes complejas. La condición de
interacción entre las tres ondas es k¡ + k2 + k3 = O;si además las tres componentes están
"en resonancia", WI + W2+ W3 = O, aparecen términos seculares en el siguiente orden
perturbativo, salvo que las Zj sean funciones (lentas) del tiempo, que satisfacen

(23)

donde * significa complejo conjugado y, nuevamente, los aj son tres constantes reales,
tales que a¡ a2a3 .¡. O; no voy a hacer ninguna hipótesis sobre su signo relativo. Para
demostrar que (23) es hamiltoniano, voy a utilizar como variables independientes a las Zj
y sus complejos conjugados Zj: Estas ecuaciones son derivables del sistema

O -al O O O O
a¡ O O O O O

H(Z¡,Z¡, ... ):= Z¡Z2Z3 - Z¡Z;Zj, J:= O O O -a2 O O
O O a2 O O O
O O O O O -a3
O O O O a3 O

(24)
es fácil ver que J es antisimétrico y satisface la identidad de Jacobi (ya que todos sus
elementos son constantes). Nótese que det(J) = lY¡aiai .¡. O, es decir este sistema no es
singular. El espacio de fases es el producto cartesiano de los espacios para cada una de
las componentes (complejas) Zj; estos subespacios no están acoplados en J sino por H.
Voy ahora a discutir el cambio a variables rectangulares y polares, para ilustrar la in-

variancia de las ecuaciones cosimplécticas ante transformaciones de coordenadas indepen-
dientes del tiempo. En primer lugar, es fácil ver que haciendo Zj = sgn (aj)laj/21¡/2(qj +
ipj) el nuevo sistema es canónico, con el mismo hamiltoniano [{ = 2Im(Z¡Z2Z3). En
segundo lugar, haciendo Zj = Aj exp(ioj), las nuevas ecuaciones,

A¡ = aIA2A3cOS(0¡ + 02 + (3) }
Y p.c.

ÓI = -a¡AI¡ A2A3 sen(ol + 02 + (3)

(donde "p.c." significa permutaciones cíclicas de 123), resultan del sistema

(25)

l/(AI,o¡, ... ):= A¡A2A3sen(0¡ +02 +(3),

O -a¡/ A¡ O O O O
-al/Al O O O O O (26)O O O -a2/A2 O OJ.-

O O a2/A2 O O O
O O O O O -a3/A3
O O O O -a3/A3 O

aunque J no es constante, es fácil ver que satisface la identidad de Jacobi, ya que por
la estructura de bloques de J, basta demostrarlo para cada par de variables (Aj,oj), y
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un tensor de Poisson de 2 x 2 satisface trivialmente la identidad de Jacobi (ver problema
3); en consecuencia este sistema también es hamiltoniano, como era de esperarse por la
invariancia de las ecuaciones cosimplécticas.

Un resultado muy importante de (25) es que si 01(0) + 02(0) + 03(0) = O (mod ,,),
entonces Oj(t) == Oj(O) y las tres Aj(t) evoluciouan de acuerdo al sistema reducido (14),
que es hamiltoniano y singular; ésta es la "hipótesis muy especial" a que me refería al
presentar el ejemplo de la triada real. Tanto en el ejemplo de (9) y (lO) como en el presente
encontramos un sistema singular inmerso en un sistema no-singular de dimensión mayor;
sin embargo, hay una diferencia fundamental entre ambos casos. Para pasar de (9) a (10),
eliminamos una variable "ignorable", el ángulo 11,mientras que las ecuaciones de sistema
reducido (14) corresponden a las (25) para un conjunto muy especial de condiciones
iniciales: i.c. fases tales que H = O. Para las trayectorias en esta hipersuperficie, las fases
0j de los Zj no cambian y pueden ser factorizados del problema:

Vamos ahora a utilizar el teorema de Noether, con la simetría de cambio de fases,
aparente en (24) y (26), es decir, para la transformación Zj -> exp(i<j)Zj, donde las
<j son tres constantes arbitrarias que satisfacen <j + <2 + £3 = O (hay claramente dos
casos independientes de esta condición). La transformación infinitesin,al corresponde a
bZj = i£jZj, y es generada por la integral de movimiento M ex: <¡Z¡Zi/a¡ + £2Z2Zi/a2 +
£3Z3Z3/a3. Por ejemplo, si (£¡,£2,£3) ex: (0,1,-1) o (£¡,£2,<3) ex: (-1,0,1), M corres-
ponde a las integrales 1¡, o 12 de (15). En la Re£. [101 se demuestra que para el caso de
una triada resonante es aj ex: Wj; por lo tanto utilizando £j ex: Wj y £j ex kj se obtiene
conservación de la energía E:= Z¡Zi + Z2Zi + Z3Z3 (que no es igual al hamiltoniano) y
del pseudomomento P:= k¡Z¡Zi/W¡ + k2Z2Zi/W2 + k3Z3Z3/W3, respectivamente (véase
problema 8).

Existe simetría ante Zj(t) -> ¡IZj(¡d), donde Ji es cualquier real, pero no existe un
escalar que la genere, y por lo tanto no podemos ligarla a una ley de conservación.

Para finalizar analizando este problema, veamos si podernos reducir el espacio de fases,
trabajando con la "fase relativa", 0:= 01 + 02 + 03, en vez de con las fases individuales.
Las ecuaciones de evolución,

resultan del sistema

Á¡ = a¡A2A3 cos(o) Y p.c.,

Ó = -(a¡A¡1 A2A3 + p.c.) sen(o),
(27)

(

O
1 O

J := 2 -a~/A¡

(28)

.Sin embargo, las fases no son en general ignorablcs y juegan un papel funamental. Por ejemplo.
para el caso al (12(13 < O, si inicialmente es 01 + 0'2 + 0:3 = 1r/2 (mod rr) y L (Tj/A; = 0, entonces
son las Aj las que permanecen constantes, mientras quc las 0j varían linealmente eDil el tiempo
(véase la solución general de (23) en la ReLlJO]).
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Para asegurar que sea hamiltoniano hay que demostrar la identidad de Jacobi (4b). Esto
no es difícil: en primer lugar, J es función sólo de A, no de o, por lo que en J"o,Jlk, s
sólo puede tomar los valores (1,2,3) e i tiene que ser igual a 4. Pero entonces (j, k) tienen
que ser iguales a (3,2), (3,1) o (2,1) y todos éstos Jlk son idénticamente nulos.
Este nuevo sistema, ¿es simpléctico o singular? El determinante de J y de cualquier

submatriz de ella de 3 x 3 es nulo: el problema es entonces singular y debe haber dos
casimires. Para encontrar a éstos resolvemos J\7C = O, que se reduce a oC/oo = OY
'£(aj/Aj)(oC/oAj) = O,que tiene como dos soluciones independientes a [1 e [2 de (15);
si al + a2 + a3 = Ootras dos soluciones independienks son E y P (véase problema 8).
En suma, (24) y (26) son dos versiones del mismo problema simpléctico (no-singular)

de seis variables, ligadas a uno canónico; el problema tiene tres integrales de movimiento,
digamos, H, h e [2. En (28) el sistema es reducido a uno singular, de cuatro variables,
para el que 11 e 12 son casimires, es decir, son integrales de movimiento que no corres-
ponden a ninguna simetría explícita del nuevo problema. Finalmente este último sistema
se reduce al (14) para nn conjunto de condiciones iniciales muy especiales: o = O (mod
71"); este último sistema (como todos los de tres variables) es singular y bi-hamiltoniano,
donde, por ejemplo, [1 y [2 operan como hamiltoniano y casimir, o viceversa, eligiendo
convenientemente el tensor de Poisson, tal y como se expresa en (11) y (12).

Un último ejemplo

Para finalizar, consideremos el caso de una partícula puntnal moviéndose, bajo la acción
de un potencial 'P, sobre la superficie de la Tierra. Para simplificar, vamos a considerar el
movimiento en un plano perpendicnlar a la vertical de un cierto punto, con coordenadas
cartesianas x y y, hacia el Este y Norte, respectivam"nte. La vertical local no está dirigida
exactamente hacia el centro de la Tierra, sino que tiene una ligera inclinación hacia el
polo más cercano, para compensar la fuerza centrífuga; el único efecto perceptible de la
rotación terrestre es entonces la fuerza de Goriolis. A pesar de hacer la aproximación de
movimiento en un plano, incluiremos un efecto de la curvatura terrestre: la variación del
parámetro de coriolis f con la latitud, para el que usaremos la forma'

f = fo + {Jy

(el así llamado efecto-{Jes incluido no por ser más importante que los efectos geométricos
de la curvatura, sino por ser más interesante que éstos).
Las ecuaciones de movimiento

j; = 11,

y = v,

ü = fv - ax'P,

v=-fu-ay'P
(29)

•Jo := 20 sen80 y {3:= 20R(i,' cas80, donde O y R0 son la velocidadangular y el radio terrestres,
y 80 es la latitud correspondientea y = o..
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son fácilmente derivables de

o
O
O
-1

1
O
O

-J
(30)

Es fácil demostrar que det(J¡) = 1 Y que JI satisface la identidad de Jacobi: el único
elemento del tensor de Poisson con derivada no nula es ayJuv = /3; por lo tanto, (4b)
involucra permutaciones, en (u, v, k), de ayJuv JYk, pero el único Jyk no nulo es el JYv:
de acuerdo al problema 2, para dos índices repetidos (u, v, v) la identidad se satisface
trivialmente. O
El generador de la traslación en x, F(x, y, u, v, t) ~ F(x, -E, y, u, v, t), es el momento

Alx:= u - JoY - i/3y2:;. {Al"F} = -axF;

luego ¡\Ix = -axH = -ax'P, es decir Alx se conserva cuando H es invariante ante esta
transformación (nótese que JI no depende de x). El generador de la transformación de
Galileo F(x, y, u, v, t) ~ F(x + Et, y, u + E, v, t) es

e = Alxt - x:;. {e, F} = auF - t8xF;

es fácil ver que 6 = JoY + i/3y2 - t8x'P, es decir, e se conserva (y la transformación
representa una simetría) sólo cuando 1'vlx es una integral de movimiento y no hay efectos
de Coriolis (jo = O = /3). De hecho, en el sistema original (29) se puede ver que para
que hubiera invariancia ante esta transformación se necesitaría hacer también 'P ~ 'P -
E(joy + i/3y2); esto se puede interpretar como un cambio de la vertical local, necesario
para compensar la diferencia de fuerzas centrífugas.
Como mencionaba más arriba, no siempre es posible encontrar un generador para una

determinada transformación. Por ejemplo, para JI no existe el generador de desplaza-
mientos infinitesimales en y, es decir, una función ¡VIy tal que {Aly, F} == -ayFV F. Esta
deficiencia es remediable [111 haciendo un cambio de variable de estado, de u a

- 1/3 2U := U - 2 Y .

Los nuevos elementos de la estructura hamiltoniana son

O
O
O
-1

1 O
O 1
O Jo

- Jo O

Este J satisface trivialmente la identidad de Jacobi, ya que es constante. En esta
formulación del problema podemos definir ambas componentes del momento lineal y (la
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componente vertical) del momento angular, en la forma

Mx:= u - JOY,
My:= v + JoX,

Ma := xv - yu + !JO(x2 + y2),

1001

que son los generadores de traslaciones infinitesimales (en ambas direcciones horizontales)
y de rotaciones infinitesimales (alrededor de la vertical), es decir

{M"F} = -8xF }

{My, F} = -8yF V F(x, y, u, v, t).

{Ma, F} = y8xF - x8yF + v8úF - u8vF

Nótese que si j3 # O, (u, v) se comporta como un vector ante rotaciones, pero (u, v) no.
N.B. 8y significa derivar dejando constantes a (x, u, v); para las variables de estado en (30),
se obtiene {My, F} = -8yF - j38uF.

Problema 11: Calcular el paréntesis de Poisson de cada uno de los tres momentos con el
hamiltoniano; ¿bajo qué condiciones se conservan? Explicar estos resultados en función
de las simetrías del problema.

Finalmente, también podemos cambiar de variables, de (u, v) a (M" l'vfy); las ecuaciones
de movimiento correspondientes son obtenibles de

O 1
O O
O O
-1 Jo

(32)

Nótese el cambio de signo en dos elementos de J3 respecto de J2.

Problema 12: Demostrar que el sistema (29) es derivable del principio variacional <lA= O,
donde

¡tI

A[z] := A(z, i, t) dt = o,
to

A . '1 . 1 2 1 2 ( ). == XliI X + yv - 2"u - 2V - 'P X, Y .

¿Qué siInctrÍas son patentes en este enunciado?



1002 P. RIPA

Para finalizar, consideremos el caso particular Dx'P '" O (y por lo tanto Alx se conserva).
Si se quiere, se puede eliminar a x del espacio de fases, red uciendo el sistema (30) a uno
nuevo, singular, determinado por

H( ) .- 1 2 + 1 2. ()Y,1l.,V .- '2U 2"V -r r.p y ,

o un sistema similar, proveniente de la reducción de (31) o (32). Este sistema es ob"iamente
singular, ya que tiene dimensión tres: ¿cuál es su casimir? De J. VC = O se encuentra
fácilmente C = ;\1x. Es más, es fácil ver que z = vMx x v H, de acuerdo con (11) y (12),
por lo que también se puede usar a Mx como hamiltoniano y a H como el casimir.
Con este último ejemplo, he ilustrado otra vez la invariancia de la formulación co-

simpléctica ante cambius de variables de estado, que la existencia de ciertos generadores
depende de las variables utilizadas (v. gr., lL vs. "), y otra reducción a un sistema singular
bi-hamiltoniano.
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GLOSAIU'J

Espacio de jases: Conjunto de puntos z, cada uno de los cuales representa un posible
estado del sistema. Ante cambios de coordenadas zj, dz y V F(z) se comportan como
vectores contra y covariantes, respectivamente.

Sistema hamiltoniano: Uno tal que la evolución z(t) en el espacio de fases está controlada
porz = {z,H} == JvH, dondelf(z,t) es el (un) hamiltonianoy {.,.} yJ son el paréntesis
y tensor de Poisson, respectivamente.

Función de estado: Escalar en el espacio de fases: por ejemplo, lf.

Ii¡Vúmero": Función, a lo sumo, de parámetros externos al espacio de fases, como por
ejemplo el tiempo.

Casimir: Función de estado C(z) cuyo paréntesis de Poisson con cualquier otra función
de estado es nulo, JvC '" O, ddinida en el caso singular, det(J) = O.

Función distinguida: Función general de los casimires y el tiempo. Corresponde a la ge-
neralización de los "números" para el caso singular.

Genemdor: Función de estado, digamos JI, con la que se construye la transformación
infinitesimal ÓM() := (vM)T.Jv( ). Si M se conserva, entonces 15M es una simetría
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(transforma soluciones en soluciones); éste es el teorema de Noether. No toda simetría
tiene asociado un generador, y si éste existe puede ser conservado módulo una función
distinguida.

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS

1: De (2) resulta J¡"/ = OiP . Ojq - o]q . OPi. Para que exista J es necesario que la
tranformación sea invertible, (q, p) +-+ (z), es decir que existan también las funciones z =
z(q, p). Una fórmula directa es entonces Jij = (ozi /aq). (azj /op) - (azi /op). (ozj /aq).

2: d(d - 1)/2; d(d - l)(d - 2)/6

T (4a) d d: non3: det(J) = det(J ) = det( -J) = (-1) det(J) = - det(J), por lo tanto, det(J) = O.
Cualquier submatriz de J de dimensión impar e~ también singular.

4: {zi, C} = JijOjC = O;de donde se deduce ajC == O (C es un "número"), salvo que sca
det(J) = O.Cada 'lC es una combinación lineal de los autovectores de J correspondientes
al autovalor cero.

5: Los elemcntos de J son a lo sumo función de r (s'= 1) o v (s = 4). En (4b), para (ijk) =
(432) los únicos términos no nulos son J310,J24 y J240.J43 cuya suma da, correctamente,
cero, para (ijk) = (431) Y (321) todos los términos son hulos: se satisface la identidad
de Jacobi (ver problema 2) y el sistema es por lo tanto hamiltoniano. En segundo lugar
es det( J) = r-2 y por lo tanto es no-singular. Finalmente 'l H = (<p' (r), O,u, v) T, por lo
tanto, r = u, <p= v/r, ú = v2/r - <p'(r), iJ = -uv/r.

6: K = l/r.

7: M = rv; aM/at = O y {M,H} = v{r,H} +r{v,H} = O.

9: x = u y Ú = - >.v.=} x( t) = x(O)+u(O)>' -1 (l-e-M) y u(t) = u(O)e-.\t. !¡ = u(O)+>'x(O),
h = 11.(0).

10: o,J + {J, JI} = a,J + pe-)daqJ = O, por lo tanto, JI = p e h = q + p>.-Ie->".
Correspondientes a las transformaciones JI: A(q,p, t) ~ A(I] - e,p, t), e hA(q,p, t) ~
A(q - ,,>,-le->.',p + ", t). x = qyu = pe->".

12: Escribir las ecuaciones de Euler-Lagrange, ~-; = ¥Z - 1. (1M) = O, con cada uno de
los tres conjuntos difcrentes de variables de estado utilizadas:
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1) A = A[x, y, u, v]' Mx = u - foY - i¡Jy2;
2) A = A[x, y, il, v], Mx = il - foy, u = il + i¡Jy2;
3) A = A[x, y, Mx> Myl, u = Mx + foY + i¡Jy2, V = Aly - fox.
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