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RESUMEN. Se presenta un tratamiento semiclásico para la obtención de las expresiones de la
difracción de rayos X por la materia condensada, considerando la muestra bajo irradiación como
una densidad de carga oscilando en fase con el fotón incidente y empleando el potencial vectorial
retardado, a partir del cual se calcula el campo eléctrico y de ahí se determina la intensidad
difractada. La ecuación maestra resultante se aplica al caso particular de una red cristalina.

ABSTRACT. A semicIasical treatment is shown to obtain the X-ray diffraction equations for COIl-

densed matter. The irradiated sample is considered as a charge density oscilating in phase with the
incident photon and the retarded vector potential is applied to obtain the electric field, from which
the diffracted intensity is determined. The resulting master equation is applied to the special case
of a crystalline lattice.

PAes: 61.45.+s

l. INTRODUCCIÓN

Normalmente las expresiones para la difracción de rayos X en el estudio de la estructura
atómica de la materia condensada, son derivadas en los textos a partir de la radiación de
un electrón oscilando armónicamente. De ahí se suma sobre los electrones de un átomo y
finalmente se suma sobre los átomos de la muestra.

Un tratamiento alternativo del problema consiste en considerar la muestra de materia
condensada como una densidad de carga en movimiento y aplicar los potenciales retarda-
dos para evaluar el campo producido. En el presente trabajo se presenta un tratamiento
semiclásico usando este enfoque. Se considera a los átomos sólo corno una densidad de
carga p(x). Partiendo entonces del potencial vectorial retardado A(r, t) de un sistema
de cargas en movimiento, se introduce la densidad de corriente en la muestra, producida
por la densidad de carga oscilando según la onda incidente. Luego se calcula el campo
eléctrico producido por dicho potencial en un punto de observación dado por el vector
r y de ahí se evahía la intensidad difractada. La expresión resultante se aplica al caso
de un cristal y se obtienen las ecuaciones de Laue. La Fig. 1 muestra el sistema bajo
consideración.
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FIGURA 1. Arreglo esquemático para la observación de la difracción de rayos X. 1.\/ es la muestra
y D el detector.

2. POTENCIAL VECTORIAL RETARDADO DE UN CONJUNTO DE ÁTO~lOS SO~IETlDOS A

UN CAMPO ELÉCTRICO

Suponemos que el sólido, o líquido, consiste de un conjunto de átomos cuyas cargas oscilan
ante el campo eléctrico de un fotón. Consideramos al fotón como una onda plana dada
por

E¡(r, t) = Eoei(kr-wtlp,

donde Eo es la amplitud de la onda, k el vector de onda, w la frecuencia angular y p
un vector unitario que indica la polarización de la onda. r y t son el punto y el instante
respectivamente en que se observa el campo eléctrico. Además, k = 2;, donde ,\ es la
longitud de onda.

Suponemos también que las cargas de la muestra responden a dicha onda, oscilando en
fase con ella. El movimiento oscilatorio de las cargas produce un campo electromagnético
que se puede obtener mediante los potenciales retardados. Si consideramos este campo en
zonas fuera de la muestra, de la ecuación de :-'Iaxwell correspondiente a la generalización
de la ley de Ampére [11:

,.., . DD
vxH=J+- Dt'

(1)

con H la intensidad de rampo magnético, j la densidad de corriente y D el desplazamiento
eléctrico, se tiene

DE
V' x H = toa¡' (2)
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puesto que j = O.Aquí hemos hecho además D = foE con fa la permitividad en el vaCÍo
y E el campo eléctrico.
Si las cargas de la muestra oscilan en fase con el campo eléctrico El que produce el

movimiento, es plausible suponer que el campo eléctrico reemitido de la Ec. (2) debe tener
la forma

E(r,t) = E(r)e-iwt.

Con esta suposición, la Ec. (2) queda

V' x H = -iwfoE(r, t).

Además [1]

IloH = V' x A,

donde /la es la permeabilidad en el vaCÍo.De la Ec. (3) se sigue entonces

E(r,t) = ifV' x (V' x A),

donde hemos usado las identidades

1
{olIO = 2'c

~ = k,
c

con c la velocidad de la luz.
Por otra parte, para las ondas planas, el campo magnético D es en magnitud

1B~ -E.
c

Ca contribución magnética en la fuerza de Lorentz es del orden de

v-qvB = -q-E,
c

(3)

(4)

con q la carga y v la magnitud de la velocidad de la carga. De aquí ,'emos que, salvo para
el caso de velocidades relativistas, la contribución del campo magnético es muy pequeña
comparada con la del campo eléctrico. Por lo anterior en lo que sigue sólo consideramos
el campo eléctrico.
El potencial vectorial correspondiente al conjunto de átomos moviéndose por el campo

de! fotón es [Il

J (x t - 1.':..=;1)
1'0 J ' eA(r,t) = - I I dx.
47f r - x (5)
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La integral se lleva a cabo en el volumen de la muestra iluminado por la radiación. El
denominador se puede expresar como

( )

1/2
I~ X 2 r.x

Ir - xl = {(r - x) . (r - x)} = r I + (:;:) - 2-;:2

En un difractómetro comercial de rayos X, la distancia entre muestra y detector, es decir
r, es aproximadamente 30 cm, en tanto que la zona de la muestra iluminada por el haz es
de algunos milímetros. Si suponemos además que el origen de coordenadas Se halla en la
muestra (Fig. 1), entonces, como la variable de integración x recorre la zona iluminada,
se tiene que r » x. Así pues, e! término cuadrático se desprecia, se desarrolla en serie de
Taylor y se obtiene la aproximación

Ir - xl = r - e . x,

con r un vector unitario en la dirección de r.
En forma similar se obtiene la aproximacióu

con ambas aproximaciones (5) queda

A(r, t) = _/'0 ~ jJ (x, t __ r _-_e_o_x)
47T r e

dx. (6)

(7)

Ignorando e! movimient" de las cargas por la excitación térmica, e! movImIento de las
cargas es producido fuulamentalmente por el campo eléctrico de la onda incidente.

Aplicando la segunda ley de Newton a un elemento diferencial de volumen con carga
óq y masa óm, en un sistema de referencia en el cual el eje Z coincide con e! vector p, se
tiene

< d
2

Z _ < E ;(k.x-wt)
um dt2 - uq oe ,

donde Z es la coordenada correspondiente de la posición x del elemento diferencial de
volumen. Obviamente k es perpendicular a Z por tratarse de una onda plana.

Proponemos la solución

Z(t) = Zoe;(kx-~.t). (8)

La mínima carga que físicamente se puede considerar como diferencial es el electrón y por
lo tanto el mínimo elemento diferencial de volumen de carga es aquel que sólo contiene
un electrón. Siendo Óm la masa de dicha carga, ésta es entonces la de! electrón, luego
haciendo -P- = _...L, la relación carga a masa, y snbstituvendo en (7) se obtienevm m~ •



ESTUDIODE LADIFRACCIÓN... 165

26t

s

FIGURA2. Elemento diferencial de volumen con carga 6q, área transversal 6t:. y longitud 2M. 2
es la velocidad del elemento y 6t el tiempo que tarda en atravesar la superficie S.

La corriente sólo toma lugar en la dirección z, y empleando la definición de densidad
de corriente

. 1
J(x, t) = p(x)Z M bA MM p,

donde bt es el tiempo necesario para que bq cruce una superficie con normal colineal con la
dirección de movimiento, y bA es el área transversal del elemento diferencial de volumen
(Fig. 2). Entonces

Ce =

J (x, t) = -ip(x)-!.... Eoei(k.x-wt)¡>.
me W

Substituyendo esta ecuación en (6) se tiene

'I'"! ,( W)A(r,t) = ;Cee-,wt;:e,r p(x)e' k. x - ~r.x

con

1 e Eo
41l'foC2 me W

Puesto que !;f = k, podemos entonces definir

k' = kr,

dxp,

(9)

(ID)

(11)

el cual es un vector de onda en la dirección de la observacióu (Fig. 1). Se define además

Q = k - k', (12)

que es un vector que sólo depende del arreglo experimental puesto que k caracteriza la
onda incidente y k' la parte de la onda reemitida en la dirección de obsef\'ación, por las
cargas oscilando, como lo veremos más adelante. En otras palabras, k está definida por
la posición del tubo emisor de rayos X y k' por la posición del detector.



(13)
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La Ec. (7) queda entonces

A(r, t) = iCee-iwt ~eikr J p(x)eiQx dx p.

En cada punto dentro de la muestra se tiene una probabilidad finita de hallar un electrón
de cualquier átomo de la muestra, luego si Pj es la densidad de carga, y Xj el vector de
posición del centro de masa del j~simo átomo, la densidad de carga es

p(x) = I>j(x - Xj),
j

(14)

donde la sumatoria incluye todos los átomos de la muestra.
Sustituyendo (14) en (13) y haciendo el cambio de variable rj = x -- Xj, se obtiene

A(r, t) = iCee-iwt ~eikr ¿eiQ-x, J pj(rj)eiQ-rj drj ¡>-

Reconocemos de inmediato a la última integral como el factor de dispersión del átomo
j en función del arreglo de observación. Esta integral se lleva a cabo en el átomo j - Así
pues la sumatoria del potencial vectorial queda

(15 )

con

Definimos también al factor general de estructura F(Q)

F(Q) =¿!j(Q)eiQxj,
j

(16)

(Ji)

el cual contiene los detalles de la estructura de la muestra a través de los ,-ectores Xj_ El
potencial vectorial queda entonces

(18)

3. II'\'TE!'."SIDAD DE LA O:'o:DA DIFRACTADA

Para la substitución en la Ec_ (4) notamos que la única dependencia de A en r proviene
del factor ~eikr _Luego, haciendo uso de las técnicas del análisis vectorial [21:

n (1 ikr.) 1 ikr (-k 1). .v x -e p = -e 1 • - - r x p-
r r 1.2



(19)
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A

FIGURA3. Relación de los vectores P. k Y k'. Se ha elegido un sistema de coordenadas tal que k
coincide con el eje X y k' está en el plano X-Y.

Para la ZOna de radiación r » A y despreciando a';',

,.., (1 ih")v x -e p
r

Nuevamente, evaluando el rotacional

v x (v x ~eikrji) = ik v x (:2 eikr r xi» .

Para la evaluación del último rotacional utilizamos la identidad [2J

v X (u x v) = (v. v)u - v(v. u) + u(v. v) - (u. v)v,
COnu = r y v = i> y aplicamos la condición de la ZOna de radiación

v x C12eihr Xi» = ~~eikr (-2i> + ikr{r x (r x i»}).

En la zona de radiacióu kr» 1 y el término 2i> resulta despreciable, luego de la Ec. (4)

E(r,t) = -i~_I __1Eo~ei(kr-wt)F(Q)(r x (r x P»).
e2 47l'fo 11le r

Evaluando el triple producto vectorial con la notacióu de la Fig. 3, se tiene

r x (r XI;) = (r. p) r - i> = cos "'pr - 1;,

o bien
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La intensidad de la onda definida como el flujo de energía por unidad de tiempo y
de área (véase p. ej., ReL [3]), es proporcional al cuadrado de la amplitud del campo
eléctrico, luego, de (19) y la última igualdad,

( )

2
e 1 2 2
-2 :¡I:F(Q)I sen 'PI"
me r

La intensidad relativa II'(Q) será por lo tanto

(20)

con

(21 )

y E6 es la intensidad de la onda incidente.
Puesto que la generación de fotones en el tubo de rayos X es aleatoria, suponemos que

la superposición de los efectos de los fotones es incoherente, por lo tanto la inteusidad
registrada por el detector es el promedio de la Ec. (20) sobre las posibles orieutaciones de
polarización p. De la Fig. 3, aplicando la ley de los cosenos de la trigonometría esférica
al sector OAl3e [41,

-- . 1 21 + cos2 20
I(Q) = II'(Q) = I\c;:2I:F(QJI --2--' (22)

La expresión (22) es la ecuación maestra de la difracción de rayos X por la materia
condensada, puesto que es el punto de partida para el estudio de estructuras cristaliuas,
morfología de pequeíias partículas, cuantificación de fases. etc. A continuación la aplica-
mos a un cristal consistente de UIl conjunto de N" celdas unitarias y con una base de JI
átomos ('11 cada celda unitaria.

4. AI'L1CACIÓ:-; AL CASO DE U:-;A !lEO C!lISTALI:-;A

Para este caso, la posición del j~ésimo átomo queda

Xj = 11£ + Tm,

donde Ri es el \'Cctor de pOSIClOnque d"fine ,,1 orig"n de la relda unitaria t a la que
pertenece el átomo j, y rm es la posici611 del centro de masa del ¡ilamo j~referido al
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sistema de coordenadas definido por los yectores de la celda nnitaria, como es usual. La
sumatoria de la Ec. (17) se descompone, por lo tanto, eu 2 sumatorias:

N Al¿~¿¿,
j f 171

donde la primera recorre las N celdas unitarias y la segunda recorre los átomos de la base.
La Ec. (17) queda

N

.F(Q) = ¿eiQR
¡ ¿fm(Q)eiQrm,

e
o bien

I.F(QW =

donde F(Q) es el factor de estructura

,v
¿ciQHt

I

2

(23)

M

F(Q) =¿fm(Q)eiQrm

m

que contiene los detalles de la estructura de la celda nnitaria.
El factor

(24)

2

en el espacio recíproco es nna snperposieión de ondas planas con amplitud 1 y diferentes
longitudes de onda. Esta función es conocida de la óptiea y para N grandes consiste prin-
cipalmente de picos muy pronunciados de alt.ura proporcional a N2 y ancho proporcional
a 1< (yéase, por ejemplo, fieL [5)). La posición de los picos está dada por la condieión

Q. Re = 27m,

con n un cIltero.
De aquí, recordando que el producto escalar de un yector de la red recíproca por un

\"Cctor de la red crist.alina es siempre un múltiplo entero de 2". [G), Yemos que Q debe
coincidir COIl algtÍn v('ctor G de la n'd recíproca para que sr ohsrryc la difracción:

Estas son las {'cuaciones de 1.<111(',

Q=G. (25 )
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5. DISCUSIÓN y CONCLUSIONES

En el tratamiento aquí empleado, se hace la suposición de quc la materia condcnsada cstá
formada por átomos, pero la rcspucsta dc cada elcmento difcrcncial dc carga al paso dc
la onda incidcntc se trata mcdiantc la elcctrodinámica clásica. Cada clemcnto dc carga
oscila sólo ante cl paso de la onda elcctromagnética incidcntc y como resultado dc csta
oscilación emitc radiación clcctromagnética. Esta radiación rccmitida cs la que rcgistra el
detector y su intcnsidad para el caso más gencral cstá dada por la Ec. (22). Para cl caso
particular de una rcd cristalina, la intcnsidad sc pucde reprcscntar mcdiantc las Ecs. (23),
(24) Y (25).

Estrictamcntc, cada clcmcnto dc carga no sólo oscila por la onda incidentc, sino también
por la onda difractada por las otras cargas. El hccho dc ignorar csta última contribución
nos restringe a no observar cfectos dinámicos, tales como la extinción. (Para el tratamiento
de la difracción dinámica, véase por cjcmplo la RcL [7J.

Por otro lado, hcmos supucsto que cada clcmcnto dc carga no sufrc efcctos dc viscosidad,
la cual amortiguaría el movimicnto. Esta suposición, sin cmbargo, cs proccdcntc dcbido
a que la onda incidentc snministra constantcmcntc la cncrgía para vcnccr el amortigua-
miento. Hcmos considerado también quc la onda incidcntc no sc dcbilita al pasar por la
muestra. Estrictamentc, pucsto quc la onda incidcntc snministra la cncrgía a los clcmcntos
dc carga para cmitir radiación y para vcnccr la viscosidad, dcbc disminuir su amplitud
al penentrar cn el matcrial. Estc dcbilitamicnto pucde tomarsc cn cucnta mcdiantc las
técnicas ya conocidas para cl tratamiento dc la absorción (véasc, por cjcmplo la RcL [8]).

En conclnsión, cste tratamicnto cs riguroso y parte desdc principios básicos, pcro sólo
es válido para la difracción cincmática, cs dccir, no toma cn cucnta cfcctos dinámicos.
Además, cs muy gcncral, ya quc dc la Ec. (22) se pucden dcrivar múltiplcs aplicaciones.
Aquí sólo se cxpuso el caso dc un cristal.
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