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RESUMEN. Este articulo describe el uso de algunos elementos de la geometria moderna en el
plano complejo, tales como la geometria de circulos, la geometria de inversién y la razén cruzada
para obtener la transformacién de Mobius que define el coeficiente de reflexién en funcién de la
impedancia normalizada y de esta manera, a partir de estos elementos generar el gréifico de Smith.

ABSTRACT. This paper describes the use of some modern geometry elements in the complex plane,
including the geometry of circles, geometry of inversion and the cross ratio, to obtain the Mdbius
transformation which defines the reflection coefficient as a function of the normalized impedance,
and in this way, using these elements, construct the Smith chart.

PACS: 84.30.Ey

1. INTRODUCCION

El diagrama o carta de Smith que fue concebido por P.H. Smith y reportado en 1939 [1]
como una ayuda gréfica para solucionar problemas de impedancia relacionados con lineas
de transmisién y guias de onda, ha permanecido actual como un dbaco de evaluacién
grafica eficiente y directo. Su principal virtud radica en la posibilidad de obtener cualquier

*Trabajo parcialmente apoyado por DGIT-DGICSA-SESIC-SEP y CONACYT.



330 R. PANTOJA-RANGEL ET AL.

valor de impedancia-admitancia, coeficiente de reflexién o relacién de onda estacionaria,
en el plano complejo |I'| < 1 (elementos pasivos), dada la relacién de transformacién
bilineal-conformal que existe entre estos tres parametros.

En general, la construccién de esta carta se inicia con la separaciéon de las partes real
e imaginaria en la relacién de transformacién para obtener los circulos ortogonales que
la conforman. En este trabajo se expone una visién diferente que discute su generacién a
partir de la ecuacién general del circulo en el plano complejo, involucrando conceptos de la
geometria moderna que dan una perspectiva global de las bondades de la transformacion.
A continuacién se tratan la geometria de circulos, la geometria de inversién y la razdén
cruzada para fundamentar la transformacion de Mobius en que se basa la construccion
del dbaco de Smith.

2. GEOMETRIA DE CIRCULOS

La ecuacién
azZ+bz+cz+d=0 (1)

representa en el plano complejo un circulo (de radio finito, infinito y cero) si a y d son
reales y b y ¢ complejos conjugados. En funcién del centro « y el radio r, este circulo se
expresa como

|z — af® =72 (2)

Expresando (2) en funcién de z y Z e igualando los coeficientes de la expresién resultante
con (1), se tiene que

b= —aa, (3)
Cc = —CL'.C!, (4)
d = a(aa — r?), (5)

donde ~ denota el complejo conjugado.
Introduciendo el cambio de variable lineal homogéneo z = z;/29 y haciendo uso de
notacién matricial, la Ec. (1) se puede escribir como

PTcP =0, (6)
donde T denota la transpuesta y
el REE I £
El determinante asociado a C es

IC| = ad — be = —a*r?. (7)
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Orientacion Positiva Orientacion Negativa

FiGUuRrA 1. Orientacién del circulo.

Dependiendo de los valores de a, r y |C|, el circulo puede ser real, imaginario, recta,
punto o la Ec. (1) no tiene solucién. En otras palabras, la Ec. (1) es:

—Un circulo real sia # 0, 72 > 0y |C| < 0.

—Un circulo imaginario si a # 0, r? <0y |C| > 0.

—Un puntosia#0,r=0= |C| =0.

—Unarectasia=0y |C| <0.

Definiendo la orientacién del circulo como positiva si a > 0 y negativa si a < 0 segin se
muestra en la Fig. 1, sean C; y C; dos matrices linealmente independientes, representativas
de dos circulos orientados positivamente y cuyos determinantes asociados son |Ci| y |Cy|.

Cy y Cy generan una familia de circulos representada por

Cf = n101 + ‘H.QCQ, (8)
donde n; y ng son reales y cuyo determinante asociado es
.|Cf| — nf|Cl| + ’n%ICﬂ + 2n1n2[012|, (9)
para el cual
2|Cr2| = ardy + azdy — byca — bacy, (10)
donde ay, b1, c1, d1 y as, ba, c2, dy son los elementos de las mawrices C y Csa, respectiva-
mente.
Asimismo, sean aj, r; y ag, r2 el centro y el radio de los circulos C; y C3, respectiva-
mente, ¢ el dngulo que forman las tangentes en los puntos de interseccién de los circulos

y ¢ la distancia entre los centros de los circulos como se indica en la Fig. 2.
Entonces, con

62 = |ag — ag|?, (11)
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FIGURA 2. Circulos correspondientes a Cy y C.

de las Ecs. (3), (4) y (5) y de la ley de los cosenos con el coseno negativo por la orientacién
positiva de los circulos, la Ec. (10) en funcién de aj, as y 71, r9, resulta

|C12]

Cosp = ———————.
(IC1IC2)1/2

(12)

Suponiendo que C; y C, son circulos reales, entonces |Ci| < 0y |Ca| < 0 y el término
del lado derecho de la Ec. (12) toma diferentes valores que hacen que el dngulo ¢ pueda
o no existir dentro del intervalo permitido para la funcién coseno. Los casos posibles de
como se ubican los circulos C; y C; se dan en [2].

Cuando se cumple que —1 < cos ¢ < 1, los circulos tienen puntos comunes de contacto
y dos familias de circulos en este intervalo son las siguientes:

—Para | cos ¢| = 1, los circulos son tangentes interna y externamente, dependiendo del
valor de ¢ y de la distancia entre los centros a; y a2; y puesto que se suponen reales,
entonces Cy, es la familia de circulos reales llamada parabélica que se muestra en la
Fig. 3a.

—Para | cos ¢| < 1, los circulos tienen dos puntos de contacto y la forma cuadritica de
la Ec. (9) es negativa dando como resultado la familia C'y, llamada eliptica que se muestra
en la Fig. 3b.

Un caso particular de esta familia se da para |cos ¢| = 0. En esta situacién los circulos
son ortogonales ya que ¢ = m/2 y por lo tanto |Cj| = 0. Otra forma de determinar que
los circulos son ortogonales es demostrar que la traza de C1Cy 1 = 0 donde Cy lesla
inversa de C; [2].

Para |cos ¢| > 1, se da otra familia de circulos que no se intersectan como se muestra
en la Fig. 3c. Esta familia se denota por Cyy y es llamada hiperbélica. En este caso la
forma cuadrética de la Ec. (9) es indefinida y la familia puede contener circulos reales,
circulos imaginarios y dos diferentes circulos puntuales.
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(b)

(€)
FIGURA 3. Familias de circulos. (a) Parabdlica; (b) eliptica; (c) hiperbdlica.

3. GEOMETRIA DE INVERSION, RAZON CRUZADA Y TRANSFORMACION DE MOBIUS

3.1. Geometria de inversion

La geometria de inversién [2,3], se basa en el teorema siguiente [2]:

Sea

ag b
w=(3 3)
co do
un circulo y z un punto que no estd sobre el circulo ni coincide con su centro, entonces

existe uno y sélo un punto z* # z tal que es comin a todos los circulos que pasan por z
y que son ortogonales a Cy.

Del planteamiento de la inversién en el plano complejo, y de su demostracién dada en
la Ref. [2], se obtiene 2* en funcién de z y de ag, by, co y do, 0 en funcién de z, el centro
ayp y el radio rp, es decir,

* Cﬂf-f—dg
= 13
: agZz + by )
2
2 =g+ —0—. (14)
& =X

Al igual que en la geometria moderna, la inversién en el plano complejo es una trans-
formacién circular e isogonal, salvo que ¢* = —¢ (* denota el inverso).

3.2. Razon cruzada

La razén doble [2,3] en el plano real estd definida por cuatro puntos alineados A, B, C'y
D como

ACJAD

(15)
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En el plano complejo y de manera similar, se define la razén cruzada para cuatro puntos
21, 22, 23 y 24 (tres de los cuales son diferentes) y se representa por

(21 — 23)/(21 — 24)
(22 — 23)/(22 — 24)

(21,22; 23, 24) = (16)

Algunas propiedades de la Ec. (15) se conservan para la Ec. (16). Entre ellas:

—La razén cruzada se mantiene constante si los puntos se rotan ciclicamente.

—Si (21, 22; 23, 24) = 7 (con 7 real), entonces 2y, 27, 23 ¥ 24 son conciclicos. En particular
si 7 = —1, la razdén cruzada es una divisién arménica sobre un circulo ya que los puntos
se hallan separados arménicamente.

Otra caracteristica importante es que si z; son los inversos de zx (k = 1,2, 3,4), entonces

(21,225 23, 23) = (%1, 22; Z3, Z4). (17)

3.3. Transformacion de Mdbius

La transformacion de Madbius estd dada por

az+b
w=G(z) = pot (18)
donde z, incluyendo el punto al infinito, pertenece al plano complejo.
La matriz asociada a esta transformacién es la siguiente:
G= (‘z 3) ; (19)
cuyo determinante distinto de cero es
A = |G| = ad - be. (20)

La transformacién de Mdobius es un mapeo del plano z sobre el plano w, donde al polo
200 = —d/c le corresponde w = oo.

El conjunto de operadores de transformacion o elementos de transformacién, con el
producto definido por

w = G3[G1(z))], (21)

forma un grupo, donde G3 y G son dos operadores matriciales asociados a dos transfor-
maciones.
Algunos tipos sencillos de transformaciones de Mobius son los siguientes:
—Traslacién

0= +h T,,:(é ’;) (22)
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=
N
N

Ficura 4. Reciproco de z.

—Rotacién
w = exp(j0)z, Ry = (expéjt?) 2) , (23)
donde j es el operador imaginario.
—Dilatacién (expansién o compresion)
w=lz, B0 Dk=(’5 ‘1’) (24)
—Reciprocidad
— R=((1] é) (25)

Estos tipos sencillos se obtienen como el producto de dos inversiones y un ejemplo de
esto se muestra a continuacién con la llamada reciproco de z.

Sean la recta jz — jz = 0 y el circulo zzZ — 1 = 0 los circulos de inversién Cy y Ci,
respectivamente, segin se muestra en la Fig. 4.

Respecto a Cj el inverso es z* = Z y respecto a C, w = 1/z* por lo que w = 1/z* = 1/2.
De igual manera, la transformacién general de Mobius se puede expresar como

w— a é 1
¢ ccz+d
a A 1
e Sl f 2 i ) 26
c ¥ ‘ c QXPUU)|C| exp(je)z + d 26)

El escribir de esta manera la Ec. (18), permite determinar que toda transformacion de

Mébius se puede obtener como el producto de no més de siete transformaciones de los
tipos sencillos, es decir,

G =T,/.Da)RsRTyD\ ¢ R.. (27)



336 R. PANTOJA-RANGEL ET AL.

En particular, la transformacién

z—1
= 28
e (28)
se obtiene como
G =T1DyR, RT; (29)

o bien,

=G )G DT DG DG ) @

Asimismo, cabe destacar que la transformacion de Mébius es conformal (los valores
verdaderos de los 4ngulos se preservan en la transformacién) y ademds circular, es decir,
transforma circulos reales en circulos reales y circulos imaginarios en circulos imaginarios,
siendo un caso particular el de circulos de radio infinito vistos como rectas.

Por otra parte, esta transformacién mantiene constante a la razén cruzada, esto es, si
21, 22, 23 ¥ 24 pertenecen al plano z siendo tres de éstos diferentes y

wy = G(z21), w2 =G(22), wsz=G(z3), wg=G(2q);
entonces, se cumple que
(w1, wo; w3, wq) = (21, 225 23, 24). (31)

Asi pues, si se hace 2z = 21, la razén cruzada es una representacién de la transformacién
de Mobius que se determina solucionando para w en términos de z, esto es

(w, we; w3, wy) = (2, 29; 23, 24), (32)

donde los puntos fijos de la transformacién se determinan por medio de la ecuacién

az+b
5 i 33
‘e a+d (33)
o bien,
ez’ +(d—a)z—b=0. (34)

4. ABACO DE SMITH

La carta de Smith encuentra su mayor aplicacién en la electrénica de altas frecuencias
(microondas), donde los pardmetros de estudio mds relevantes son la transmisién y la
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reflexién en gufas de onda y lineas de transmisién simples o como componentes estas
ultimas de circuitos y sistemas.

Una reflexién en una linea de transmisién puede ser descrita por una serie de pardmetros
relacionados entre si y que estdn compuestos por las siguientes variables conocidas o
medibles:

—Las partes real e imaginaria de la impedancia o admitancia normalizadas a la impe-
dancia caracteristica.

—EIl médulo y la fase del coeficiente de reflexién de voltaje.

—La relacién de onda estacionaria y la posicién de uno de sus minimos.

Las ecuaciones de relacién son las siguientes:

Zy 14T

chn = Z. = 1_:_1—\! (35)
= g.c_g";l, (36)
egn +1
1+ |0
V= 37
ROEV =10 (37)

donde Z,, es la impedancia de carga Zcg normalizada a la impedancia caracteristica Z,,
' es el coeficiente de reflexién de voltaje en la carga y ROEV es la relacién de onda
estacionaria de voltaje.

Cabe destacar que I" puede ser definido en cualquier posicién si se toma a la seccién de
linea de transmisién o gufa de onda desde la carga como parte de ésta o se considera el
desplazamiento o distancia desde la misma dado por e=278! (donde 3 es la constante de
fase).

Asimismo, es posible la medicién de la impedancia por medio de una carta de Smith
transformada que relaciona a la Ec. (36) con varias lecturas de potencia [4].

La relacién entre I' y Z.4, dada por la Ec. (36) es una transformacién de Mébius
[Ec. (28)]. Para elementos pasivos es de interés el mapeo del semiplano jZ —jZ > 0 en el
circulo unitario |I'| < 1 (Fig. 5). La transformacién lleva los puntos Zegn1 = 0, Zegna =1
Y Zegng =00 a1 = -1, Ty =0y I's = 1 respectivamente y tiene como puntos fijos a
Zegn = £5.

Igualando las partes reales e imaginarias de la Ec. (36) y eliminando una a la vez las
correspondientes a la impedancia (resistencia R y reactancia X también normalizadas a
Zc), se obtienen en la notacién compleja de la Ec. (1), las siguientes ecuaciones:

R R . R-1
g~ v T (38)
I T .

i+ 2 tip =X -Jp 1 (39)

X X
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Im[Z] Im|[[]

W > Re[Z] > Re [[]
Y

(a) (b)
FIGURA 5. Mapeo de (a) jZ —jZ >0en (b) T| < 1.

La Ec. (38) representa un circulo cuya matriz hermitiana es

B 1 ~R/(R+1)
Cr= (—R/(R +1) (R- {)/(R ¥ 1)) ’ (40)
cuyo determinante es

cal = B2 = ST (41)

R+1 (R+12 (R+12 7

y cuyo valor indica que se trata de un circulo real.
Para determinar a qué familia de circulos pertenece, se eligen Ry = 0y Ry = 1 como
valores para los elementos de las matrices Cry y Cra, respectivamente, resultando que

1 0
CRI:(O _1),

cuyo determinante es |Cpri| = —1,y
1 =1y
Cr2 = ( 1/2 0 ) 3
cuyo determinante es |Cgrz| = —1/4.

Asi, de las Ecs. (10) y (12), cos¢ = 1 por lo que ¢ =00 ¢ = .

Ahora bien, para eliminar la ambigiiedad del signo, de la Ec. (11) se obtiene la distancia
entre los centros de los circulos y de su valor se determina que es el positivo el que le
corresponde.

Con los datos anteriores se concluye que la familia de circulos es la parabélica y que tiene
como punto comin a I' = 1. La familia se genera con Cr1 vy Cr2 y es la transformacion
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JX Im [

A A

>R WA » Re [I]
NS

FIGURA 6. Transformacién del hemiplano derecho.

del hemiplano derecho compuesto por rectas paralelas al eje imaginario, es decir R =
constante segin se muestra en la Fig. 6.
De igual manera, la Ec. (39) representa un circulo con la siguiente matriz hermitiana:

1 -1+ 4
Cx = ; X 42
=(aly 77 ”

Asimismo, su determinante,
ICx| = -1/X?, (43)
indica que se trata de un circulo real.

Escogiendo X; =1y X, = 1/2 para determinar la familia a la que pertenece, se tiene
que

1 -1+
Cx1=(__1_j i J), (44)
cuyo determinante es [Cx;| = —1, y
1 —142j
o=(_11, 1Y), (45)
cuyo determinante es [Cxs| = —4.

Nuevamente, de las Ecs. (10) y (12), cos¢ = +1 y al igual que en el caso anterior, es
el signo positivo el que le corresponde, o sea, ¢ = 0. Por todo esto, la familia es de nuevo
parabdlica con el punto comin I' = 1.

Como se menciond antes, el mapeo es sélo para elementos pasivos donde R > 0, pero
X puede tener cualquier valor, por lo que:

—Si X > 0, la transformacién se da en el hemiplano superior, compuesto por semirrec-
tas paralelas al eje real.
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JX Im []

>R Re [I']

Ficura 7. Transformacién del hemiplano superior.

JX Im [I]

A 4

—> R » Re [[]

FIGURA 8. Transformacién del hemiplano inferior.

—Si X <0, la transformacién se da en el hemiplano inferior, compuesto igualmente
por semirrectas paralelas al eje real.

Para ambos casos, la familia de circulos se genera con Cx y Cx2. Las Figs. 7 y 8 mues-
tran la transformacién en estos hemiplanos. Con la sobreposicién de los tres hemiplanos
(derecho, superior e inferior) se obtiene la carta de Smith segiin se muestra en la Fig. 9.

Finalmente, los diferentes conceptos que han sido utilizados para el desarrollo de este
trabajo, se pueden englobar de manera general en temas fundamentales como la geometria
moderna y la transformacién conformal, los cuales sustentan la construccién del dbaco de
Smith. Una serie de libros y publicaciones que tratan uno o varios de estos temas y que
representan una fuente de consulta indispensable, son los de las Refs. [5] a [16].

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se han descrito los principios bdsicos de geometria de variable compleja
necesarios para entender la generacién del grifico de Smith. Los conceptos tratados dan
una perspectiva que permite ampliar la aplicacién de la transformacién de Mobius en el
tratamiento de problemas que involucran pardmetros en hiperfrecuencias, tales como la
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X Im [

Fi1GUuRA 9. Sobreposicién de los hemiplanos derecho, superior e inferior.

impedancia y la potencia. Asimismo, este trabajo, proporciona un punto de referencia
para el andlisis de la curricula actual en las carreras profesionales del 4rea eléctrica y

electrdnica.
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