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RESUMEN. Se muestra que las leyes de Gauss de la electrostitica y de Ampére de la magnetostética
en dos dimensiones se pueden expresar bajo la forma del teorema de los residuos de Cauchy, jugando
las posiciones y las magnitudes de las fuentes los papeles de los polos y los residuos, respectivamente.
Estas conexiones se utilizan para ilustrar el aprovechamiento de los conocimientos de fisica en el
estudio de las matemadticas y viceversa, reconociendo la conveniencia de usar las bases de una
disciplina para avanzar en la otra. Se incluye también una nota histérica sobre las contribuciones
de Gauss y Cauchy al estudio de las funciones analiticas.

ABSTRACT. It is shown that Gauss’ law of electrostatics and Ampere’s law of magnetostatics in two
dimensions can be expressed in the form of Cauchy’s residue theorem, the positions and magnitudes
of the sources playing the roles of poles and residues, respectively. These connections are used to
illustrate how to take advantagae of the knowledge of physics in the study of mathematics, and
viceversa, recognizing the convenience of using the basis of one discipline to advance in the other
one. A historical note on the contributions of Gauss and Cauchy to the study of analytical functions
is also included.

PACS: 41.10.Dq; 02.30.4+g; 01.40.Gm; 01.65.+g

1. INTRODUCCION

En este trabajo se consideran dos problemas de interés en el aprendizaje y ensenianza de
la fisica y las matematicas, uno de tipo general y el otro de tipo especifico. El problema
general, al que se enfrentan los estudiantes y maestros de fisica en el nivel superior, es
el de la secuencia en la adquisicién de los conocimientos de fisica y de matematicas [1].
El problema especifico es el de aprovechar los conocimientos de electrostitica y mag-
netostatica para ilustrar el significado del teorema de los residuos. El estudio de este
problema especifico puede servir como una ilustracion de posibles estrategias de solucién
del problema general.

En la Sec. 2 se estudia el problema especifico discutiendo sucesivamente: A) La ley de
Gauss de la electrostética, B) la ley de Ampére de la magnetostatica, C) el teorema de los
residuos de Cauchy, D) la expresién de la circulacién magnética bajo la forma del teorema
de los residuos, y E) la expresion del flujo eléctrico bajo la forma de este mismo teorema.
En este estudio destacan las matematicas que entran en la formulacién de las leyes fisicas
y las caracteristicas geométricas de los campos de fuerza eléctricos y magnéticos que
permiten que esas leyes se puedan expresar bajo la forma de teorema de los residuos. La
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presentacion se hace de manera concisa pero autocontenida para satisfacer las necesidades
de los lectores con diversos intereses. En la Sec. 3 se incluye iina nota de interés histérico
sobre las contribuciones de Gauss y Cauchy al estudio de las funciones analiticas. En la
Sec. 4 se hace una discusién de algunos puntos del problema especifico, cuya validez se
puede extender al problema general de avanzar coordinadamente en el estudio de la fisica
y las matematicas.

2; ELECTROSTATICA, MAGNETOSTATICA Y FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

En esta seccidon se estudia el problema especifico de expresar las leyes de Gauss de la
electrostatica y de Ampeére de la magnetostatica en situaciones bidimensionales bajo la
forma del teorema de residuos de Cauchy. Aunque la importancia y aplicacion de las
funciones de variables compleja en el estudio de la electrostatica en dos dimensiones es
bien conocida, ese estudio generalmente se da al nivel de posgrado [2,3]. En todo caso, las
conexiones estudiadas en el presente trabajo entre la electrostitica y la magnetostatica
bidimensionales y los teoremas bdsicos de la teoria de funciones de variables complejas no
parecen ser conocidas, de acuerdo con un muestreo realizado por el autor entre colegas
fisicos y matematicos. Se puede sefialar que la analogia electrostatica aparece mencionada
al menos en un libro de texto [4].

A continuacién se analizan las formulaciones generales de A) la ley de Gauss, de la
electrostitica, B) la ley de Ampére de la magnetostatica y C) el teorema de los residuos
de Cauchy, para proceder a expresar D) la circulacién magnética y E) el flujo eléctrico
en situaciones bidimensionales bajo la forma del teorema de los residuos identificando
en cada caso a las posiciones de las fuentes como los polos y a sus magnitudes como los
residuos, respectivamente.

A) Ley de Gauss de la electrostdtica

La formulacién de la ley de Gauss de la electrostdtica tiene como base experimental
la ley de Coulomb y el principio de superposicién, y como base conceptual el campo
de intensidad eléctrica y su flujo a través de una superficie cerrada. A continuacion se
analizan cada uno de estos elementos y sus conexiones para alcanzar esa formulacion [5].

La ley de Coulomb describe las fuerzas que ejercen entre si dos cuerpos eléctricamente
cargados, de dimensiones pequefias comparadas con la separacion entre ellos. Esas fuerzas
son respulsivas o atractivas segiin que las cargas eléctricas asociadas a cada cuerpo sean del
mismo signo o de signos opuestos, respectivamente; son radiales en el sentido de que actian
a lo largo de la linea recta que pasa por las posiciones de ambos cuerpos; y su magnitud
es proporcional a la magnitud de cada una de las cargas e inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia entre los cuerpos. Si ¢; y g2 son las cargas eléctricas asociadas a
las particulas situadas en las posiciones 7} y 72, respectivamente, entonces la fuerza que
ejerce la primera sobre la segunda queda expresada por la fuerza de Coulomb:

= Q1Q2(F2TF1)
Fi_o= ———%, 1
bl BT (1)
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De acuerdo con la ley de la accién y la reaccién la fuerza que ejerce la segunda particula
sobre la primera estd dada por Fy_,; = —Fj_.9.

El principio de superposicion reconoce que la fuerza total que actia sobre una particula
eléctricamente cargada por sus interacciones con una coleccién de particulas cargadas en
diferentes posiciones es la suma vectorial de las fuerzas de Coulomb que cada una de las
particulas de esta coleccion ejerce sobre aquélla. Si llamamos ¢ y 7 a la carga eléctrica
y el vector de posicion de la paricula de nuestro interés, y q1,92,¢93,...,71,72,73,... a
las cargas y vectores de posicién de la coleccién de particulas, entonces la fuerza bajo
consideracion estd dada por la superposicién

= S e
g (F—71) | qq2(7—72)  qqa(F —73)
- - 2 -4 - 2 + - - 2
|7 — 71| |7 — 72| |7 — 73]

F{q.-}—'q =

N T
¢ (7 —75) :
[F—7? (2)
=1 Y

En esta fuerza se reconoce su proporcionalidad con la magnitud de la carga eléctrica
g de la particula sobre la que actiia. Esto hace posible y muestra la conveniencia de
introducir el campo vectorial de intensidad eléctrica,

"(-‘) F{‘H}—"q(ﬂ zN: qi(F_ '.". (3)

— |1'~'— 72’

definido como la fuerza por unidad de carga en las diferentes posiciones 7 debida a la
coleccién de cargas. El campo total es la superposicién de los campos asociados a cada
carga.

Si en vez de una coleccién de cargas puntuales se consideran distribuciones lineales,
superficiales o volumétricas de carga, las sumas en las Ecs. (2) y (3) se transforman en
integrales de linea, superficie o volumen, respectivamente, con las sustituciones 7; — 7’
y ¢ — A(F')ds', o(7') dd’, p(7') dv’, en términos de las densidades de carga lineales A,
superficiales o, y volumetrlca.s p, respectivamente. En particular para una linea recta
infinita uniformemente cargada, que se toma en la direccién del eje z y en la posicién R

(i) = /w N[ — (R +k2)] _ 2M(B-R) (4)
T )ee [P = (R + R IR-R|’

donde la evaluacién de la integral es inmediata, encontrandose que el campo de intensi-
dad eléctrica es radial con respecto a la linea de carga e inversamente proporcional a la
distancia a la linea.

La ley de Gauss establece que el flujo del campo de intensidad eléctrica a través de
cualquier superficie cerrada es proporcional a la carga eléctrica contenida en el volumen
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FI1GURA 1. Flujo eléctrico a través de una superficie cerrada S asociada a cargas eléctricas en el
interior (a), y exterior (b) del volumen delimitado por esa superficie.

delimitado por esa superficie. Este resultado se puede obtener a partir de la Ec. (3)
calculando la integral de area correspondiente,

N —_—
= - (F_ﬂ)‘da
E-da= qi%“—_.—"—_.—"—
f; Z S |7 — 752

= Z(h dQ); = 4m Z qi- (5)

En ese calculo se reconoce que, por el principio de superposicién, el flujo total es la
suma de las contribuciones de cada carga; dado el caricter radial de la fuerza de Coulomb,
s6lo cuenta la proyeccion del elemento de area transversal a la direccién radial desde cada

—

carga (7 — 71) - dd = da ; este elemento de area dividido entre el cuadrado de la distancia
se identifica con el elemento de angulo sélido subtendido desde la posicion de la carga 1;
y el angulo sélido subtendido por la superficie de integracion es de 47 o 0, segiin que la
carga esté en el interior o en el exterior del volumen delimitado por la superficie (véase
Fig. 1). Notese que en la suma del 1ltimo miembro de la Ec. (5) sélo contribuyen las
cargas dentro de ese volumen.

B) Ley de Ampére de la magnetostdtica

La ley circuital de Ampeére se formula en base al concepto de campo de inducciéon magnética
y el calculo de la circulaciéon de ese campo alrededor de un circuito cerrado. El campo de
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induccion magnética se determina experimentalmente a partir de sus efectos de rotacién
y orientacion sobre agujas magnetizadas. Se reconoce también que tanto los imanes como
las corrientes eléctricas actian como fuentes de campo magnético y, en particular, Ampeére
determiné cuantitativamente las caracteristicas de la induccién magnética asociada a una
corriente eléctrica en un alambre recto [5].

La existencia de campos magnéticos se puede poner de manifiesto a través de sus
efectos de orientacion sobre agujas magnetizadas o limaduras de hierro. Estos efectos de
orientacién se pueden entender sobre la base observacional de que el llamado campo de
induccién magnética B ejerce una torca sobre una aguja magnetizada, caracterizada por
su momento dipolar magnético ji, dada por

F=jixB. (6)

Si la aguja se monta sobre un pivote, entonces tiende a oscilar alrededor de su posicién
de equilibrio. Cuando alcanza esa posicion de equilibrio la torca vale cero, y el momento
dipolar magnético tiene la misma direccién y sentido que la induccién magnética. El
estudio de las oscilaciones de una misma aguja en diferentes campos permite determinar
las caracteristicas de direccién, sentido y magnitud de la induccién magnética asociada.
También el estudio de las oscilaciones de diferentes agujas en un mismo campo permite
determinar sus respectivos momentos dipolares magnéticos.

Tanto los imanes permanentes como las corrientes eléctricas actiian como fuentes de
campo magnético. QOersted desde 1820 descubrié que las corrientes eléctricas producen
efectos magnéticos y Ampere estudié estos efectos cuantitativamente en los afios siguien-
tes. En la geometria mas sencilla se tiene un alambre recto por el que se hace circular una
corriente eléctrica estacionaria. La induccién magnética asociada corresponde a circulos
concéntricos con el alambre y su magnitud es proporcional a la intensidad de la corriente
e inversamente proporcional a la distancia al alambre. Si se llama I a la intensidad de
corriente, la direccién del alambre se toma como el eje z y se llama R' a su posicién,
entonces la induccién magnética queda expresada por la ley de Ampére:

L . ok x (B- B
B(R) = Ay

(7)

Si se comparan las Ecs. (4) y (7) que describen los campos electrostiticos y magne-
tostaticos asociados a fuentes rectilineas, se reconoce que ambos son proporcionales a las
magnitudes de las fuentes e inversamente proporcionales a las distancias a las mismas.
En contraste, mientras el campo de intensidad eléctrica es radial, el campo de induccién
magnética es transversal.

El principio de superposicién también es valido en magnetostitica. En particular si se
tiene una coleccién de alambres rectos y paralelos entre si con corrientes I; y en posiciones
R1, el campo de induccion magnética que producen en conjunto es la superposicién de los
campos del tipo de la Ec. (7) asociado a cada alambre:

Y oLk x (R— R
B'(R')=Z i f( _._R»i)
|R - R

=1

- (8)
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La ley circuital de Ampére establece que la circulacién magnética alrededor de un circui-
to cerrado es proporcional a la corriente neta que atraviesa a la superficie delimitada por el
circuito. Aqui se obtiene este resultado a partir de la Ec. (8) calculando la integral de linea
correspondiente, perc advirtiendo que el resultado es general para cualquier geometria de
las corrientes. El circuito se toma como una curva cerrada en un plano transversal a las
corrientes:

}fB(R - ZQIf kx(lz“_?i)"m

c
N

_ [ k- (R-Ry)
_ZH‘f( |R - Rl

i=1 c

_Zﬂfd%_hZI (9)

=1 iCsup.

De manera andloga a la discusién que sigue a la Ec. (5), aqui se reconoce que por el
principio de superposicién la circulacion total en la Ec. (9) es la suma de las contribuciones
de cada corriente. Dado el caracter transversal de la induccién magnética, al intercambiar
el punto y la cruz en el triple producto escalar sélo aparece la componente transversal
del desplazamiento a lo largo del circuito de integracion; este elemento de desplazamiento
dividido entre la distancia corresponde al angulo subtendido por el elemento de circuito
desde la posicién de la corriente bajo consideracién. El angulo subtendido por el circuito
cerrado de integracion es de 2w 6 0, segin que la corriente esté en el interior o en el
exterior de la superficie delimitada por el circuito (véase Fig. 2). Nétese que en el iltimo
miembro de la Ec. (9) sélo se incluyen las corrientes que atraviesan esa superficie.

C) Teorema de los residuos de Cauchy

En esta subseccidn se presentan los conceptos de funciones analiticas y meromorfas, de
polos como singularidades puntuales y de residuos; estos conceptos se utilizan en la
formulacion de los teoremas de Cauchy, incluido el de los residuos. La presentacién se
limita a introducir los conceptos y enunciar los teoremas, discutiendo sus implicaciones y
relaciones. El lector interesado en un estudio més detallado, incluyendo las demostraciones
de los teoremas, puede usar las referencias correspondientes [4,6,7).

Definicion 1: Funciones analiticas.
Sea f(z) una funcién univaluada y continua de la variable compleja z = = + iy en un
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FiGura 2. Circulacién magnética a través de una curva cerrada C asociada a corrientes eléctricas
en el interior (a) y exterior (b) de la superficie delimitada por esa curva.

dominio D. Se dice que f(z) es diferenciable en el punto z, de D si existe el limite

li 10+ 82) = f(20)
Az—0 Az

como un nimero finito y es independiente del modo en que el incremento complejo Az
tiende a cero. El limite, en caso de existir, se representa como f'(2) y se llama la derivada
en zog.

La funcién f(z) es diferenciable en D si es diferenciable en todos los puntos de D, y
entonces se dice que es una funcién analitica de z en D. También se dice que f(z) es
analitica en z = zp si es analitica en alguna vecindad—e de 2.

Nétese que las funciones analiticas son univaluadas, continuas y diferenciables en su
dominio de definicién. En vez del calificativo de analitica también se usan los términos
holomorfa, monogénica y regular.

Teorema de Cauchy.
Sea f(z) una funcién analitica en un dominio D. Sea C una curva simple rectificable y
cerrada en D, tal que f(z) es analitica dentro y sobre C, entonces

f f(z)dz = 0. (10)
C

Es decir, la integral de linea alrededor de esa curva de la funcién analitica es nula.
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FIGURA 3. Conversién de una regién: a) miltiplemente conectada en una regién; b) simplemente
conectada en la que es vélido el teorema de Cauchy.

Esta versién del teorema involucra regiones simplemente conectadas. A continuacién
se enuncia la versién para una regién miiltiplemente conectada que se puede convertir en
una region simplemente conectada (véase Fig. 3).

Sean Cy, C1,...Cy, (n + 1) curvas simples rectificables y cerradas en el plano y que
tienen orientacién positiva, es decir, que se recorren en el sentido opuesto a las manecillas
del reloj. Supéngase que C; C (Ck)e N (Co)i, para j,k=1,2,...,n,y j #k, y que f(z) es
una funcién analitica en un dominio D que contiene al dominio cerrado

DD = (Cﬂ)i n (Cl)e N (Cz)e Y es ) (Cn)e’ (11)

donde los subindices i y e denotan el interior y el exterior de las curvas, entonces

n

] fR)dz=) "¢ f(z)dz (12)

k=1 " Cr

Es decir, la integral de linea alrededor de la curva mas externa es igual a la suma de las
integrales de linea sobre las curvas internas.

La importancia de la versién general del teorema es la posibilidad de deformar los
contornos de integracién en el dominio en que el integrando es una funcién analitica.

Teorema de la integral de Cauchy.

Sea f(z) una funcién analitica en un dominio D. Sea C una curva simple rectificable y
cerrada en D, tal que f(z) es analitica dentro y sobre C, entonces para cualquier punto
en el interior de la curva z € Cj,

Floy= o g 115 (13)

T 2mi c C—2
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FIGURA 4. Integracién alrededor de la curva Cj es equivalente a la integracién alrededor del circulo
(', incluida la situacién limite en que el radio p tiende a anularse.

La demostracion de este teorema se basa en que el integrando en la Ec. (13) no es una
funcién analitica en el punto ( = z € D, pero si lo es en el dominio Dy = (C); N (C)e,
donde C es la circunferencia ¢ — z = pe’¥ centrada en ese punto singular y con un radio
p — 0, como se ilustra en la Fig. 4. La aplicacién de la Ec. (12) a la integral sobre la
curva C,

ff Qde _ f 1©d (14)
g A=2

indica que su célculo_ se reduce al cdlculo de la integral alrededor de la circunferencia C,
para la cual d{ = pe*¥ idy y, por lo tanto,

d m 17 ip
JQdE _ i [ Lt V0idp i, (15)
a L—% =0 Jf, per¥
y de aqui sigue la llamada férmula integral de Cauchy [Eq. (13)]. - lq.q.d.

Este teorema indica que los valores de la funcién analitica en la regién interior de la
curva C estan determinadas por sus valores sobre la frontera C' misma. Adicionalmente,
de la Ec. (12) se obtiene la generalizacion

NI (ST
e =g ¢ LA (16)

i . . . . . ! 2
que implica que una funcién no solamente tiene una derivada de primer orden f’(z), sino
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de todos los 6rdenes n = 1,2,3,... Esto a su vez hace posible el desarrollo de funciones
analiticas en series de Taylor.

Definicion 2: Funciones meromorfas.
Una funcién f(z) se dice que es meromorfa en un dominio D si las singularidades que
tiene en D son solamente polos.

Definicién 8: Polos y residuos.
Sea f(z) una funcién analitica en 0 < |z — 29| < R y representada por la serie de Laurent

(o o]

f@)= D an(z—2)™ (17)

n=-—oc

Se dice que la funcién tiene un polo en z = zp y un residuo

4y = Jim (2~ 20)f(2) = .%f@MQ (18)

donde la integral se evalia alrededor del circulo |z — z| = p < R.

Teorema de los residuos de Cauchy.

Supéngase que f(z) es una funcién analitica dentro y sobre una curva simple cerrada rec-
tificable y orientada C, excepto por un numero finito de singularidades aisladas, ninguna
de las cuales se encuentra sobre C, entonces

ﬁﬂoa=%wmaL (19)

donde S[f;c;] es la suma de los residuos de f(z) en el interior de C.

Alternativamente, se podria decir que f(z) es meromorfa en C; y analitica sobre C. la
Ec. (13) es un caso particular de la Ec. (19) cuando hay un solo polo, y la Ec. (10) sigue
de la Ec. (19) cuando f(z) es analitica en C;.

D) Circulacion magnética expresada como teorema de los residuos

La posibilidad de expresar la integral de circulacién de la induccién magnética asociada a
un conjunto de corrientes eléctricas en alambres rectos infinitos paralelos entre si [Ec. (9)]
bajo la forma del teorema de los residuos [Ec. (19)], esta sugerida por las siguientes co-
rrespondencias entre las propiedades del campo de induccién magnética y de las funciones
meromorfas: i) El campo de la Ec. (8) tiene un nimero finito de singularidades puntuales

R = R;, en cualquier plano transversal a las corrientes, esas posiciones de las fuentes se
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identifican con polos. ii) El valor de la integral de circulacién magnética de la Ec. (9)
no cambia si el circuito de integracién se cambia manteniendo las mismas fuentes en su
interior y exterior; es decir, se da la misma situacién que permite deformar el contorno de
integracion en la evaluacién de integrales de funciones analiticas y meromorfas [Ecs. (12)

(19)]. iii) La contribucién de cada fuente en el interior del circuito a la circulacién
magnética es proporcional a la intensidad de la corriente eléctrica [Ec. (9)]; las intensi-
dades correspondients se identifican como proporcionales a los residuos de la Ec. (19). A
continuacién se muestra que efectivamente la circulacién magnética de la Ec. (9) se puede
expresar en la forma del teorema de los residuos de la Ec. (19). Para esto se hace uso de
las correspondencias entre las representaciones de puntos, desplazamientos e integraciones
en un plano usando vectores y niimeros complejos, respectivamente:

R'—I-i,-zﬁsz—z,-:pe"*"", (20a)

p =icosp; + jsenp; — ¥ = cos p; + isen p;, (200)
dR = pdp + ppdp — dz = €% dp + ie"¥ pdp, (20¢)

¢ = —isen p; + jcos p; + ie*?* = —sen p; + i cos p;, (20d)
dRy = pdp; + dz = ie"® pdyp;. (20e)

Recuérdese que el elemento de integracion efectivo en la evaluacién de la circulacién
magnética es el desplazamiento transversal dR; [Ec. (9)] y en la evaluacién de la integral
de Cauchy es el desplazamiento tangencial al circulo centrado en el polo [Ec. (15)]. Desde
luego, la contribucién nula a ambas integrales de los desplazamientos radiales es lo que
hace posible la deformacion de los contornos de integracién. Para darle la forma de una
integral en el plano complejo a la Ec. (9), hacemos las siguientes identificaciones:

IR - Rile* =z — % (20a)
dR €% = dzfi, (20€)
y la de la funcién meromorfa,
N
B 8B )=y — (201)
i=1 i=1

Por lo tanto, la Ec. (9) toma la forma

f (R)-dR = Z”j{z(z-z,)

=1

1
= -l-ﬁf(z) dz =2n Z(?L‘), (21)

iCC;
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que es equivalente al teorema de los residuos [Ec. (19)], siendo z = 2; los polos y 2I; los
residuos de la funcién de la Ec. (20f) en el interior del contorno de integracion.

E) Flujo eléctrico expresado como teorema de los residuos

La Ec. (5) es la expresién general de la ley de Gauss para cualquier distribucion de
cargas y el campo de intensidad eléctrico asociado. En esta subseccién se consideran los
campos bidimensionales del tipo de la Ec. (4) asociados a distribuciones uniformes de

carga eléctrica en lineas rectas infinitas paralelas con densidad A; y posicién R,,,

N =y

By =y DB R) (22)

2R R

obtenidos por superposicién. A continuacién se formula la ley de Gauss para tales situa-
ciones calculando el flujo del campo de intensidad eléctrica a través de un cilindro con
generatrices paralelas a las fuentes y bases transversales a las fuentes. Dado el cardcter
radial de los campos de la Ec. (22) su contribucién al flujo a través de las bases del cilindro
es nulo; por lo tanto el flujo a través del cilindro se reduce a la contribucién a través de
la cara lateral. Si h es la altura del cilindro y dR describe el elemento de desplazamiento

tangencial a la curva C de interseccién del cilindro con planos transversales a las fuentes,
entonces el elemento de drea para la evaluacion del flujo es

di = dR x kh; (23)

y el flujo del campo de la Ec. (22) a través del cilindro se reduce a la integral alrededor
de la curva C:

N =, i &5 A
fE di=Y 2\ (= o) AR BLKR
s o g |R — Ril
N i e oy 4
=1 c |R_R'I

=4m Y Aih. (24)

Nétese que el cambiar en orden ciclico el orden de los factores en el triple producto escalar,
las integrales que aparecen coinciden con las que aparecieron en el cdlculo de la circulacion
magnética [Ec.(9)] y se identifican con el dngulo subtendido por la curva de integracion
desde la posicién de la fuente, siendo sus valores 27 o 0, segiin que la fuente esté en el
interior o en el exterior de la curva. La Ec. (4) indica que el flujo de la intensidad eléctrica
es proporcional a la suma de las cargas A;h contenidas dentro del cilindro, coincidiendo
con la Ec. (5).
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Al tomar en cuenta la analogia de las formas respectivas de las Ecs. (24) y (9) es claro
que la ley de Gauss para la situacién bidimensional también se puede expresar en la forma
del teorema del residuo. Ademas de usar las Ecs. (20a) y (20e) se hace la identificacién
de la funcién meromorfa:

=\ (R- R;)- Ey(R) 2N
LT Hf(Z)—'Z:;z_z‘,, (209)

para reescribir la Ec. (24) como

}gE(R) da,.Zthz(zL_z‘—)
ffz)dz_znZuh (25)

iCC;

que es equivalente al teorema de los residuos [Ec. (19)], siendo z = z; los polos y 2); los
residuos de la funcién de la Ec. (20g) dentro del contorno de integracién.

3. CONTRIBUCIONES DE GAUSS Y CAUCHY A LA TEORIA DE FUNCIONES ANALITICAS

Para el estudiante actual de fisica 0 matematicas no hay duda sobre el hecho de que
Cauchy realizé contribuciones fundamentales para el desarrollo de la teoria de funciones
analiticas [4,6,7], las cuales quedan ilustradas a través de los teoremas de la Sec. 2.C. Otra
ilustracion son las bien conocidas y llamadas condiciones de Cauchy-Riemann sobre las
partes real e imaginaria de una funcién analitica f(z) = ¥(z,y) + i¢(z,y), y que estin
intimamente asociadas al caracter analitico de la funcién. Por otra parte, Gauss no dio a
conocer publicamente durante su vida las investigaciones que realizé sobre estos temas.
En consecuencia esas investigaciones no son suficientemente conocidas ni en la actualidad,
y también permiten entender por qué cuando el joven Cauchy empezé a dar a conocer sus
brillantes descubrimientos, Gauss, el matematico ya reconocido, simplemente los ignoré y
dio lugar a que fuera criticado por su falta de cordialidad en aceptar el trabajo de otros,
especialmente de los jévenes [8].

En el resto de esta secci6n se sitiia a ambos personajes en el ambiente y la época en que
vivieron, y se destacan sus respectivas contribuciones a la teoria de funciones analiticas,
seflalando algunos documentos que aclaran el orden cronoldgico de las investigaciones
correspondientes.

Karl Friedrich Gauss vivié en Alemania de 1777 a 1855. Desde pequefio mostré su
aptitud para las matematicas. En su tesis doctoral, escrita cuando tenia 22 afos, des-
arrollé el concepto de los nimeros complejos y demostré el teorema fundamental del
dlgebra. En su obra Disquisitiones Aritmetice, escrita de 1796 a 1798, pero publicada
hasta 1801, él incluyé sus investigaciones sobre esa parte de las matematicas relacionadas
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con nimeros enteros y también fracciones, pero excluyendo niimeros irracionales: teoria
de congruencias, teoria de residuos cuadraticos, teoria de formas cuadréticas binarias y
la teoria de congruencias binomiales.

En esa obra, él reprodujo resultados previamente obtenidos de manera suelta por Fer-
mat, Euler, Lagrange y Legendre, pero que en su presentacién son consecuencias de las
formulaciones y soluciones de problemas relevantes que combinan en un patrén perfecto la
aritmética, el dlgebra y la geometria, conjuntamente. Lagrange y Legendre reconocieron
el talento matematico de Gauss al leer este trabajo. Las investigaciones subsecuentes
de Gauss fueron en el irea de matematica-fisica cubriendo temas de mecanica celeste,
geodesia, gravitacién, magnetismo, electricidad e hidrodindmica. Su obra Theoria Motus
Corporum Coelestium, de 1809, desarrollada en conexién con el cilculo de la érbita del
asteroide Ceres y aplicada exitosamente para el asteroide Pallas, le gané el reconocimiento
de Laplace, aunque no contribuyé con nada nuevo a las matematicas. De sus mediciones de
la superficie terrestre desarrollé una teorfa de superficies curvas y reconocié la posibilidad
de geometrias no-euclidianas. Sus estudios de gravitacién, magnetismo y electricidad lo lle-
varon a sentar las bases de la teoria moderna del potencial. En sus estudios de capilaridad
desarrollé los principios variacionales que contribuyeron al establecimiento del principio
de conservacién de la energia. Aparte de estos trabajos y resultados que Gauss publico
durante su vida, en 1898 se dio a conocer la existencia de su Notizen-journal o Diario
de Anotaciones, en el que consigné 146 descripciones brevisimas de descubrimientos o
resultados de cdlculos en el periodo del 30 de marzo de 1796 al 9 de julio de 1814. Esas
anotaciones dan testimonio de la mente prolifica de Gauss y de su prioridad en el estudio
de muchos temas de matematicas.

Augustin Louis Cauchy vivi6 en Francia de 1789 a 1857. Hacia 1810, cuando trabajaba
como ingeniero militar en Cherbourg, produjo varios trabajos de matematicas importan-
tes. En uno de ellos resolvié un problema que le envié Lagrange y que establece una
relacién entre el niimero de aristas, el nimero de vértices y el niimero de caras de un
poliedro convexo y la solucién del problema de Fermat sobre nimeros poligonales. En
1813, ya en Paris, Cauchy decidi6 dedicarse por completo a las matematicas siguiendo los
consejos de Lagrange y Laplace. En 1814 publicé la memoria sobre integrales definidas
que sirvié de base para su teoria de las funciones complejas de 1825. En matemadticas
también contribuyé a la teoria de niimeros y a la teoria de errores, y en matematica-fisica
a la propagacién de ondas en fluidos, a la teoria de la elasticidad y a la comprensién del
movimiento del asteroide Pallas.

De las biografias de Gauss y Cauchy se reconoce que ademas de haber sido contem-
poraneos, ambos contribuyeron a establecer el rigor en las investigaciones matematicas
y sus trabajos recibieron el reconocimiento por parte de los colegas mas establecidos de
su época. Algunas de sus lineas de investigacion coincidieron en la tematica pero no en
el tiempo, como es el caso de la teoria de las funciones analiticas. Cauchy publicé su
teorema fundamental en su Mémoire sur les Intégrales Définies Prises entre des Limites
Imaginaires, en 1825. Gauss habia estudiado el mismo problema desde 1811, como se
infiere de una carta que envié a Bessel a fines de ese afio; en las obras completas de Gauss
esa carta se reproduce bajo el titulo “Uber das Wesen und die Definition der Functionen”
y en ella plantea las condiciones bajo las cuales la integral de linea f f(z)dz es cero, y
reconoce que esas condiciones son las de “uniformidad” y “monogenicidad” de la funcién
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f(z). Con esta informacién el lector puede entender que para Gauss ese trabajo de Cauchy
no era novedoso.

4. DISCUSION

En la Sec. 2 se formularon las leyes de Gauss de la electrostitica y de Ampére de la
magnetostatica, asi como el teorema de los residuos de Cauchy y se mostré que las primeras
aplicadas a situaciones bidimensionales conducen a la forma del tercero. En las carreras de
fisica el estudio de electricidad y magnetismo generalmente se da en la primera mitad de
la carrera, y el estudio de las funciones de variables complejas ocurre en la segunda mitad.
El contenido del presente trabajo puede aprovecharse para ilustrar cémo la familiaridad
de los alumnos con los fenémenos de electrostdtica y magnetostética constituyen una base
para que comprendan el significado de los teoremas de Cauchy.

El lector habrd notado que en la Sec. 2 primero se estableci6 la conexién en D) de la
ley de Ampeére con el teorema de los residuos, y después en E) se hizo lo correspondiente
con la ley de Gauss. La razén es que la ley de Ampére involucra desde un principio una
integral de linea, y en cambio la ley de Gauss involucra una integral de superficie; la
tiltima se convierte en una integral de linea solamente en el caso bidimensional estudiado
en E), y desde luego se aprovecha la parte geométrica que comparte con el caso de D).
Es interesante hacer notar que la ley de Gauss se puede ver a su vez como la extensién
natural del teorema de los residuos a espacios con otras dimensiones, de los cuales los casos
unidimensional y tridimensional son ya familiares para el estudiante de electrostitica. En
particular, la correspondencia entre campos arménicos y funciones analiticas es el punto
clave en esta extension.

Para concluir la discusién del problema especifico abordado en este trabajo podemos
decir que los fenémenos electrostiticos y magnetostaticos bidimensionales hablan el len-
guaje de las funciones meromérficas. La moraleja para el problema general del orden de
la adquisicién de los conocimientos de fisica y de matematicas se puede resumir en las
variantes del dicho general “la naturaleza se expresa en el lenguaje matematico” o “las
matematicas describen a la naturaleza”. El estudiante y el maestro puede escoger una
variante o la otra, adaptada a la situacién concreta. La Sec. 3 ilustra que los matemdticos
reconocidos han desarrollado las matematicas por las matemdaticas mismas, pero también
a partir del estudio de la naturaleza. Para Gauss ambas variantes eran lo mismo [8].
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