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RESUMEN. La eficiencia (1) de una méquina endorreversible de Carnot y el coeficiente de
rendimiento (w) de un refrigerador endorreversible de Carnot son calculados utilizando el método
de la termodindmica de tiempo finito. Dentro del método de potencia maxima introducido por
Agrawal y Menon se considera un modelo lineal para la razén de cambio del volumen. El valor de
7 asi obtenido estd en buen acuerdo con los datos experimentales, no asi el de w. Comparamos con
los resultados de otros autores.

ABSTRACT. The efficiency (1) of an endoreversible Carnot engine and the coefficient of perfor-
mance (w) of an endoreversible Carnot refrigerator are calculated using the method of finite time
thermodynamics. We considered a linear model for the volume change rate, within the maximum
power method introduced by Agrawal and Menon. The 7 value is in good agreement with experi-
mental observations while the w is not. Comparison with other results by other authors is done.

PACS: 44.10.10.41i; 44.25+f; 44.90.4+c

1. INTRODUCCION

La termodinamica de tiempos finitos se inicié hace dos décadas con el trabajo de Curzon-
Ahlborn (C-A), quienes consideraron una maquina de Carnot endorreversible (Fig. 1) con
la particularidad de un modelo de transferencia de calor lineal [1] a través de las ramas
isotermas. Calcularon la eficiencia 7 a maxima potencia de salida, obteniendo la férmula
ne.a = 1 — (T3/T1)Y/?, donde Ty y T son la temperatura maxima y minima en el ciclo,
respectivamente. Esta formula aproxima bien los valores observados de la eficiencia de una
gran variedad de maquinas térmicas [1,9]. El problema de la optimizacién de la potencia
de salida de tales maquinas, incluyendo restricciones sobre la razén de cambio de volumen
(constante y periddico), con adiabdticas instantdneas, ha sido analizado por Y.B. Band
et al. [2] y J.M. Gordon y M. Huleihil [3]. Esos autores obtuvieron expresiones para
varios parametros importantes de una maquina endorreversible; la maxima potencia de
salida Py la eficiencia correspondiente 7 (eficiencia C-A). Sin embargo, este enfoque falla
cuando se aplica un ciclo inverso (un refrigerador). No se ha tenido éxito para obtener una
expresion del coeficiente de rendimiento w en términos tinicamente de las temperaturas de
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FIGURA 1. Diagrama PV de un ciclo isotérmico. Las temperaturas de los reservorios son 17 y
T;. El fluido se expande isotérmicamente (temperatura Tiw) de vy a vy y luego adiabdticamente a
vs. La compresién es isotérmica hasta vy y adiabética hasta vy, Ty, =T} — z, T3, = T3 + y. (El
refrigerador se realiza en sentido inverso con Ty, = T, + z, T3, = T3 — y.) Debido a la diferencia
de temperaturas entre el reservorio y el gas en el ciclo, fluye calor irreversiblemente a través de las
isotérmicas. (Fig. 1 reimpresa de la Ref. [5]).

los reservorios. Recientemente, Agrawal y Menon (AM) [4] propusieron un método para
calcular el coeficiente de rendimiento de un refrigerador a maxima razén de enfriamiento,
que conduce a una expresién para el coeficiente de rendimiento como funcién de varios
parametros (véase la siguiente seccién). Ellos determinaron el tiempo en las adiabaticas
del ciclo con la suposicién de una razén temporal de cambio de volumen constante, que
es el modelo mas simple. En este trabajo utilizamos este enfoque de optimizacién y con-
sideramos un modelo lineal para la razén de cambio del volumen en un motor [5]. En
la Sec. 2 calculamos 7 y w con una razén de cambio del volumen lineal. Los resultados
para los tiempos en las isotermas y adiabdticas se dan también en esta seccién. En la
Sec. 3 comparamos nuestros resultados con los valores observados y los obtenidos por AM
y C-A, y nuestro valor del coeficiente de rendimiento (w) resulta alejado del observado.

2. OPTIMIZACION CON VARIACION TEMPORAL EN EL VOLUMEN LINEAL

D. Gutkowicz et al. [5] obtuvieron ecuaciones termodinimicas para la expansion irrever-
sible y compresién de un gas ideal en una maquina C-A. El flujo de calor a través de la
rama superior estd dada por dQ/dt = a(T — T,,), donde T, es la temperatura del gas, T
la temperatura del reservorio y a es la conductancia constante. A través de la primera
rama isoterma, hay una expansién de v; a vz y usando la primera ley de la termodindmica
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Gutkowicz et al. obtienen

o = (1)

donde f; = RTy,/a(Ty — Tiw), ¥y R es la constante del gas ideal. A través de la rama
adiabatica (expansién de vy a v3), se supone la misma ecuacién; andlogas ecuaciones son
validas en las otras dos ramas:

dv v _ RT3,
dat ~ fo’ fa= B(Tsw — T3) @

Empezamos nuestro calculo de la potencia de salida P de un motor tipo C-A, dentro del
enfoque de AM. Usando las relaciones validas para un ciclo de Carnot ideal [4],

Qi Ti—-=z
2o S,
Q: Tz+y

vy v
—3=—§Ea°,

V2 U1

3)

donde ¢ = ¢,/R, con ¢, la capacidad calorifica a volumen constante y t; = Q;/ax,
t3 = Q3/By, que resultan de la integracion de la ley de Newton del enfriamiento, con
r = -T+T1, y = —T3 + T3,. Asi, utilizando las Ecs. (1)-(3) junto con los tiempos
newtonianos se tiene que

aclna 1 clna

a
T= il e T R s i TR 4
|z * (o) T By (e @
y la potencia de salida
_ (a—-1)
e a 1 aclna clna )

az T By T azln(uy/vy) T Byln(ua/on)

donde P(z,y,a) = W/r y W = Qs3(a — 1) y hemos usado fi = aQs/[axIn(va/v1)],
f2 = Q3/[ByIn(ve/vy)] y las Ecs. (1)-(3). La Ec. (5) est4 determinada en términos del
pardmetro a, las variables z, y y las constantes a, 8, v2/v1, T1, T3 y c. En el método de
AM el extremo de la Ec. (5) se obtiene por medio de P/8a = 0. Utilizando la técnica de
multiplicadores de Lagrange [6], obtenemos la ecuacién

=i\/a/ﬂ(Tl—-aT3) (6)
a(l +v/a/B) ’
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FIGURA 2. Potencia P/a del motor C-A, contra a y valores fijos de v2/v; = 16 y /B = 2. El
méximo se obtiene en a = 1.52 que da la eficiencia n = 34%.

donde el signo + se debe mantener por consistencia fisica [7]. La condicién de optimizacién
para el motor que resulta es

2
2T, (_,1+E) _a(Th +T3)C+T1 (1+E) _a T361ﬂﬂ+ cTylna _o, )
q q q q q

que es una ecuacién trascendental, donde ¢ = In(vy/vy).

La potencia de salida P presenta un méximo como se muestra en la grifica de P/a
contra a en la Fig. 2. Esta gréfica se obtuvo tomando valores fijos de la inversa de la razén
de compresién vo/vy = 16, o/B =2, T1 = 838 K, T3 = 298 K y ¢ = 3.767 de los datos
de la West Turrock (UK) Coal Fired Steam Plant, en analogia con Agrawal y Menon
(hemos usado los mismos valores para propositos de comparacién). El pico corresponde
a a = 1.52, esto da la eficiencia = 1 — 1/a = 34%, mientras que el valor observado es
n = 36%.

2.1 Optimizacion del refrigerador C-A

En este caso el pardmetro a estd dado por a = (T1 + 2)/(T3 —y) y Thww = Th + <,
T3, = T3 — y. El tiempo total T para completar el ciclo es el de la Ec. (4). Por lo tanto,
la razon de enfriamiento es

1
a aclna 1 clna’

ax ' azq By Byg

R= (8)
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Aplicando el método de AM (dR/da = 0) y multiplicadores de Lagrange, obtenemos la
ecuacion

_ \/a/ﬂ(—T]_ -I-G.Tg)
V=t /alB) o

y la condicion de optimizacion para refrigerador

Ticlna 3 aT3c LTy (1 + E) -0, (10)
q q .q

de la cual se obtiene a. Tomando los valores 77 = 316 K, 75 = 275 K, ¢ = 2.558 y la
inversa de la razén de compresion vy /v; = 16, /3 = 2 [4]. Se obtiene la grifica de R/«
contra a como se muestra en la Fig. 3. El valor de a = 3.9 que corresponde al pico se
dedujo de la Ec. (10), este valor da el coeficiente de rendimiento w = 1/(a — 1) = 0.34,
el cual no es un buen resultado si se tiene en cuenta que los valores observados de w
en refrigeradores reales son w = 0.75-1.75. Se puede observar un hecho interesante en las
Ecs. (7) y (10), éstas implican que el pardmetro a es independiente de las constantes a y 8.
Es decir, 7 y w tienen valores independientes de las conductancias a y 3 a pesar de que la
potencia de salida y la razén de enfriamiento toman diferentes valores [véanse las Ecs. (5)
y (8)]. Este comportamiento es caracteristico de las maquinas térmicas endorreversibles
de Carnot, como se muestra en la Ref. [8]. Al analizar el modelo de Gutkowicz obtenemos
los tiempos t; = 0.46 s (0.14 s) y t3 = 0.66 s (0.31 s) en la primera y segunda ramas
isotérmas para el motor (refrigerador) y t = 0.26 s (0.18 s), t4 = 0.37 s (0.09 s) en
las ramas adiabaticas, por lo que el modelo de Gutkowicz predice incorrectamente los
tiempos para el refrigerador, dado que la duracién del proceso adiabético es menor que el
isotérmico, y para el refrigerador en este modelo se tiene que ¢, es mayor que t;. Hemos
usado a = 209 J/sK para la conductancia en la isoterma superior y 1 mol de gas ideal.

3. CONCLUSIONES

La Tabla I muestra la comparacion de los resultados teéricos y los valores observados para
n y w con dos modelos diferentes para dv/dt. La razén temporal de cambio de volumen
que hemos estudiado aqui [5] fue propuesta originalmente para motores. La hipétesis de
AM de considerar esta razén temporal de cambio de volumen constante e independiente
del volumen tanto para motores como para refrigeradores, mejora el valor con respecto
a nuestro valor del coeficiente de rendimiento w, esto nos dice que la razén dv/dt para
refrigeradores debe tener una forma funcional no lineal en el volumen v, contrario a nuestra
suposicion de considerar una dependencia del volumen lineal. Por otro lado, nuestro valor
de 7 es mas préximo al observado que el de AM [4] y el de C-A [1], lo cual se debe al hecho
de haber tomado un modelo para dv/dt que tiene en cuenta la expansién y compresién
isotérmica irreversible en el ciclo.
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FIGURA 3. Razén de refrigeracién R/a del refrigerador C-A contra a con valores fijos de vz /v; = 16
y a/f = 2. El méximo se obtiene en a = 3.9 el cual da el coeficiente de rendimiento w = 0.34.

TaBLA 1. Eficiencia (1) y coeficiente de rendimiento (w) de la maquina C-A a maxima potencia de
salida y razén de enfriamiento, con dos modelos de razén temporal de volumen. Las temperaturas
y valores usados son los de la Sec. 2. Como referencia, las eficiencias de Carnot (C) y de Curzon-
Ahlborn (C-A) son, respectivamente, nc = 1 — T3/T; = 64%, nc.a = 1 — (T3/T))'? = 40%.

Modelo
Valores observados ~ Agrawal y Menon Este trabajo
G dv dv v _
Eficiencia de la planta = = cte. iy A= fi,f2
West Turrock (UK) Motor Nobs = 36% nam = 24% n = 34%
Refrigerador wobs = 0.75-1.75 w=1.27 w=0.34
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