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RESUMEN. Estudiamos el comportamiento termodindmico de un modelo de un gas en una red
con velocidades discretas en las estadisticas de Bose-Einstein, Fermi-Dirac y Boltzmann. Los
parametros del modelo son la dimensién del espacio y el nimero de velocidades permitidas. Debido
a que el nimero de velocidades es finito, el espectro de energia de una particula esti acotado
por arriba, lo que implica que la entropia no es una-funcién siempre creciente de la energia y
la temperatura puede ser negativa. Mostramos que cuando el mimero de velocidades permitidas
aumenta, el comportamiento del modelo se acerca al de un gas ideal cldsico, pero sélo en un
intervalo de temperaturas.

ABSTRACT. We study the thermodynamical behavior of a model of a lattice gas with discrete
velocities in Bose-Einstein, Fermi-Dirac and Boltzmann statistics. The parameters of the model
are the space dimension and the number of allowed velocities. Since this last number is finite, the
energy spectrum is bounded above implying that the entropy is not an always increasing function
of the energy and the temperature may therefore be negative. We show that as the number of
velocities increases, the model approaches the behavior of an ideal classical gas in a restricted
interval of temperature.

PACS: 05.90.+m

En este trabajo estudiaremos la termodinamica de equilibrio de sistemas de particulas
que se mueven con velocidades discretas en una red. Estos modelos han sido utiliza-
dos ampliamente para estudiar fenémenos fuera de equilibrio, pero las propiedades de
equilibrio no han sido estudiadas de manera sistemdtica para modelos con transporte
de energia. Si las particulas se mueven en una red en tiempos discretos, la evolucién
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temporal se puede simular en una computadora sin introducir errores y asi estudiar
flujos hidrodindmicos [1]. En los modelos que discutiremos mas adelante el espectro
de energia estd acotado por arriba, por lo que la entropia no es una funcién siem-
pre creciente de la energia y la temperatura puede ser negativa [2]. Esta es la carac-
teristica mas interesante del comportamiento termodindmico de estos modelos que con-
trasta con el intento de definir la temperatura como una cantidad proporcional a la
energia cinética media [3-5]. Ademds, las particulas del gas satisfacen una estadistica
de Fermi-Dirac.

La ecuacién de transporte de Boltzmann es una ecuacién integro-diferencial parcial no
lineal para la cual es dificil no sélo encontrar una soluciéon para un modelo cualquiera,
sino saber siquiera si existe dicha solucion y si es tnica. Por ello, es interesante proponer
modelos sencillos para los cuales se pueda resolver la ecuacién de Boltzmann. En 1911,
P. y T. Ehrenfest presentaron un modelo, conocido como viento-arbol, con particulas con
velocidades discretas con el objeto de explicar la tendencia irreversible al equilibrio [6-8].
En el modelo viento-arbol las particulas se mueven en un espacio continuo bidimensional
en cuatro direcciones mutuamente perpendiculares con la misma rapidez y no chocan
entre si, sino con dispersores cuadrados fijos cuyas diagonales son paralelas a la direccén de
movimiento. Dado que no hay interaccién entre las particulas, la ecuacién de Boltzmann es
un conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales lineales acopladas cuya solucién muestra un
relajamiento irreversible al equilibrio si las particulas se encuentran inicialmente colocadas
al azar al igual que los dispersores. Este es tal vez el primer modelo de un gas con
velocidades discretas.

Otros modelos sencillos son el de Carleman y el de McKean [9-12]. Las particulas se
mueven en una dimensién hacia la derecha o la izquierda con la misma rapidez. Cuando
dos de ellas chocan se puede invertir la velocidad de una o ambas; el niimero de particulas
se conserva (y trivialmente la energia) pero no se conserva la cantidad de movimiento.
En los dos modelos hay balance detallado pero el modelo de McKean no es simétrico.
Se puede encontrar la ecuacién de transporte pero no se conoce su solucién en el caso
general. Sin embargo, si la funcién de distribucion es homogénea, existe una solucion que
predice un relajamiento al equilibrio.

Broadwell consideré otro modelo, ttil para estudiar ondas de choque, en el cual las
particulas se mueven en un espacio tridimensional pero con rapidez 1 en las direcciones
de los ejes. En las colisiones se conserva la cantidad de movimiento y la masa, por ello las
{inicas colisiones entre dos particulas en las cuales las velocidades cambian es cuando éstas
chocan de frente. Por ejemplo, dos particulas que se mueven con velocidades opuestas en
el eje z y que se encuentran en el mismo punto, se moveran en la direccién del eje y o del
eje z después de chocar [13].

El modelo de Broadwell se puede simplificar pasando a dos dimensiones, imponiendo
una evolucién en un espacio y tiempo discretos y un principio de exclusién que prohibe
la presencia de mas de una particula en un sitio en un instante de tiempo en cada una
de las cuatro direcciones permitidas. Este modelo se conoce como el modelo HPP por
las iniciales de sus autores [14]. En este caso el espacio es una red cuadrada bidimensio-
nal, las particulas ocupan los sitios de la red y sélo se pueden mover hacia uno de los
vecinos cercanos al pasar una unidad de tiempo. La evolucién temporal se puede dividir
en dos pasos: primero las particulas avanzan hacia el sitio vecino y luego chocan si es
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que se encuentran de frente. En este modelo se conserva el niimero de particulas y la
cantidad de movimiento (como en los modelos anteriores la conservacion de la energia es
consecuencia de la conservacién del niimero de particulas). Es interesante notar que la
evolucién temporal del sistema se puede realizar localmente recorriendo todos los sitios
de la red. Dado un sitio cualquiera, nos fijamos en las particulas que se encuentran en los
cuatro sitios vecinos y que se mueven hacia dicho sitio, con ellas se construye un estado
intermedio en el sitio que da lugar el estado final después de la colisién. El principio
de exclusion es necesario para poder implementar la simulacion en una computadora
de manera eficiente, pues a cada sitio se le asigna una variable de estado formada por
un nimero de cuatro bits que corresponden a las cuatro velocidades posibles; el valor 1
(0) de un bit indica la presencia (ausencia) de una particula en la direccién asignada a
ese bit.

En el modelo FHP las particulas se mueven en una red triangular bidimensional, por
lo que cada sitio tiene seis sitios vecinos y por lo tanto estard ocupado a lo mas por
seis particulas moviéndose en direcciones distintas [15,16]. Si en este tipo de modelos
ampliamos la vecindad de cada sitio, por ejemplo incluyendo al sitio mismo y a los
siguientes vecinos cercanos, las particulas se pueden mover con distintas rapideces por
lo que se puede definir una funcion de distribucion de velocidades que depende de la
temperatura. Es decir, en cada sitio puede haber, a lo mas, una particula en reposo,
seis particulas moviéndose hacia los primeros vecinos mas cercanos con rapidez 1 y seis
particulas moviéndose hacia los segundos vecinos mas cercanos con rapidez /3.

El modelo mas sencillo con distintas rapideces consiste de una red cuadrada donde
las particulas pueden estar en reposo, o moverse hacia los primeros y segundos vecinos
mds cercanos como mostramos en la Fig. 1 [17-19]. En este modelo puede haber a lo
mas nueve particulas, una en reposo, cuatro moviéndose hacia los primeros vecinos mas
cercanos en las direcciones de los ejes con rapidez 1 y otras cuatro moviéndose hacia
los segundos vecinos més cercanos con rapidez /2. Las particulas primero avanzan a los
vecinos cercanos y después chocan entre si con la condicién de que se conserve en cada
colision el numero de particulas, la cantidad de movimiento y la energia.

En lo que sigue obtendremos el comportamiento termodinamico de una generalizacién
de este modelo en una red cualquiera en d dimensiones con particulas en reposo o movién-
dose a los primeros vecinos, segundos vecinos, etc. [20]. Para obtener las propiedades de
equilibrio no es necesario conocer la dinamica de las colisiones en detalle, basta con saber
que se conserva el nimero de particulas, la cantidad de movimiento y la energia. Debido al
principio de exclusién mencionado anteriormente, las particulas obedecen una estadistica
de Fermi-Dirac. Sin embargo, presentaremos también el comportamiento de este modelo
en las estadisticas de Boltzmann y de Bose-Einstein, la primera como punto de referencia
y la segunda dado que hay sistemas como fotones dentro de una caja (liseres) para los
cuales el espectro de energia también posee una cota superior y por lo tanto presentan
temperaturas negativas.

Proponemos un modelo en el cual las particulas se mueven en un espacio d—dimen-
sional con velocidad k = (ki,...,kq), con k; un entero entre —m y m, [ = 1,...,d.
La dimension d y el nimero m determinan las propiedades de equilibrio del modelo. El
ntimero de velocidades permitidas es (2m + 1)?. Si d = 2, m = 1 tenemos el modelo de
nueve velocidades mencionado anteriormente. Para un sistema cerrado en equilibrio con
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FIGURA 1. Ejemplo de una configuracién del modelo de nueve velocidades (d = 2,m = 1). Las
particulas en reposo se muestran como circulos abiertos, las particulas que se mueven a los primeros
vecinos més cercanos se muestran como flechas en las direcciones de los ejes y las que se mueven
a los segundos vecinos més cercanos como flechas en las direcciones diagonales.

I

N particulas y energia E, se cumple que

N=> N (1)
k

E= chNk; (2)
k

con Nk el nimero de particulas con velocidad k y
1 1
& = .2.1;2 - 5(k'{'+ oo+ k3)

la energia de una particula que se mueve con velocidad k.
Sea V el volumen de la red, o sea el niimero de sitios de ésta, y sean

N E Ny

n=T/‘, EZV’ ﬂk=v,

el niimero de ocupacién, la energia por sitio y el nimero de ocupacién en la direccion k.
En equilibrio, esperamos que nx = n si €x = € pues la velocidad media del gas es cero.
Podemos entonces agrupar los estados de acuerdo a su energia, y contar sobre ésta tultima
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con el indice i. Para hacer esto introducimos el nimero g; de velocidades con energia e;.
La conservacién del nimero de particulas y de la energia se pueden expresar ahora como

n= Zginh (3)
€= Zyifim, (4)

donde hemos usado cantidades reducidas. Como ejemplo, si d = 2, m = 1, tenemos que
€ =0, €1=%,€2=1,go=1,91=92=4-

Es un ejercicio sencillo obtener el comportamiento termodindmico del modelo en el
conjunto microcanénico. El nimero de estados accesibles Qg,, Qrp ¥y e en las estadisticas
de Boltzmann, Fermi-Dirac y Bose-Einstein son, respectivamente,

v Nk
QB. = T (5)
3 Ny!
V!
s‘zli‘D = lk] m: (6)
_ (N +V —1)!
e = 11 T Y

Definiendo la densidad de entropia s como
1

8=V

log 2,
obtenemos

Spy = — Z:Qini(log n; — 1),
:

Spp = — Zgi [n,- log n; + (1 — n;)log(1 — ni)]: (8)

1

Spg = — Zg; [n,' ngﬂ.g‘ — (1 + n;)log(l + n;)]s

]

donde hemos usado la aproximacién de Stirling. La distribucién de equilibrio {f;} se
obtiene maximizando la entropia sujeta a las constricciones (3) y (4) con el método de los
multiplicadores de Lagrange [21]. El resultado es

g, = exp(a + 7€),
Rjpp = [exp(—a - yE;) + 1]_11 (9)

flige = [exp(—a — 7€) — 1]_1.
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donde a y % son los multiplicadores de Lagrange. Al sustituir este resultado en las expre-
siones para la entropia obtenemos

8p, = —Y€E+n—an,

Spp = —7Y€ — Eg,— log(1 — n;) — an, -
i 10

Spg = —Y€+ Z gi log(1 + n;) — an.

1

Si comparamos estas expresiones con la ecuaciéon de Euler

s = fe+ P — Bun,

donde 3 es el inverso de la temperatura T y p el potencial quimico, obtenemos

o=, v =-p. (11)

Entonces, la distribucion en equilibrio estd dada por

fiip, = exp(B(p — €)),
inp = lexp(=B(s — &) + 1], (12)
Nigg = [exp(—ﬂ(,u = Ei)) - 1]—13

y la entropia se obtiene al sustituir esto ltimo en la Ec. (8). Vemos también que la presién
esta dada por

ﬂPBz=n$

ﬁPFD:_ 1'1 1—8gl,
Z;g og(1 — ) -

BPsg = Zgi log(1 + ;).

Nos interesan la entropia s, la presion P, la energia ¢ y el calor especifico ¢ como
funciones del inverso de la temperatura 3 y del niimero de ocupacion n. Para ello hay que
encontrar 1 = p(B,n) de la Ec. (3) con ayuda de las distribuciones en equilibrio (12). En
la estadistica de Boltzmann se puede encontrar el potencial quimico facilmente, mientras
que en las otras estadisticas se requiere de una solucién numérica. Dado el valor de 8 y n
se varia i hasta que la Ec. (3) se satisfaga.

Dado un nuimero de ocupacioén fijo n, la energia por sitio € estd acotada por abajo por
¢r la energia de Fermi por sitio y por arriba por €y la energia maxima por sitio. Para
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FIGuRA 2. La entropia s en las tres estadisticas como funcién de —fparam=2,n=1yd = 2.

conocer € se pone una particula en reposo, las siguientes moviéndose hacia los primeros
vecinos mas cercanos con rapidez 1 y energia 1/2 (masa = 1) y asi hasta agotar las n
particulas. El valor de €; es la suma de las energias de cada una de las particulas. El
valor de €y se encuentra colocando las primeras particulas en la direccién de los primeros
vecinos mas lejanos con rapidez mv/d y energia dm? /2, las siguientes en la direccién de
los segundos vecinos mas lejanos y asi hasta agotar las n particulas.

La entropia no puede ser una funcién siempre creciente de la energia, dado que la
densidad de energia esta acotada por arriba; es creciente para energias bajas y decreciente
para energias altas con un maximo en el valor de la energia para el cual el nimero
de estados accesibles es maximo y se presenta cuando todos los nimeros de ocupacién
son iguales. Dado que la temperatura se define como el inverso de la derivada de la
entropia respecto de la energia, ésta es positiva, infinita y negativa cuando la entropia
es creciente, alcanza su valor maximo y es decreciente, respectivamente. El inverso de la
temperatura 3 es una funciéon decreciente de la energia que no tiene una discontinuidad
como la temperatura, por lo que si tomamos a —f3 como variable independiente, ésta
resulta ser una funcién creciente de la energia y por ello adecuada para describir este tipo
de sistemas (véase Ref. [2]).

En la Fig. 2 mostramos la entropia en las tres estadisticas como funcién de —f para
m = 2,n =1yd = 2. La curva inferior corresponde a fermiones, la superior a bosones y la
de enmedio a la estadistica de Boltzmann. Para 8 = 0 la entropia asume su valor maximo
que corresponde a la igualdad de todos los niimeros de ocupacién. Las tres entropias
son aproximadamente iguales en el maximo debido a que el nimero de ocupacién por
sitio es pequefio. Si n es mayor, el orden en que aparecen las tres curvas puede cambiar,
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FIGURA 3. Grifica de AP en las tres estadisticas como funcién de —3/ param =2,n=1yd = 2.

por ejemplo, cuando n = 4 y —f tiende a oo la entropia de un sistema de fermiones es
cero pues sélo hay un estado accesible cuando cada una de las cuatro particulas tiene la
maxima energia que es m?/2. En el otro limite, cuando —f3 tiende a —oo la entropia de
Boltzmann es la que se encuentra més abajo pues sélo hay un estado accesible con las
cuatro particulas con velocidad cero, mientras que en la estadistica de Fermi el estado
base es degenerado con una particula con velocidad 0 y las otras tres moviéndose con
rapidez 1.

En la Fig. 3 mostramos B8P como funcién de —3. Para la estadistica de Boltzmann se
obtiene una recta horizontal, [Ec. (13)], por lo que esta gréifica muestra la desviacién de
la presién del gas ideal en los otros dos casos. Debido al principio de exclusién la presién
crece a energias bajas y altas para fermiones, mientras que la presién de un gas de bosones
es inferior a la presién de un gas ideal clasico.

La energia como funcién de —3 y n estd acotada por abajo y por arriba como men-
cionamos anteriormente. En las estadisticas de Boltzmann y de Fermi-Dirac cuando —/3
tiende a —oo todas las particulas ocupan el estado con velocidad 0 y cuando —/ tiende
a 0o ocupan los estado de energia permitida méxima, o sea m?/2. Entonces, la curva
de la energia tiene forma de “s” pasando suavemente de la cota inferior a la superior.
Para un gas de fermiones la energia tiene la misma forma, pero las cotas son distintas y
dependen del niimero de ocupacién n pues por el principio de exclusién sélo puede haber
una particula en cada estado.

En la Fig. 4 mostramos el potencial quimico como funcién de —3. La curva inferior
corresponde a bosones, la superior a fermiones y la de enmedio a la estadistica de Boltz-
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FIGURA 4. Gréfica de Bpu en las tres estadisticas como funcién de —B param =2, n=1,yd = 2.

mann. Notamos que en el caso de la estadistica de Bose-Einstein la cantidad Su es siempre
negativa.
El calor especifico se define como

.10
T ndT
Dado que
G ﬂ2 ae %
= 35|

Y

3ﬁ 8ﬁ /
obtenemos

(14)

B2 | MOM®? _ p()?
n M(©)
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FIGURA 5. El calor especifico ¢ en las tres estadisticas como funcién de —f param =2, n =1y
d=2

En esta ultima ecuacion

Ml(ig) = Zgifgﬁi,

:
M =" gictai(l - m),
M =Y gielni(1 + ).

En la Fig. 5 mostramos el calor especifico como funcién de —3 param =2,n =1y
d = 2. Las curva inferior correponde a fermiones, la superior a bosones y la de enmedio
a la estadistica de Bose-Einstein. El orden en que aparecen las curvas varia con m, n y
d. Podemos ver que el calor especifico tiende a cero cuando f3 tiende a +oo dado que es
imposible aumentar la energia del sistema en esos limites. Pero también ¢ = 0 cuando
g =1,

El comportamiento del calor especifico al variar m, o sea al cambiar el nimero de
velocidades permitidas, se muestra en la Fig. 6 para fermiones. En las otras dos estadisticas
se obtiene un comportamiento similar, pero un poco menos acentuado. Aumentando m,
recordamos que el niimero de velocidades permitidas es (2m + 1)4, aparece una meseta
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FIGURA 6. El calor especifico ¢ para la estadistica de Fermi-Dirac como funcién de —f para
m=2,3,4,5,10,n =1 y d = 2. La curva inferior corresponde a m = 2, la superior a m = 10.

en el calor especifico. El valor de ¢ en dicha meseta es aproximadamente d/2, donde d es
el nimero de dimensiones en las que se mueve el gas. Vemos que la meseta se alarga al
crecer m de 2 a 10. Este resultado nos indica que independientemente de la estadistica,
al aumentar el nimero de velocidades permitidas se tiende a un comportamiento de gas
ideal clasico para el cual la temperatura es proporcional a la energia, pero sélo en un
intervalo de temperatura que corresponde a una temperatura positiva y alta. Asi, queda
claro que estos modelos no pueden tratarse como gases ideales y que hay que convivir
con las consecuencias termodindmicas de la cota superior al espectro de energia, ain en
situaciones fuera de equilibrio.
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