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RESUMEN. En este trabajo se ilustra someramente el método de la raiz cuadrada a través de

cuatro sistemas fisicos libres: 1) Una particula puntual supersimética, de espin %; 2) un trompo

supersimétrico (llamado superpépetl); 3) una cuerda relativista con espin; 4) una particula puntual
supersimétrica de espin 3.

ABSTRACT. In this work the square root method is illustrated through four free physical systems:

1) A supersymmetric spin-1 point particle; 2) a supersymmetric top (called superpepetl); 3) a

relativistic string with spin; 4) a supersymmetric spin—-g- point particle.

PACS: 11.30.Pb, 04.65.+¢

1. INTRODUCCION

El método de la raiz cuadrada es un formalismo matemaético que ha jugado un papel muy
importante en el desarrollo de teorfas supersimétricas [1]. En particular, este método ha
sido muy 1til en el desarrollo de la supergravedad (2| y las supercuerdas [3]. En efecto,
se sabe que la supergravedad puede entenderse como la raiz cuadrada de la teoria de la
relatividad general [4] y que la teorfa de las supercuerdas tuvo sus origenes en la cuerda
con espin [5], la cual, a su vez, se entiende como la raiz cuadrada de una cuerda relativista
sin espin.

El método de la rafz cuadrada, originalmente descubierto por Dirac [6] en conexién
con la ecuacién de onda relativista del electrén, tiene sus fundamentos en la teoria de
Dirac de sistemas cldsicos hamiltonianos con constricciones [7] y el formalismo matematico
de variables que anticonmutan [8]. La idea central en este método, es construir nuevas
constricciones lineales en los momentos canénicos (las raices cuadradas), a partir de las
constricciones hamiltonianas cuadrdticas en tales momentos, asociadas a un sistema fisico
bosénico (descrito por variables que conmutan). La linealizacién de las constricciones
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bosénicas se logra introduciendo nuevas variables que anticonmutan. Asi, el conjunto
total de constricciones, incluyendo las nuevas y las bosénicas, deben cerrarse de acuerdo
a un 4lgebra “graduada” [9)].

El objetivo principal de este trabajo, consiste en ilustrar someramente el método de la
rafz cuadrada a través de los cuatro sistemas fisicos libres siguientes:

1. Una particula puntual supersimétrica de espin %
2. Un trompo supersimétrico (Superpépetl).
3. Una cuerda relativista con espin.

s I Y ;. 3
4. Una particula puntual supersimétrica de espin 3.

Cada uno de estos sistemas relativistas son de interés fisico al menos por una razén.
El caso (1) es relevante fisicamente porque, al cuantizar el sistema cldsico, se encuentra
que su raiz cuadrada conduce a la importante ecuacién de onda de Dirac para el electrén.
El sistema (2), el Superpépetl, combina dos conceptos diferentes de espin: el espin aso-
ciado al momento angular interno (descrito en términos de variables que conmutan) y el
espin intrinseco (descrito en términos de variables que anticonmutan). El sistema (3) jugé
histéricamente un papel muy importante en el desarrollo de la teoria de las supercuerdas.
Por 1ltimo, el sistema fisico (4) ilustra la relacién entre el espin % y la relatividad linea-
lizada y apunta al resultado de que la supergravedad es la raiz cuadrada de la gravedad.

Antes de proceder a discutir cada uno de estos ejemplos es conveniente hacer algunos
comentarios sobre el estilo de presentacién de este trabajo. Para empezar nos gustaria
aclarar que nuestra intencién en este trabajo no es discutir en todo detalle y profundidad
cada uno de los ejemplos, sino més bien mostrar lo méds brevemente posible el método
de la raiz cuadrada, esperando despertar el interés y la curiosidad del lector sobre el
tema. Con esta idea en mente hemos tratado de evitar en lo posible introducir en el
texto definiciones que por su grado de dificultad nos llevarian necesariamente a extender
substancialmente los ejemplos y el trabajo en general. En este mismo sentido no realizamos
algunos cilculos, ni explicamos algunos de los resultados. Por supuesto, nos gustaria de
antemano disculparnos con el lector por tantas omisiones. Sin embargo, pensamos que
en todo caso una vez despertado el interés del lector, él puede por su cuenta recurrir
a las fuentes originales para ver los detalles. Por ultimo, nos gustaria mencionar, para
evitar interpretaciones equivocadas, que existe un mensaje no aparente en el presente
trabajo que es el de decirle al lector algo como lo que sigue: “jHey!, mira, aqui hay un
método matemadtico que ha estado funcionando y produciendo importantes teorias como la
teoria del electrén de Dirac, supercuerdas y supergravedad. ;No te parece que seria bueno
reflexionar porqué este método ha funcionado, produciendo teorias a nivel fundamental?
aplicando dicho método, quizd ti mismo te veas motivado a descubrir una nueva teoria
fundamental”.

2. UNA PARTICULA PUNTUAL SUPERSIMETRICA DE ESPIN

El ejemplo m4s simple para ilustrar el método de la rafz cuadrada lo constituye la particula
puntual libre supersimétrica de espin %
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Antes de aplicar el método de la raiz cuadrada, se debe primero considerar el formalismo
hamiltoniano. Para el caso de una particula puntual se tiene que su movimiento puede
ser descrito por medio de las ocho variables (z#(7), P“(7)) con los indices u,v =0, 1,2, 3.
Aqui, z* representa la posicién del sistema, P” es el momento lineal canénico y 7 es
un pardmetro arbitrario tipo tiempo, usado para denotar puntos a lo largo de la linea
de universo de la particula. Ademds, se considera que su dindmica es generada por la
constriccién de primera clase

H=P‘P,+m? =0, (2.1)

donde m es una constante del movimiento que representa la masa en reposo del sistema.
Ademds, se utiliza la métrica de Minkowski 7,, = diag(—1,1,1,1) y el simbolo “x~" se
lee “débilmente igual a” , significando que H es cero, pero su paréntesis de Poisson con
otras variables canénicas no necesariamente es cero. Nétese que H es una constriccién
cuadrética en los momentos canénicos PH.

El primer paso en el procedimiento de la raiz cuadrada consiste en describir la raiz cua-
drada S de H como una constriccién lineal en los momentos canénicos P*, normalmente

S=0"P, + 6sm ~ 0. (2.2)

Aqui, 6* y 65 se consideran como variables que anticonmutan (elementos impares de un
dlgebra de Grassmann; véase la Ref. [8]) e independientes de z# y P,

Ahora, un requisito muy importante es pedir que las constricciones S y H cumplan el
dlgebra siguiente:

{5,S}=iH, {S,H}=0, {H H}=o. (2.3)

El simbolo “{ , }” representa paréntesis canénicos de Poisson generalizados definidos en
la forma

0A B _ 94 0B .0 0B 0408
oz# 0P, OP*Odx, 00+ 94, 065 965’

{4,B} = (2.4)

donde A y B son dos funciones arbitrarias de las variables canénicas.
De la definicién (2.4) de los paréntesis canénicos de Poisson (generalizados), se aprende
que los tnicos paréntesis diferentes de cero de las variables (z#, P¥) y (¥, 65) son

{a#, Py =™, {6%,6"} = in™, {05,605} =i. (2.5)

Usando esta dlgebra y las definiciones (2.1) y (2.2) para las constricciones H y S respec-
tivamente, se puede demostrar que el dlgebra (2.3) es correcta.

El 4lgebra (2.3) implica que tanto. H como S son constricciones de primera clase. Dado
que en general las constricciones de primera clase generan la dindmica de un sistema fisico,
se aprende de (2.3) que las constricciones H y S son los generadores de la dindmica de una
particula libre relativista supersimétrica de espin % Nétese que es el primer paréntesis

en (2.3) el cual sugiere llamar a S la raiz cuadrada de H.
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Después de cuantizar al sistema supersimétrico, se encuentran dos ecuaciones de onda
fundamentales: la ecuacién de Klein-Gordon de H y la ecuacién de Dirac de S. En efecto,
a un nivel cudntico H conduce a la ecuacién de Klein-Gordon

H|T) =0, (2.6)

mientras que S conduce a la ecuacién de Dirac

~

5|¥) = 0. 2.7)

3. UN TROMPO SUPERSIMETRICO: SUPERPEPETL

El concepto de trompo relativista es una extensién del concepto de particula puntual
relativista, en el sentido de que para describir el movimiento de un trompo se usan cuatro
vectores ortonormales ez‘a)(r) ademds de las coordenadas de posicién z#(r). La tétrada

e‘E‘T), considerada ligada al sistema, se usa para describir el movimiento de rotacién del
trompo. Aqui, 7 es un pardmetro arbitrario usado para denotar la posicién del sistema a
lo largo de su linea de universo y el indice («) denota el nombre de los diferentes vectores
de la tétrada.

El pepetl constituye un caso especial de trompo relativista [10]. Este sistema se distingue
de otros trompos en que su dindmica se genera por la constriccién de Regge [13]:

1 )
M= Pip 4 @EWEW +mg = 0. (3.1)
Aqui, » y mg son constantes del movimiento, P* y ¥¥ = —E"¥ son los momentos
candnices; con P* el momento lineal asociado a las coordenadas z* y ¥ el espin momento
angular interno asociado a la tetrada ei‘a). Los momentos P* y £*¥ obedecen la llamada

constriccién de Tulczyjew
HE =3#P, =0, (3.2)

la cual se puede entender como la definicién del centro de masa del sistema. Es conveniente
hacer notar que H se reduce a la constriccién H para una particula puntual cuando
el tensor de espin T*” tiende a cero. La constriccién H definida en (3.1) es de interés
fisico porque es el andlogo de la férmula de Christodolou-Ruffini para un hoyo negro sin
carga [11].

Discutiremos ahora someramente la teoria del Superpépet! [10]. La idea central en tal
teoria es aplicar el método de la raiz cuadrada a las constricciones H y H# para convertir
al sistema fisico en supersimétrico. El primer paso es escribir nuevas constricciones que
sean lineales en los momentos. La posibilidad mds simple parece ser la siguiente;

1
S = 0“Py+ 50" T+ Ismo = 0, (3.3)

S = 6P, ~ 0. (3.4)
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Aqui, 6%, " y 05 son variables que anticonmutan, independientes de las coordenadas z*,
de la tetrada ei‘a), asi como de los momentos P¥ y TH,

Para el caso del trompo relativista definimos los paréntesis candénicos de Poisson gene-
ralizados de la siguiente manera:

0A OB JA 0B dA OB
- _ pv
{4 8= ozt OP, 9P dz, e axTr grv,

1, 04 a G4 0B
+o ety —e
2 \ (@) gen(B) (8) §en(a) 32(aﬂ)

1(, 8B _, 8B\ 04
T2 @ 9en® T B) gerl@) ) B8 op

;20208  .aABD . OA O (3.5)
" 901 96, " ‘905 905 ' 00" 96, '

donde A y B son funciones arbitrarias de las variables canénicas z*, P¥, 8,,, 65, 6**, e‘(“a)
Yy Euu. Aqui, como es usual Yiap) = e‘z‘a)e'(’ﬂ)zw. Los términos que involucran z#, P,,
6, y 05 son esencialmente los mismos que para el caso de una particula puntual [véase
Ec. (2.4)]. Ciertamente los otros términos, que contienen las variables de rotacién del
trompo ef‘a) y #¥ tienen una forma no familiar. A este respecto, conviene mencionar que

es posible derivar tales términos a partir de la combinacién usual gq‘f: gﬁ gﬁ‘ gf , donde

las variables ¢, i = 1,2,...,6, son las seis componentes independlentes de la,s variables
ei‘a) (como las variables ei‘ ) satxsfacen la relacién de ortonormalidad n,u,,e(a) ( 8) = Nap) =
diag(—1,1,1,1), sélo seis componentes de e( «) SO1 independientes) y P* son los momentos

canénicos asociados a ¢'. En las Refs. [7] y [12] pueden verse los detalles de esta derivacién.
El procedimiento es similar para incluir las variables que anticonmutan 6", con los signos
apropiados (véase la Ref. [10]).

Puede demostrarse con la ayuda de los paréntesis de Poisson para las variables P y
X* que

{z#, P’} =0, {PP,P*’}=0, {P*E*}=1,

(3.6)
{2“", Eaﬂ} — Enanv}fi _ E”‘Gﬂ"a + 2143"#0! _ Eyan”ﬁ,
y con los paréntesis de Poisson (generalizados) para las variables 6#,0#" y 8s:
{6%,0"} =in", {6V,65} =0, {65,605} =1, {6",6°}=0,
(3.7)

{6%,65} =0, {6",6°} =i(ntqP — Py ),

obtenidos de (3.5), que S es una constriccién de primera clase y satisface el paréntesis de
Poisson

{S’ S} = 1Hnuevo- (38)
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Aqui,
Hnuevo = Hviejo + ‘H’, (3'9)

donde

1
H = T—29"°‘9;E#,,. (3.10)
Es importante sefialar que el hecho de que al aplicar el método de la raiz cuadrada surja
una nueva constriccién hamiltoniana no es nuevo. El modelo del superpépetl es en este
sentido similar al caso de la cuerda con espin [5] y a la supergravedad [4].

4. UNA CUERDA RELATIVISTA CON ESPIN

En esta seccion se discutird brevemente la teorfa de una cuerda libre con espin desarrollada
por Ramond [5]. Esta teoria es interesante porque histéricamente jugé un papel muy
importante en la evolucién de la teoria de las supercuerdas [3].

El movimiento de una cuerda relativista se describe a través de las coordenadas de
posicién z#(r, o), donde 7 y o son pardmetros arbitrarios; T describe puntos a lo largo de la
evolucién del sistema, mientras que ¢ denota puntos a lo largo de la cuerda. En conexién a
las coordenadas z#(, ), se puede introducir el momento canénico P* = P#(r, o) definido
como

Pt = g—i + %, (41)
donde L es el lagrangiano de Nambi [3] y
H = %, 't = %.
Ademds, P#(r, o) satisface el paréntesis de Poisson
{P¥(0),P*(d")} = n‘”’%é(a -a'). (4.2)

Es importante mencionar que este paréntesis de Poisson puede ser obtenido a partir de
la siguiente definicién de paréntesis de Poisson generalizado:

{4,B} = / “ (5:6#(0) 6Pu(0)  6P#(0) éz,(0)

(4.3)

L 6A 6B . 6A 6B
804(c) 60,(0) ' 605(c) 605(c) )’
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donde P, = AL/3i*. Para ver los detalles de cémo a partir de (4.3) se obtiene (4.2)
sugerimos al lector consultar la Ref. [3].

Ramond [5] generaliza la constriccién H para una particula puntual, dada en (2.1), en
la forma

H = PH(0)Pu(0) + m? = 0; (4.4)
y escribe la raiz cuadrada S de H como
S = 0*(0)Pu(0) + 05(c)m = 0. (4.5)

Aqui 0#(0) y 05(c) son variables que anticonmutan, independientes de z#(r, ) y P#(7,0).
Ademds, 6#(7,0) y 05(7, o) satisfacen el dlgebra

{6#(0),6"(0")} = in**6(c — o), {05(0),05(0")} = ib(c — o). (4.6)

Por supuesto, esta algebra puede ser derivada a partir de los paréntesis canénicos de
Poisson generalizados [Ec. (4.3)]. Usando (4.2) y (4.6) uno puede demostrar el resultado

{SsS} = T:H’, (47)

donde
H =H+ Lioh(0)-L8,(0) (4.8)
= 27' do * ’

es una constriccién hamiltoniana nueva. En la Ref. [5] se muestra que la expansién de
Fourier de las constricciones S y H' conduce a constricciones que dan lugar a un 4lgebra
que se cierra.

5. UNA PARTICULA PUNTUAL SUPERSIMETRICA DE ESPIN %

La teoria clasica de una particula puntual supersimétrica de espin % ha sido recientemente
desarrollada por los autores del presente trabajo [13]. En efecto, aplicando el método de
la raiz cuadrada, en forma similar a los casos anteriores, a la teoria de la supergravedad
linealizada es posible obtener este resultado. Sorprendentemente, suponiendo que sélo
se conociera la ecuacién de Rarita-Schwinger, con el método que a continuacién expon-
dremos podrian haberse descubierto las ecuaciones de gravedad linealizada e inferir la
supergravedad en su forma candnica.

Siguiendo en forma paralela las ideas para los casos anteriores, permitasenos primero
considerar las ecuaciones de la supergravedad linealizada:

0uduhg — 80, hua — 8°Ouhua + 0 Oahyy — MO 0ahly + 1 0°Phag =0 (5.1)
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Py, 8,V = 0, (5.2)

donde 9, = 3/0z*. En estas ecuaciones de campo, h,, estd relacionada con el tensor
métrico g,, en la forma usual g, = Ny + by y Y5 es el campo de Rarita-Schwinger que
describe particulas de espin %

Usualmente las Ecs. (5.1) y (5.2) se simplifican fijando las condiciones de norma. Por
ejemplo, (5.1) se puede simplificar si se considera la norma 3*h,, = 0. Sin embargo,
en nuestro caso no queremos fijar ninguna norma, sino mas bien tratar de obtener los
operadores apropiados actuando sobre h,, y ¥3. A primera vista, considerando que la
Ec. (5.1) tiene demasiados términos con derivadas de h,, pareciera, una tarea imposible.
Sin embargo, esta idea puede lograrse introduciendo apropiadamente en la Ec. (5.1) deltas
de Kronecker. )

En efecto, definiendo P, = —id, no es dificil ver que las ecuaciones de campo (5.1)
y (5.2) pueden escribirse en la forma

Hohap =10 (5.3)

y
S5 =0, (5.4)

donde
HEE = unPPAP) — 6388 PP,

— N PoPP — *P B, P, + 62PPP, + 62 PPP,, (5.5)

y
S = VBl Py, (5.6)

A 1
con 6, = (3) 775 Vu- . .
La idea ahora es pensar en los operadores ’Hfff y S"* como constricciones clasicas
Hf,‘f =0y S** =0, donde
HEE = nun*P PP, — 6260 P Py

— N P*PP — 9*PP,P, + §5PPP, + 63 P°P, (5.7)

She = ehvhg, Py, (5.8)
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Utilizando los paréntesis generalizados de Poisson {P,, P,} =0, {P,,0,} =0y {6,,6,} =
1My, los cuales pueden ser obtenidos a partir de la definicién (2.4), se puede demostrar
que Hﬂf y Sk satisfacen el dlgebra

{83,580} =ingd, (5.9)
o R (5.10)
{Hi, Ho3} = 0. (5.11)

Esta dlgebra demuestra que S; y Hﬁf son constricciones de primera clase. Ademds, se ve
de (5.9) que S** puede pensarse como la raiz cuadrada de ’Hfjf .

6. COMENTARIOS FINALES

En este trabajo se ilustré brevemente el procedimiento de la raiz cuadrada a través de
cuatro ejemplos: (1) una particula puntual supersimétrica de espin %; (2) un trompo
relativista; (3) una cuerda con espin y (4) una particula puntual supersimétrica de espin %
La idea central en este trabajo fue mostrar l» utilidad del método de la raiz cuadrada
para convertir, a un nivel cldsico, sistemas Losénicos en sistemas supersimétricos.

Nosotros pensamos que el material presentado en este articulo puede servir como mo-
tivacién para eventualmente desarrollar un trabajo mds completo sobre el tema. Incluso
pensamos que un libro seria lo mds adecuado para presentar en todo detalle y profundidad
los ejemplos discutidos aqui (y quiz4 otros ejemplos).

Creemos, ademds, que el método de la rafz cuadrada brinda la oportunidad no sélo
de realizar revisiones a nivel de ensefianza sino también de realizar investigaciones tanto
desde un punto de vista matemédtico como fisico. Por ejemplo, matemdticamente el método
podria hacerse riguroso para de esa manera encontrar ciertos teoremas que permitan saber
de antemano cudndo puede ser aplicado dicho método. Mientras que desde un punto de
vista fisico queda por aclarar el porqué el método funciona realmente en concordancia con
aspectos tedricos y en algunos casos con la naturaleza misma.
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