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RESUMEN. Se construyeron los desarrollos arménicos del potencial de Coulomb en coordenadas
cilindricas circulares, parabdlicas y esferoidales tanto prolatas como oblatas, como alternativas
al bien conocido desarrollo multipolar con coordenadas esféricas. Estos desarrollos son itiles y
necesarios en el estudio de sistemas fisicos con las simetrias y condiciones de frontera asociadas a
las geometrias de las coordenadas respectivas.

ABSTRACT. We construct the harmonic expansions of Coulomb’s potential in circular cylindrical,
parabolic, and both prolate and oblate spheroidal coordinates, as alternatives to the well-known
multipolar expansion in spherical coordinates. These expansions are useful and necessary in the
study of physical systems possessing symmetries and satisfying boundary conditions associated
with the geometries of the respective coordinates.

PACS: 41.10.Dq; 41.70.+t

1. INTRODUCCION

El desarrollo multipolar del potencial de Coulomb en coordenadas esféricas es bien co-
nocido y ampliamente utilizado [1-4]. Entre sus propiedades matematicas [5] se puede
mencionar que dicho potencial es la funcion generadora de los polinomios de Legendre, y
que su invariancia bajo rotaciones conduce al teorema de la adicién para los arménicos
esféricos; ademads, los armonicos esféricos constituyen una base completa de funciones
ortonormales. Los significados de cada uno de los términos del desarrollo multipolar y de
las discontinuidades de sus gradientes al pasar el punto campo de dentro hacia afuera de
la esfera del punto fuente, han sido explicados desde el punto de vista de la electrostitica,
sobre la base de la relacion univoca entre fuentes y campos de una misma multipolari-
dad [6]. En cilculos de fisica atémica la repulsién coulombiana electrén-electrén ha sido
incorporada a través de dicho desarrollo multipolar [7].

*En ano sabatico del Instituto de Fisica de la UNAM.
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En este trabajo se construyen de manera sistematica los desarrollos arménicos del
potencial de Coulomb en coordenadas cilindricas circulares, parabdlicas y esferoidales
tanto prolatas como oblatas. La motivacién general de estos desarrollos alternativos al
desarrollo multipolar es el estudio de sistemas fisicos que no poseen la simetria esférica
sino simetrias asociadas a las geometrias de las otras coordenadas. En consecuencia, en la
Sec. 2 se presentan las ecuaciones de transformacion de las coordenadas bajo consideracion
a coordenadas cartesianas; se calculan los vectores de desplazamiento determinando asi los
vectores unitarios y los factores de escala asociados en las coordenadas cuvilineas. A partir
de esos factores se escriben el operador laplaciano, asi como las ecuaciones de Laplace y
de Poisson; se lleva a cabo la separacién de la ecuacién de Laplace y se identifican sus
soluciones que son las funciones arménicas en las coordenadas respectivas; y se construyen
las soluciones de la ecuacién de Poisson para la fuente puntual, que son desde luego el
potencial de Coulomb o la funcién de Green, como desarrollos de las funciones arménicas.
El método utilizado se basa en los desarrollos arménicos tanto del potencial como de la
fuente y se ilustra explicitamente para coordenadas cilindricas circulares en la Ref. [4].
En la Sec. 3 se calculan las componentes arménicas del campo de intensidad eléctrica y
de la distribucién de carga. Finalmente, en la Sec. 4 se sefialan algunos puntos de interés
didéctico y se mencionan algunos problemas fisicos que ilustran la utilidad y necesidad
de estos desarrollos en los analisis cuantitativos correspondientes.

2. DESARROLLOS ARMONICOS DEL POTENCIAL COULOMBIANO

Los desarrollos arménicos del potencial coulombiano [1-4] corresponden a las soluciones
de la ecuacion de Poisson para una fuente puntual,

ViG(F,7') = —4mé(F — '), (1)

como superposiciones de las funciones arménicas que son soluciones de la ecuacion de
Laplace

Vi4(7) = 0. (2)

Es claro que para puntos campo diferentes del punto fuente (¥ # 7'), la Ec. (1) coincide
con la Ec. (2), lo cual justifica el poder construir tales desarrollos arménicos. Adicional-
mente, la solucién de la Ec. (1) requiere la integracién explicita alrededor del punto fuente
7 = 7', para determinar el peso de cada una de las funciones arménicas que se superponen.
A continuacién se construyen explicitamente los desarrollos arménicos del potencial cou-
lombiano en coordenadas a) cilindricas circulares, b) parabélicas, c) esferoidales prolatas
y d) esferoidales oblatas.

El punto de partida son las ecuaciones de transformacién de las coordenadas curvilineas
a) (0<p<o0,0<p<2m—0<2<00),b)(0<€<00,0<n<00,p),c)(l<AL
00,-1<p<1,p)yd) (0<o<o00,—1<7<1,¢p) a las coordenadas cartesianas [5]:

T = pcos, y = psen g, =4 (3a)
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z=E€ncosp, y=Enseny, z=(—1%)/% (3b)
= c\/(/\2 —1)(1 = pu?) cos e, #fi= c\/(A2 —1)(1 — p?) seng, t=cAl;  (3¢)

z=cy/(02 +1)(1 - 72) cos p, y=cy/(a2 +1)(1 —72)sen, z=cor. (3d)

Estas ecuaciones de transformacién permiten calcular el vector de desplazamiento dife-
rencial:

dr = (icosp + jsen)dp + (—isenp + jcos p)pdyp + kdz (4a)
= [(icosgp + jsen@)n + I::f] dé + [(icosgp+jsen<,a)£ - lE'q] dn

+ (—isen@ + jcosp)éndp (4b)

l A1 —pu?

icos + jsen +ic cdA
(icose +j w)m i

2 _ ~
EYAT -1

V91— p?

+ (—isen¢p + jeosp)cy/(A2 — 1)(1 — p2) dyp (4c)

cdu

+ |:—(icos<p+jsenrp)

oVl—-1%2 .
= |(icosp + jsen ¢)———— + k7| cdo
[( pehiseng)—mes ]

Vo2 «
+ [—(iccosgp+jsenr,p)%/_-l-§.1 + kcr] cdr
-7

+ (—isenp + jeosp)ey/ (02 +1)(1 — 72) dop. (4d)

En cada caso se identifican los vectores unitarios y los factores de escala asociados a las
coordenadas respectivas

p =1cosp + jsenp, @ = —iseny + jcos @, kzis,}
' (5a)

h;=1, be.=:p, by =1
g Ptk jo Bk
v+ Vi (5b)

he = v/ & + 02 = hy, hy = &n;
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A=

PAV1 — p? + kp/AT =1 g —ppV AT =1 + kA1 — p2 .
f——/\g_#2 ¥ - .\/Az_“2 b} (P_(P!

22— N —
hy = ¢4/ SVEEH hy = C\/ T hy = cy/(A% — 1)(1 — p2);

(5¢)
&_ﬁaw/l—_1'2+§:1'\/02+1 f__—frr\/a’+1+§:m/1_——r7 "
1/0-2+7-2 ! - ‘\/0'2+T2 ’ =@, ( d)
5

hy =C\/"a—_2—'+—1'—, h-r-——-C\ —1":—2", h¢=6\m'2+1)(1—1'2).

Noétese la ortogonalidad de los vectores de cada triada y las conexiones entre los vectores de
los diferentes sistemas de coordenadas; en particular, la coordenada azimutal ¢ y el vector
unitario asociado ¢ son comunes a todos los sistemas. Una vez conocidos los factores de
escala el operador laplaciano se puede escribir en la forma general [5]

1 9 (hahs 0 0 (hihy 0 0 [ hihy O
. P - 54 o Vs e § et L
hihyhs [391 ( h1 3411) * 0qz ( ha 3‘12) ¥ 03 ( h3 3‘.’3)] ©)

Entonces la ecuacion de Laplace toma las siguientes formas especificas para cada sistema
de coordenadas:

19 8 18 &
[i_’B_Ppa_p v apgt @] é(pyp,2) =0, (6a)

1 (19,9 19 d\ 1 &
e (e omnan) i | e =0 )

1 a o 0 8
= (0 - v+ -0
1 ?
.{.(22(A2 — ])(] i p‘2) 3¢2] ¢(A:.“>‘P) = 0, (6(‘.)

1 d a a 3]
[7;:“*) (a—a“’z* D3z * 31 -‘T”)g)

1 1 &*
c2(0?2 +1)(1 — 72) dp?

También la densidad de carga para la fuente puntual en la ecuacién de Poisson [Ec. (1)]
toma la carga general [5]

] ¢(o,7,) =0. (6d)

S 1
§(F—7")= mé(‘h —q1)8(q2 — ¢2)6(g3 — g3), (7)
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reconociéndose que hjhah; es el Jacobiano de las transformaciones de coordenadas
[Ecs. (3)]. Sus formas especificas son las siguientes:

67~ 7') = 6o~ P8l - ¢)5(z - ) (7a)
1 / ! !

= @€~ - n)sle - ) (7b)

= =m0~ )6l - W)ele - @) (7¢)

=§§%?ﬁﬁ@-fﬁﬁ—fww-¢i (7d)

La ecuacién de Laplace en las coordenadas bajo estudio [Ecs. (6a—d)] es separable y admite
soluciones factorizables:

é(p, ¢, z) = R(p)®(¢)Z(2), (8a)
#(&;m, ) = E()H(n)2(9), (8b)
$(A, 1, ) = AA)M (1) ®(), (8c)
¢(0,7,9) = Z(0)T(7)2(p)- (8d)

El factor ®(¢) es comiin a los cuatro casos y es eigenfuncion del operador correspondiente
en el Laplaciano:

d*® 9
R_(p? = -m“P. (9)
Su forma explicita es
eimga
¢4w=¢ﬂ, (10)

donde la constante de separaciéon queda restringida a los valores m = 0,+1,+2... para
asegurar que la funcién es univaluada. Se reconoce que las eigenfunciones de la Ec. (10)
constituyen un conjunto completo

i e—im¢' gimy :
=b(p—¢) (11)
. V2m 27
de funciones ortonormales
I T it 2
= et 1
; Y - (12)

que es simplemente una base de Fourier [5].
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Los otros factores de las Ecs. (8a—d) son soluciones de las ecuaciones diferenciales
ordinarias que resultan de la separacién de las Ecs. (6a—d) y que también son ecuaciones
de eigenvalores:

1d d m? .
[; dtis p_g] R(p) = k*R(p), (9ai)
& ) i}
T32(2) = -k 2(2); (9aii)
1d d m? e . ,
Xy 5—2] 2(§) = k*Z(8), (9bi)
1d d m? 2 ) ..
[Eﬁﬂd—n = ?jl H(n) = —k"H(n); (9bii)
d d m?
[g/-\-()\z = 1)5 — ﬁ] A(A) = (€4 1)A(N), (9ci)
d d m?
[@(1 = p’)g; =g #2] M(p) = —L(L+1)M (n); (9cii)
sl o s =t di
e+ g + g | B0) = (4 1), (odi)
2
di’!r(l - 1—2)% —r T'ﬂ:l T(r) = =+ 1)T(7); (9dii)

donde k% y £(€ + 1) son las constantes de separacién. Se reconocen las formas comunes
de las Ecs. (9aii) y (9); (9ai), (9bi) y (9bii); y (9ci), (9cii), (9di) y (9dii); asi como sus
diferencias en los respectivos dominios de definicién y los signos de las constantes de
separacion.

Las soluciones respectivas se identifican como funciones exponenciales, de Bessel y de
Legendre [5]. Sus formas explicitas son las siguientes:

R(p) = amIm(kp) + b Km(kp), (10ai)
Z(2) = a(k)e** + b(k)e**; (10aii)
E(€) = araIm(KE) + 0, K (K€), (10bi)
H(n) = apJm(kn) + b, Nm (kn); (10bii)
A(A) = aeP(A) + 6eQF (A), (10ci)

M(p) = ey P (1) + Q7 (1); (10cii)
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S(0) = ¢} P{"(io) + BQF (io), (10di)
T(r) = af' P (r) + B/ QF(7); (10dii)

donde J,, y Ny, son las funciones de Bessel ordinarias, I,, y K, las funciones de Bessel
modificadas, y P;" y Q7' las funciones de Legendre. Mientras las funciones J, son bien
comportadas en todo su dominio de definicion, las funciones N, son divergentes cuando
su argumento tiende a cero; por otra parte, las funciones I,,, son regulares en el origen y
divergentes al infinito, y las funciones K, son divergentes en el origen y tienden a cero
cuando su argumento tiende a infinito; y a su vez las funciones de Legendre P;" son finitas
en el intervalo [—1,1] s6lo si £ =0,1,2,3,... y son divergentes al infinito, y las funciones
Q7" son divergentes en %1 y tienden a cero al infinito. En las Ecs. (10bii), (10cii) y (10dii)
se excluyen las soluciones divergentes tomando los coeficientes respectivos by, b, y b}’
como cero, asegurandose asi el buen comportamiento de las soluciones en los domlmos
completos respectivos.

Las funciones oscilantes de las Ecs. (10aii), (10bii), (10cii) y (10dii) también constituyen
conjuntos completos

oo e-—tkz tkz ,
\/51-:' v =§(z - 2'), (11a)
/ mkdk T (k') T (k) = ‘5(’7??;”'), (11b)
oo £
DD Yould's @) em(ps0) = 6(n — 1)é(p — &), (11c)
=0 m=—¢
o £
30 Vil ) Wem(r,0) = 8( — 7)8(1 — ), (11d)
=0 m=—¢

de funciones ortonormales

00 e-—ik’z eikz

dz —— = §(k - k'), 12
2 = B ) (12a)
* 6(k — k'
[ anannyaniny = 2EE), (12b)
0
1 2k
/ dp / A Yirr (11 0) Yem (15 0) = brebmim, (12¢)
—1 0

1 2k
/ d‘r] do Yy, (T, 0)Yem(T, ¢) = beebmrm.- (12d)
-1
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En las Ecs. (11c-d) y (12c—d) se usan los arménicos esferoidales prolatos y oblatos, res-
pectivamente, definidos como los productos normalizados de los polinomios de Legendre
de las Ecs. (10c—d) y las funciones azimutales de la Ec. (10), en analogia completa con
los arménicos esféricos [5).

Las soluciones de la ecuacién de Poisson [Ec. (1)] se pueden escribir como desarrollos
de funciones arménicas en las coordenadas respectivas:

eim(e—¢') gik(z—2")
G, ) = Z / dk gm(kp, k') - (13a)
eim(v—¢')
= 2 f dk g (KE, k€'Y I (k') ——— (13b)
oo £
=3 ) 9N )Y (s @) Yem(k, ) (13¢)
£=0 m=—¢
oo £
=Y D 90,0 )i (T, ¢ Yem(T, 0. (13d)
€=0 m=—¢

Los “coeficientes” g de estos desarrollos se determinan sustituyendo las Ecs. (13) en la
Ec. (1), usando las formas respectivas del operador laplaciano [Ecs. (6)] y de las deltas
de Dirac [Ecs. (7) y (11)] y la independencia lineal de las funciones base. Las ecuaciones
diferenciales ordinarias que deben satisfacer esos “coeficientes” son, respectivamente,

[;%pfﬁ - kﬁ] gm(kp, k) = —4WL”;L'), (142)
[%(,\2 gL % e+ 1)] e N) = -Tsa-x),  (149)
[%(az P e -l 1)] w00 =~ Lo -o).  (14d)

Los miembros derechos de las Ecs. (14a—d) son nulos en los puntos campo diferentes del
punto fuente, de modo que las soluciones g deben ser de las formas de las Ecs. (10ai),
(10bi), (10ci) y (10di), respectivamente. La simetria de la funcién de Green y de la den-
sidad de la fuente bajo el intercambio de los puntos campo y fuente, y el buen compor-
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tamiento del potencial coulombiano al origen y al infinito restringen las soluciones a las
formas

AmKm(kp')Im(kp), 0<p<p’
gm(kp, kP’) = { ’ , (15a)
AmIm(kp')Km(kp), p' < p < o0;

A Km (k€' ) Im(KE), 0<E<E,
gm (K€, kE') = { (15b)
A I (k) K (KE), € < € < 00;

AQP(N)PP(N), 1<A< N,
g, Xy =9 e (15¢)
AP (N)QT(N), N <A< oo

HNymy: I m (- /
Q¢ (i0") P (ig), 0< o<,
ge(0,0') = { ‘ (15d)

AP (i0")Q7 (i0), o <o < .

La continuidad de cada componente arménica del potencial, cuando el punto campo
pasa por el punto fuente, también queda asegurada con la seleccién de los coeficientes en
las Ecs. (15a-d). La determinacién de los coeficientes A en estas ecuaciones sigue de la
integracion de las Ecs. (14a—d) alrededor del punto fuente, obteniéndose

Amkp [In(kp') K’ (kp') = Km(kp') L (kp')] = —4m, (16a)

AL k€' [In (KE') K" (KE') — Ko (k€)1 (kE")] = —4, (16b)

AN - 1) [PP(N)QP(N) - QPE(N)] = -, (16¢)
ALi(o™ + 1) [PP(io) QP (i0") — QF(ic") P (i0")] = _‘%”. (16d)

Se reconoce que las cantidades en los corchetes de las Ecs. (16a,b) y (16c,d) son los
wronskianos de las funciones modificadas de Bessel y de las funciones de Legendre, res-
pectivamente [5]; sus valores son —1/z y 1/(1 — 22).

Como conclusién de esta seccién, las formas explicitas del potencial coulombiano, en
las respectivas coordenadas y sus desarrollos arménicos obtenidos de la combinacién de
las Ecs. (13), (15) y (16), son:

1
[p? + p’? = 2pp’ cos(p — ') + (2 — 2')2]1/2

1 (= <] o0 ) )
= = im(e—¢') jik(z—2z')
= > /mdem(kp<)Km(kp>)e e (17a)

m=-oco " ~
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(€20 + €20 — 26"y cos(p — ') + 3(€ — n* — €2 +0%)?] 72

=1 Z / dk kI (k€<) Ko (k€S ) Tm(kn') Jm(kn)e™#=#")  (17b)

m=—00

[A24 p2 432 4 p% =2 — 2/( = 1)(1 — p2)(V? — 1)(1 — p%) cos(p — )] /*

oo !4
=41 Y PPOAJQPOS) Yo, ) Yem(,9)  (17¢)

€=0 m=-¢

(2 =724 0% =77 +2-2/(F + 1)(1 - 75)(0” + 1)(1 - %) cos(p — )] /"

fe o)

{4
=47y Y PPi0<)Q7(i05) Y (T, ) Yem(T, ). (17d)

=0 m=~¢

En analogia con el desarrollo multipolar se puede afirmar que el potencial coulombiano
es la funcién generadora de a) la base de Fourier en ¢ y 2, b) la base de Bessel Fourier
en 7y @, c) los arménicos esferoidales prolatos, y d) los arménicos esferoidales oblatos.
El papel de 'rf< /ri‘*’l en el caso esférico lo juegan las funciones de Bessel modificadas en
los casos a) y b), y las funciones de Legendre en los casos c) y d).

3. DESARROLLOS ARMONICOS DEL CAMPO DE INTENSIDAD ELECTRICA Y DE LA DISTRI-
BUCION DE CARGA

El campo de intensidad eléctrica se puede calcular como el negativo del gradiente del
potencial electrostatico [1-4]

E(®) = -V() (18)
usando la forma general del operador de gradiente [5]

- ., 0 ., 90 . 0

V=2 +é +é 3 19
. h18q1 . hgath 3 h36q;». ( )

De las formas especificas de este operador, obtenidas con la ayuda de las Ecs. (5a-d) y del
potencial [Ecs. (17a-d)], se obtienen los desarrollos arménicos del campo de intensidad
eléctrica por dentro y por fuera en las diferentes coordenadas:

E(p<pip2)=—= Zf dk Km (kp){pkf' (kp)

m——oo

(@z + k!,k) m(kp)}eim(:p_,p‘)eik(z—zl), (183_)
p
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E(p>p,p,2) — Z f dkfm(kp){PkK’ (kp)

m——oo

+ (? + éik) Km(kp)}eim(ﬁo—v')eik(z—z'), (183.')

E(<¢€,n,9)=-2 2 f dk kK (k') Jon (k') m(#=#")

m=—00

A

£ .. ,
{ mkf (kE)Jm(kn)Hm(kf)[ kam(k m+2 = Jm(kn)]}, (18b)

E(>¢€,n¢)=-2 Z f dk kI, (kE') T (kn')e™e=#")

m=—o00

é ’ ‘ j @ )
{ ka (k&)Jm(kn)+Km(k£)[ ka m(kn) + 5 Jm(kn)]}, (18b")

(o] £
BO <X, 9) = =23 3 QuN)¥inlts¢)

£=0 m=-¢
AT o mo [ AV/L=# D gim
{ oL rron+proy | B2 s —| inti), (130
oo £
BO> Xoig) = =253 3 PPO¥an (o)
=0 m=—¢
WIT iy orn [BVIZR 9 ¢im } ,
(o ooy B b B W, )

Bo<omp)=-2 3 S QP Yinr, o)

£=0 m=—¢

vl P+ ™ (i0)i+ P (io tVi-1? 9 pim :I}
{81/52—_{_ P (ia)i+ Py ( )[ma’. C\/(0'2+1)(1—T2) Yem (7, ), (18d)
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Bo>d',mp) = -2 Z Z PP(io!) V(7 ')

£=0 m=—¢
veol+1 m Fvl-7% 0 pim p
{E—ﬁ ¢ o)i+Qs (w)[ m37+c\/(02 T0(1-12) }th(r’ ol LB

De la comparacién de los miembros de cada par de Ecs. (18a—d) se reconoce que el campo
de intensidad eléctrica en el interior y el exterior de a) el cilindro p = p/, b) el paraboloide
€ = ¢, c) el esferoide prolato A = X, y d) el esferoide oblato o = o', tiene componentes
arménicas normales discontinuas y tangenciales continuas. Las discontinuidades resultan
proporcionales al wronskiano de las funciones respectivas. De acuerdo con la ley de Gauss
las discontinuidades en las componentes normales corresponden a densidades superficiales
de carga [1-4]:

o 1 g ..
o(p,2) = p- —[E(p = ps,9,2) — E(p = p-, ¢, 2)]
4m
urn(cp-—cp ) eik(z—2")

—_Z/ 2

m=—00

_ =g, _ .
=0 —2)); (20a)

olm¢) =& - [Bl€ = &m0,2) — E€ = €L,1,0)]

1 em(v—v')
- T D - f dk k) o)

_ b(n—1") 8¢ —¢) (20b)

S Verre e

a(#’! (P) A= [E(’\ ’\+'r Hy 90) - E-‘.(/\ = )"—: K,y 99)]

1 oo [ 4

T2 VO — )N — ;m;tl’cm(u y ) Yem (12, )

__bp—p)p—¢)
" oo - e 1) 0
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1 - -
o(r,p)=20- In [E(a =o4,1,9)—E(@c=0",7, <p)]

oo £

1
— Y‘ l’ ] Ym T,

_ _br=m)se=¢) -
c2y/(a"” +72)(0"% +1)

La comparacién de las Ecs. (20a—d) y (17a-d) permite reconocer la correspondencia
univoca entre las componentes arménicas de la fuente y el potencial para cada geometria.
Las Ecs. (20a-d) también muestran que aunque cada componente arménica de la fuente
esta distribuida sobre toda la superficie respectiva, la superposicién de tales componentes
reproduce la distribucién puntual de la fuente. Aqui cabe destacar la generalidad y unidad
de estas relaciones, que en la Ref. [6] se estudiaron para el caso esférico.

4., DISCUSION

En las Secs. 2 y 3 se llevé a cabo la construccién explicita de los desarrollos arménicos
del potencial de Coulomb, [Ecs. (17a—d)], de la intensidad de campo eléctrico [Ecs. (18a-
d)] y de la distribucién de carga [Ecs. (20a-d)], en las geometrias cilindrica circular,
parabdlica, esferoidal prolata y esferoidal oblata, respectivamente. Este problema y sus
soluciones pueden ser de interés para profesores y estudiantes de electromagnetismo y de
métodos matematicos de la fisica en los niveles avanzado de licenciatura y de posgrado.
Los parrafos de conclusién de las Secs. 2 y 3 destacan el paralelismo y las propiedades
comunes de los desarrollos estudiados en el presente trabajo con los del bien conocido
desarrollo multipolar en coordenadas esféricas al que se aludi6 en el parrafo inicial de la
Sec. 1. El presente estudio se ha limitado al caso de la electrostatica, pero ficilmente se
puede extender y adaptar al caso de la magnetostética, para lo cual la Ref. [6] resulta
apropiada.

Para ilustrar la utilidad y necesidad de los desarrollos obtenidos en este trabajo se
consideran a continuacion algunos problemas de electrostéatica y de fisica atémica.

En electrostatica es importante recordar que, conocida la funcién de Green, se puede
aplicar el principio de superposicién para construir el potencial debido a cualquier dis-
tribucién de cargas [1-4]. En particular, los desarrollos de la funcién de Green de las
Ecs. (17a-d) facilitan el cdlculo de potenciales asociados a distribuciones de cargas en
volimenes delimitados por superficies definidas por valores constantes de las coordenadas
respectivas. También es posible analizar cualquier distribucién de carga y su potencial
en términos de sus contribuciones arménicas en los respectivos sistemas de coordenadas;
segun sea la distribucién, uno de los desarrollos puede resultar mas apropiado que los otros.
Es instructivo estudiar las caracteristicas de los términos armdnicos més bajos correspon-
dientes a m = 0,%1,+2,... de los diferentes casos para decidir cudles pueden contribuir
de manera mas importante en diferentes situaciones. Por otra parte, los desarrollos ya
obtenidos se pueden adaptar para construir funciones de Green en volimenes delimitados
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por superficies definidas por valores constantes de alguna(s) de las coordenadas, y que
incorporen las condiciones de frontera seleccionadas. Esto amplia desde luego el ntimero
de posibles aplicaciones.

Ya se menciond en la Introduccién que en los cilculos atémicos la repulsién coulombiana
entre electrones se toma en cuenta a través del desarrollo multipolar en coordenadas
esféricas [7]. Sin embargo, ésta no es la tiinica opcién, como se reconoce al recordar que el
atomo de hidrogeno tiene eigenfunciones separables no solamente en coordenadas esféricas
sino también en coordenadas parabélicas y esferoidales prolatas [8]. El estudio de atomos
con varios electrones basado en funciones hidrogenoides en estas dos tltimas coordenadas
es natural hacerlo con los desarrollos de las Ecs. (17b) y (17c¢), respectivamente. En el
estudio de atomos confinados, la forma de las fronteras del volumen de confinamiento
determina las coordenadas en que conviene trabajar. Ha sido precisamente dentro de este
tipo de estudios que encontramos la necesidad de los desarrollos construidos en el presente
articulo.
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