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RESUMEN. La formulacién de la mecdnica cudntica en términos de las integrales de trayectoria en
la aproximacién WKB (o cuasi-cldsica) proporciona una herramienta muy iitil para relacionar los
sistemas cldsicos (sean o no caéticos) con sus andlogos cuédnticos. En este trabajo se utiliza este
enfoque para encontrar los eigenvalores y las eigenfunciones de la energia del péndulo cudntico y
se compara con los eigenvalores obtenidos mediante el método ordinario de WKB. El método que
se emplea en este trabajo fue desarrollado por Gutzwiller, siendo una de sus caracteristicas la de
poder usarse en el estudio tanto de problemas integrables como aquellos que presentan caos.

ABSTRACT. The path integral formulation of quantum mechanics in the WKB approximation
(quasi-classical) gives to us a useful tool to relate the classical systems (with or without chaos)
with its quantum analogs. We use this point of view to compute the eigenfunctions and energy
eigenvalues for the quantum pendulum comparing with those obtained with the standard WKB
approximation. The method that we employed in this work was developed mainly by Gutzwiller,
and one of its main features is that this method can be used in integrable and no integrable
problems.

PACS:03.65.-w; 03.65.5q

1. INTRODUCCION

Condon [1] fue el primero en resolver el problema del péndulo cudntico en la década
de los veintes. Una discusién detallada sobre este problema se encuentra en el articulo
de Pradhan [2]. La ecuacién de Schrédinger para este problema se puede resolver en
forma exacta, reduciéndose a la ecuacién de Mathieu. Khare (3] estudié el problema en
la aproximacién del WKB ordinario y encontré que los eigenvalores de la energia estdn
dados en términos de ecuaciones elipticas, mientras que los exactos estdn determinados
por los valores caracteristicos de la ecuacién de Mathieu.

Un punto ain no resuelto completamente en el problema del péndulo cudntico es el
siguiente [4]: En el caso cldsico existe la trayectoria separatriz que marca la transicién
entre los modos del movimiento oscilatorio de baja y de alta energia, mientras que en
el caso cudntico no existe una separacién tan marcada entre los modos del movimiento
oscilatorio, lo cual hace dudar sobre la existencia de una separatriz cudntica.

El objetivo de este trabajo es mostrar cémo se pueden encontrar las eigenfunciones y
los eigenvalores de la energia para el péndulo cudntico en el formalismo desarrollado por

Gutzwiller [5,6] y comparar los eigenvalores con los correspondientes obtenidos mediante
el WKB ordinario.
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2. INTEGRALES DE TRAYECTORIA EN LA APROXIMACION WKB

En esta seccién se resumen algunas de las caracteristicas mds relevantes del formalismo de
integrales de trayectoria en la aproximacién WKB. La obtencién detallada de las férmulas
que se presentan a continuacién se puede encontrar en las Refs. [5-7].

El ente principal en este formalismo es la funcién de Green G(zs,t;7q,t = 0), que
representa la probabilidad de que una particula con la posicién inicial z, en t = 0 arribe
al punto x, en un tiempo t. Para encontrar la forma de la funcién de Green, dividiremos
el intervalo x, — T, en N partes iguales y consideraremos que g = T, ¥y TN = Tp, SON
los extremos del intervalo y 1,z2,...,Zx—) son las posiciones de la particula al tiempo
tn = ne (n=1,2,...,N —1). De esta manera [7]:

N
G(zs,t;2:) = h!im fd:cl dzo---dzy_1 (21:?55) ’

. N-1
X exp %Z [% (hf—ﬁ)?—V(xj)] . (1.a)

J=0

La integracién sobre todas las posibles posiciones z1,22,...,ZN-1, €S equivalente a
sumar sobre todos los segmentos que conectan al punto z, con el z,. En el limite N — o0
la sumatoria de la exponencial se convierte simplemente en la accién cldsica evaluada en
una trayectoria particular que una a x, con Ty:

‘ tm (dz)’
Sy zat) = L(t)dt = =l e dt. 1.b
et = [ oae= [ |5 (%) (1)

Las integrales sobre las cantidades xy,...,zn-1 pueden interpretarse como una suma
sobre todos los segmentos de rectas de cualquier trayectoria que conecte al punto r, con el
zp. Ya que cualquier trayectoria continua puede aproximarse mediante segmentos de recta
y considerando que se va a tomar el limite N — oo podemos pensar a las integrales como
una suma sobre todas las posibles trayectorias. Asi que la funcién de Green finalmente se
puede escribir como (7]

Glas tiza) = C ) ek, (1)

donde la suma se debe realizar sobre todas las posibles trayectorias cldsicas que conectan
a T, con Ty, mientras que C es una constante de normalizacién. Debe de observarse que la
accién cldsica S(z') es mucho mds grande que h, asi que la exponencial oscila rdpidamente.

En la mecénica cudntica se sabe que el propagador es una solucién de la ecuacion de
Schrédinger y se puede expresar en términos de un conjunto completo de eigenfunciones
normalizadas ¥ (z) del hamiltoniano, con eigenvalores Ej:

- —iExt) .
G(xp, t570) = Zwk(rb)exr) ( zh : ) Vr(Ta). (2 a)
k
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La funcién de Green en términos de las coordenadas y de la energia se obtiene a partir
de una transformada de Fourier

o

G(zp, 70, E) = / £ i, LD (f ) dt, (2.b)

oo

con la condicién de que G(zy,t;z,) es igual a cero para tiempos ¢ < 0. Si suponemos que
E cuenta con una pequena parte imaginaria positiva (esto asegura la convergencia de la
integral en el limite superior), entonces el propagador se puede escribir como

G(zp %o, B) = ik Y % (2.¢)
k

De la expresién anterior se puede calcular el producto ¥ (zp)¥}(z,) mediante el cdlculo
del residuo de G(zp, x4, E) en el polo Ej. Existen tres maneras de obtener G(zy, x4, E),
la primera es sustituir G(zp,t;z,) directamente en (2.b) y evaluar la integral mediante
el método de la fase estacionaria [7]; la segunda consiste en resolver la ecuacién de onda
inhomogénea

[E - H]|G(xy, Ty ) = 8(zp — 24)

en el limite de & pequefia [8,9]. En el tercer método [5] el resultado se expresa en términos
de la accién cldsica S evaluada a lo largo de una trayectoria cldsica que conecta al punto
zp con el z, a una energia dada £ = H(p,z). En todos los casos se encuentra que

S, ma‘Jr/2]
Glxp, 24, E) = 2 zﬁ) Z\/ﬁ elk (3.a)

la fase es igual a m/2 veces el nimero n, de puntos conjugados; los puntos conjugados
relevantes de esta expresion se obtienen al variar la trayectoria a energia constante. D en
la expresién (3.a) es el determinante

2 %S
Jz,0 dz,0F
D | 9Ty Oz | (3b)
a9*s %8
OEdx, OFE?

El nimero total de puntos conjugados n, del determinante D provienen de dos fuentes
diferentes, la primer contribucién viene de las cdusticas sobre la superficie de la energia,
y la otra de los puntos de retorno cldsicos (aunque contribuyen poco en los sistemas
de mds de dos grados de libertad). Los puntos de retorno cldsico dan exactamente el
cambio de fase de 7 /2 que son conocidos en sistemas unidimensionales de las férmulas
de conexién de Kramers (Van Vleck [10] fue el primero en dar una versién cldsica de
la mecdnica cudntica y encontré la expresién para el propagador G(zp, t; 24), Gutzwiller
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% xR

FiGura 1. El movimiento periddico estd acotado por un pozo de potencial. Para una energia E
encontramos dos puntos de retorno zp y Trg.

introdujo una correccién en la férmula de Van Vleck al incluir la fase in,7/2). Al igualar
la Ec. (2.c) con la (3.a) se obtiene una férmula que relaciona los niveles energéticos con
un conjunto de dérbitas periodicas del correspondiente sistema cldsico.

El andlisis que a continuacién se presenta estd dedicado a potenciales en una dimensién
y valores de la energia que confinen el movimiento de la particula a una regién finita del
espacio, dicha regién estd acotada por los puntos de retorno z(E) y zgr(E). De la Fig. 1
vemos que T, y T, deben estar dentro de la regién clasicamente accesible (rp < 4,7 <
TR); en esta misma regién debe calcularse G(zg, s, E).

La funcién de Green (2.c) en el espacio de coordenadas y la energia se puede calcular
con mayor facilidad a través de una relacién obtenida por Schulman para problemas
unidimensionales. Sin embargo hay que notar que la férmula de la que parte Schulman
(Ec. (18.12), cap. 18, Ref. [7]), tiene un error en el exponente de la constante, el exponente
correcto es (d — 1)/2. Asi que la funcién de Green se puede escribir como

G(2ay70,E) = 3 |Dagl¥ exp (i”;"” - i”‘;ﬁ”) , (4.)
af
donde
Waa(Ze, To; E) = Sap(®p; Tastap) + Etag (4.b)
Y

FPWop 0*Wyg
0x,0xy, Oxp0F
PWos 0*Wyg
Oz,0F OE?
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Los valores de t,g satisfacen la relacién

3 08a(zp, 24, t)

= ot

t=typ

A la funcién Wyp se le conoce como la funcién caracteristica de Hamilton, ésta también
se puede escribir como [11]

Was(2y; £as. E) = /% vV 2m[E — V(z)] dz. (4.d)

De la funcién de Green (4.a) podemos extraer informacién muy importante, por ejemplo

la ecuacién de eigenvalores para la energia se obtiene al calcular las singularidades de esta

funcién, mientras que la funcién de onda estd relacionada con el residuo de G(zg, zs, E).
Schulman encuentra que ia ecuacién de eigenvalores es

J =2hm(k+1), (4.¢)
donde J estd dada por

J:j{pmz/:"mdw.

La férmula (4.e) corresponde a las reglas de cuantizacién de Bohr-Sommerfeld.

Debido a que la férmula que Schulman obtuvo para G(z,,zs, E) tiene un error, éste
se propaga hasta la constante de normalizacién de la funcién de onda y por esa razén no
se ha escrito en este andlisis. En la siguiente seccién de este trabajo se hace la deduccién
detallada de la funcién de Green, el cdlculo de la ecuacién de eigenvalores y de la funcién
de onda partiendo de la funcién de Green correcta (4.a).

3. EL PENDULO CUANTICO
La energia potencial para el péndulo cudntico estd dada por

V(0) = mgl(1 — cosf). (5.a)
La ecuacién de Schrédinger correspondiente se reduce a la ecuacién de Mathieu

d? 0
T;f + g [k2 — sen? 5] ¥ =0, (5.b)

€ 16m?gl3 ;
g T -

mientras que e es el eigenvalor de la energia.

donde
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FIGURA 2. Las cuatro trayectorias primitivas para ir de 8, a 65, el eje vertical representa el 4ngulo
#, mientras que el horizontal es el tiempo t.

Se sabe que existen tres regimenes de movimiento:

a) Cuando 0 < k? < 1 el movimiento del péndulo oscila entre los puntos de retorno —fo
y o, y 0o satisface la ecuacion sen %‘1 = ki

b) Cuando k? > 1 el movimiento es rotatorio.

¢) Mientras que si k2 = 1 el movimiento no es periédico y el péndulo se encuentra en
reposo en un punto de equilibrio inestable § = 7, o se mueve sobre la separatriz
aproximandose asintéticamente al punto de equilibrio.

a) Caso oscilatorio 0 < k* < 1

Ahora nos ocuparemos del movimiento oscilatorio entre los puntos de retorno —fg y 6.
El potencial confina la particula que puede ir de 6, a 0p; sin pérdida de generalidad se
puede suponer que —fy < 6, < 6, < 6. A continuacién se deben de enumerar todas las
trayectorias cldsicas para ir de 6, a 5, inmediatamente identificamos 4 caminos (Fig. 2):

i) camino directo de 8, a 6y;
ii) camino de 6, a 6y y vuelta a 6;
iii) camino de 6, a —fp y de —fp a 6y;

iv) camino de 8, a 6y y de 8y a —fp, después de —6g a 6.
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Asi que hay 4 valores de W,z:
Wi(n) = w(bs, €) — w(fa,€) + nJ,
Wa(n) = —w(bs, €) — w(ba,€) + (n +1)J,

(6.a)
W3 (n) = w(y, €) + w(bq,€) + nJ,
W4(’ﬂ.) = —W(Bb,ﬁ) s 2 'U)(Gm f) ¥ (Tt F 1)J3
donde J estd definida como [7]
J= fpa df = 2’&)(90,6), (ﬁ.b)

conn =0,1,2,... igual al nimero de ciclos completos adicionales para llegar a la configu-
racion equivalente. El niimero de puntos de retorno cldsicos a lo largo de cada trayectoria
es2n+mn;,donden; =0, np =1, n3 =1, ngy = 2.

El valor de w estd dado por [7]

w(f,€) f I\/2m[e — V(¢)] d¢

= 21/4m2gB [E(k) — (1 — k*)K (k) + E(2,k) — (1 — k)F(z,k)],  (6.c)

donde K'(k) y F(z,k) son funciones elipticas completa e incompleta de primera especie,
mientras que E(k) y E(z,k) son funciones elipticas completa e incompleta de segunda

especie y
_1 { sen g
z = sen ; :

El determinante D es simplemente el producto de 9%w/(06,0¢) y 9*w/(06,0¢), poniendo
todos estos cdlculos juntos la Ec. (4.a) queda como

I

[e - 2mgl senQ(Ba/Q)] A

(o] (e[ 22]). o

Jj=1

-

G(84: 06} = [e - 2mglsen2(9a/2)] -

S

Los valores de n; ya fueron dados, ademds en cada ciclo completo hay un cambio de fase
de —m y en n ciclos completos el cambio de fase serd de —nx. La suma sobre n se puede
hacer analiticamente:

o {0 O 0 R
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Esta expresién tiene un polo en J = J; cuando
Jy=2rh(l+3), (1=0,+1,...). (6.f)

Los valores fisicamente aceptables son valores positivos de [, usando J de (6.b) y J
(6.f) se llega a una ecuacion trascendental para los eigenvalores de la energia:

2VB
T
donde 8 y k estdn dados en (5.c).

La Ec. (6.f) es la misma expresién a la que llegan Khare [12] y Kesarwani [13] al usar
el método de WKB a segundo orden para encontrar los eigenvalores del péndulo cuédntico.
Hay que mencionar que a la ecuacién que obtiene Khare (Ec. (9), Ref. [13]) le falta un
factor 2 multiplicando al miembro izquierdo.

Cuando k — 0, la Ec. (6.f) se reduce a los eigenvalores del oscilador armédnico, como

era de esperarse:
&y = (n + %)\/%h

A continuacién calcularemos las eigenfunciones de la energia usando el hecho ya antes
mencionado de que el residuo de G(6,,0,€) en el polo ¢ es igual al producto ihiy(6) x
¥} (0,). Para una J muy cercana a Ji podemos aproximar a la Ec. (6.e) mediante el primer
término del desarrollo de Laurent:

ih th
J—=Ji  (dJ/de)(e — ex)

[B(k) - (1 - k) K(K)] =1+ 3, (6.8)

(7.a)

La derivada de J respecto a la energia es

Ad == 4\/IK(k). (7.b)
de g

Notamos que esta expresién es exactamente el periodo de oscilacién del péndulo cldsico (14]
y ahora formard parte de la amplitud de la funcién de onda.
El residuo de G en el polo ¢ es
Res G = lim (€ — €x)G(0p, 04, €). (7.c)

€~

Después de hacer los cdlculos indicados se obtiene que

ml?

ihi(0s) Y5 (6a) = 5 [ek — 2mgl senQ(Bb/Q)]

-
e

[ek - 2mgl senz(Ga/Q)] -

X ———— 2 |sen + cos + cos

ih [ w(6,) w(ﬂa)] [sen w(fp)  w(bh)
4,/1/9 K (k) h h h Rl

(7.d)
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finalmente de aqui podemos encontrar las eigenfunciones de la energia:

Y(b,¢) = [%} ‘ [ek - 2mglsen2(9/2)] "4 |sen w(:a) + cos w(:‘l) i (7.e)

-

donde w(f) = w(f,¢€,) estd dada por la Ec. (6.c), mientras que k se determina por la
Ec. (5.c).

b) Caso rotatorio k? > 1

En este caso la particula gira alrededor del punto de suspensién describiendo circulos. Su-
poniendo sin pérdida de generalidad que 0 < 6, < 6, < 27, sélo es posible una trayectoria
cldsica: camino directo de 6, a 6. Por lo tanto, W, es

W(n) = w(By,€) — w(bq,€) + nd, (8.a)

donde w(#, €) estd definida por la relacién

/]
w(f,€) = / l\/2mle — V(¢)] do,
0

que para este caso resulta ser
w(f,€) = V8mel2 E(0/2, )); (8.b)

la cantidad adimensional 1itil en esta ocasién es

1 [2mgl
)\—k—“‘ p (8.c)

mientras que la integral de accién J definida mediante (6.b) es igual a

2v/Bh
Bl
X\

J (A). (8.d)

En este caso no existen puntos de retorno cldsico, asi que el cambio de fase en cada
ciclo completo es 0, y también n; = 0. Nuevamente el determinante D es (Ec. (4.c))
simplemente el producto de 0?w/(96,0¢) y 8*w/(96,¢), reuniendo todos los cdlculos en
la Ec. (4.a), tenemos que

G(6s,0a,€) = 1/ Qngl? [c — 2mgl senz(eb/Q)] E
x (Z exp [%]) exp [iWh(O)] . (8.e)

n=0

F
-

[s — 2mgl sen®(6,/2)]
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Usando (6.c) vemos que (8.e) tiene un polo en J = J,, cuando
I =2nmk Hm=0,41,...} (8.f)

Los valores de n que nos interesan son los enteros positivos (por convencién supon-
dremos que n es positiva si el movimiento es en el sentido de las manecillas del reloj
y negativa en caso contrario). Reuniendo la expresién para J dada por (8.d) con (8.f)
encontramos una ecuacién trascendental para la energia:

%E()\) =n. (8.g)

Esta misma expresién fue obtenida por Khare [12] y Kesarwani [13], aunque este 1dltimo
tiene un error, ya que en su férmula el lado izquierdo de (8.g) tiene un factor de 2 adicional.

En el caso limite cuando € 3> 2mgl el péndulo se convierte en un rotor rigido libre y la
expresién (8.g) se convierte en

n2h?
= o
como era de esperarse.
Para calcular las eigenfunciones de la energia hay que calcular el residuo de G(65,6,,€)
en el polo €,, entonces usamos primero la férmula (7.a) para calcular el primer término
del desarrollo de Laurent, teniendo en cuenta que dJ/de es

i 2B

de e

F(A),

Ahora usamos la Ec. (7.c) e igualando esta expresién con ihy(6,)1; (fa), se obtiene una
ecuacién que debe de satisfacer la funcién de onda

Ve (0s)¥5(6a) = ngp [en — 2mgl sen?(05/2)] K [en — 2mgl sen®(6a/2)] i
< |2 p)] 0 gl = w0 &h)

4. CONCLUSIONES

Las ecuaciones de eigenvalores (6.g) para el caso k* < 1y (8.g) para k? > 1 son exacta-
mente las mismas que se obtienen al emplear el método WKB, pero para el caso k# =1
no puede derivarse una ecuacién de eigenvalores mediante el WKB ni mediante integrales
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FIGURA 3. I y J como funciones de k?, para 8 = 100 (obsérvese que existe un cambio en la
curvatura en k? = 1, ademés I(k? — 1) = J(1/k%? —= 1)).

de trayectoria, pero podriamos esperar que usando (6.g) o (8.g) en el limite k2 — 1
pudiéramos calcular los eigenvalores correspondientes.

Numéricamente los eigenvalores de la energia k* pueden obtenerse a partir de las
Ecs. (6.g) y (8.g), respectivamente. Este cdlculo lo realiz6 Kesarwani [13] y encontré
que para k? muy cercana a 1, no es posible determinar la energia correspondiente a partir
de (6.g) o (8.g) para ciertas combinaciones de n y 3, por ejemplo, las combinaciones de
(n, B) siguientes: (1,3.6), (2,12.2), (3,26), (4,44.5) y (5,6), para cada n siempre existe un
intervalo de valores de [ para los cuales esto sucede. La razén de esta situacién, explica
Kesarwani puede entenderse facilmente viendo la Fig. 3, en la cual se ha graficado el lado
izquierdo de (6.g), que llamaremos I (para k% < 1), y el lado izquierdo de (8.g), que lo
llamaremos J (para k% > 1), contra k® para el caso 3 = 100. Entonces, un eigenvalor
para el caso n = 6 se podria obtener de (6.g) si I en algiin momento fuera igual a 6.5,
pero de la grafica se observa que I siempre es menor a este valor. De la misma manera
un eigenvalor para n = 6 se podria obtener de (8.g) si en algiin momento J fuera igual
a 6, pero resulta que el valor de J siempre es mayor que 6, por lo tanto tampoco en
este caso hay eigenvalor. Asi que para encontrar estos eigenvalores es necesario introducir
correcciones de orden superior en el marco del WKB (recuerde que (6.g) y (8.g) son las
mismas expresiones que se obtienen a primer orden en el WKB). Kesarwani [13] introdujo
correcciones calculando los primeros cuatro términos diferentes de cero en la aproximacién
WKB y pudo calcular satisfactoriamente los eigenvalores de la energia cuando k? es muy
cercana a 1.

Aunque con este método no siempre se pueden obtener eigenvalores de alta precisién,
la verdadera potencia del método basado en las integrales de trayectoria se revela en el
estudio de aquellos problemas cudnticos cuyas contrapartes cldsicas presentan caos. En
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el caso de problemas integrables las érbitas periddicas se pueden identificar rdpidamente
y la suma que consiste de todas las trayectorias cldsicas que unen a dos puntos puede
realizarse con cierta facilidad, mientras que en los sistemas cldsicos no integrables esta
tarea no es sencilla en general y es necesario incluir miles o cientos de miles de dérbitas
primitivas para lograr una precisién aceptable en los eigenvalores [15].
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