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RESUMEN. Usando la proyeccién estereogrifica de la esfera sobre el plano complejo se muestra
que las rotaciones en tres dimensiones pueden ser representadas por matrices 2 x 2 complejas y se
obtiene su forma explicita. El efecto de una rotacién arbitraria se expresa en términos de espinores
¥ se muestra que una rotacién puede ser representada por un espinor.

ABSTRACT. By using the stereographic projection from the sphere to the complex plane it is
shown that the rotations in three dimensions can be represented by complex 2 x 2 matrices and
their explicit form is obtained. The effect of an arbitrary rotation is expressed in terms of spinors
and it is shown that a rotation can be represented by a spinor.

PACS: 02.20.Qs; 02.30.Gp; 02.10.—v

1. INTRODUCCION

Es un hecho conocido el que las rotaciones en tres dimensiones pueden representarse
mediante matrices 2 x 2 complejas y que esta representacién estid relacionada con la
proyeccién estereogrdfica de los nimeros complejos (véanse, por ejemplo, las Refs. [1-
3]). Sin embargo, la forma en que usualmente se establecen estos resultados es un tanto
indirecta, por lo que es dificil apreciar la naturalidad de estas relaciones que tienen un
origen geométrico (véanse también las Refs. [4,5]).

En este articulo se utiliza la correspondencia entre puntos de la esfera y del plano
complejo para mostrar que las rotaciones en tres dimensiones pueden ser representadas
por cierta clase de funciones de variable compleja y por matrices 2 x 2 complejas, las cuales
estdn relacionadas con los espinores. En la Sec. 2 se muestra que el sistema de ecuaciones
diferenciales que determina el cambio de un vector bajo rotaciones se puede transformar,
mediante la proyeccién estereografica, en una sola ecuacién diferencial que se resuelve por
separacién de variables. Se muestra entonces que la solucién de dicha ecuacién se puede
representar por matrices unitarias 2 x 2 y se obtiene la matriz que corresponde a una
rotacién alrededor de un eje dado por un dngulo arbitrario. En la Sec. 3 se introducen
los espinores y se establece la relacién entre los resultados de la Sec. 2 y el tratamiento
dado en otros trabajos (especialmente las Refs. [4,6-8]). Se muestra que cada punto del
espacio puede representarse mediante un espinor y que un espinor también representa una
terna de vectores de igual magnitud ortogonales entre si. Se obtienen las propiedades de
las matrices 3 x 3 reales que representan rotaciones, asi como su forma explicita. En la
Sec. 4 se presenta la relacion entre la representacién de las rotaciones mediante matrices
unitarias 2 x 2 y los cuaterniones.
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(=X+iY
FiGurA 1. Proyeccién estercografica de la esfera sobre el plano complejo.

2. REPRESENTACION DE LAS ROTACIONES

La proyeccién estereogrifica establece una correspondencia entre los puntos de la esfera
S = {(z,y,2) | 2 + y? + 22 = 1} y los del plano complejo en la siguiente forma. La
linea recta que une el “polo norte” de la esfera, representado por (0,0, 1), con un punto
arbitrario (z,y,z) de la esfera intersecta el plano ay en algin punto con coordenadas
(X,Y) o en X 41Y, considerando el plano 2y como el plano complejo (véase la Fig. 1). Al
punto (z,y, z) de la esfera se le asocia entonces el nimero complejo ¢ = X + Y. Es facil
ver que ( es un miiltiplo real positivo del nimero complejo z +1y o, en otras palabras, que

¢ y +1y tienen la misma fase; por lo tanto £ = 1l Dela Fig. 1, usando semejanza
z+1y [x+1y
de tridngulos, se obtiene la igualdad el L asi que £ = _L_ o, equivalentemente,
g 8 |42y L~z Tty 1-z
T+ iy
¢= 1-2z (1)

Luego, (¢ = (x::rz; = f’%{ = %_Lj, de donde resulta que z = %g—;—: y de la Ec. (1) se tiene

entonces, z + iy = ng_—l Asi, la relacién inversa a la Ec. (1) estd dada por
" -C [ —1
S, s s VIR ot S, | 134 2)
L5l i(c¢+1) ¢C+1

En términos de las coordenadas esféricas, (z,y,z) = (senf cos ¢,senf sen ¢,cosf), y de la
Ec. (1) se tiene la expresién equivalente

6 .
¢ = cot 5 €. (3)

Al efectuar cualquier rotacién alrededor del origen, cada punto de la esfera es enviado
a otro punto de la misma esfera y dado que, por medio de la proyeccion estereografica,
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existe una relacién uno a uno entre puntos de la esfera y puntos del plano complejo,
dicha rotacién determina una transformacién del plano complejo sobre si mismo. Como se
muestra enseguida, tal transformacién puede obtenerse ficilmente para cualquier rotacion.

Bajo rotaciones alrededor de un eje i, el vector de posicién r de cualquier punto del
espacio cambia de acuerdo con la ecuacién

E}" = I, (4)
donde a mide el dngulo rotado alrededor de 7, en el sentido dado por la regla de la mano
derecha. La Ec. (4) constituye un sistema de tres ecuaciones diferenciales lineales que,
de hecho, puede integrarse directamente (por ejemplo, escribiendo el lado derecho de la
Ec. (4) en forma matricial y haciendo uso de la exponencial); sin embargo, la Ec. (4)
puede transformarse en una ecuacién mas sencilla mediante las Ecs. (1) y (2), mostrando
varias conexiones con otras estructuras.

Al efectuar rotaciones alrededor del eje 7, el nimero complejo ¢, correspondiente a un
punto r = (z,y, 2) de la esfera S, se desplaza de acuerdo con [Ecs. (1) y (4)]

a1 (d:r @) T+iy dz

de  1-2z \da " "da (1-2)%da
. 4 . T+ 1y
=T [n2z — nay + i(nax — ny2)] + m(nly — nax),

donde 7 = (ny,n2,n3), por lo que usando las Ecs. (1) ¥ (2) resulta

d / :
d_gz—%(nl —ing) [<2_ 2n3. = n1+z‘ng
194 ny — ing ] —ng
| (5)
1 .
= —5(?11 = 3”2)(C - Cl)(c =¢3),
donde
_ ng+1 _ n3—1

G Cony —ing’ e ni —ing’ i

El hecho de que ¢ no aparezca en la Ec. (5) significa que la funcién del plano complejo
sobre si mismo que representa una rotacién arbitraria es una funcién analitica.

A diferencia de la Ec. (4), la Ec. (5) puede integrarse en forma elemental; de hecho,
usando las Ecs. (5) y (6), separando variables y descomponiendo en fracciones parciales
se halla que

i 2 ¢ d¢ /" d¢ ¢ dc
s de= - e
z/[; “ 7?1*1712]; €=-a)¢-¢)  J. ¢-¢ ¢ ¢—¢’
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donde ¢’ denota la imagen de ¢ después de haber efectuado una rotacién alrededor de 7
por un angulo a. Luego,

In [C’_Cl C—_gz—] = —ix
C—01 '~ G ’

de donde sigue que

¢ = e (¢ — ¢1) = (€ = C2)
e (¢ — (1) - (C—¢C)

y sustituyendo las expresiones (6) se llega a que

¢ = (cos 5 +ingsen ‘;—)C + (in; — ng)sen % )

((inl + ng)sen ‘})C +cos § —ingsen g

En lugar de la variable ¢ conviene utilizar

(8)

A diferencia de ¢, la variable £ define una orientacién en el plano complejo que coincide
con la inducida por la orientacién de la esfera bajo la proyeccién estereografica (esto

equivale a que el jacobiano Q%r)“—ﬂ sea positivo en todos los puntos de la esfera). De

las Ecs. (7) y (8) se tiene entonces,

¢ = (cos $ —ingsen %)ﬁ — (iny + ng)sen § (©)
((—z’nl + ny) sen %)& + cos § +ingsen §
La Ec. (9) tiene la forma
BE +
Do 227 10
¢ 66 + €’ (10)

donde B, 7, § y € son niimeros complejos y a esta transformacion se le puede asociar la
matriz compleja 2 x 2 formada por estos coeficientes:

(? :) (11)

(Las funciones de la forma (10) se conocen como transformaciones de Mébius (véanse, por
ejemplo, las Refs. [2,9]).) Si se efectiia una segunda rotacién a continuacién de la dada
por la Ec. (10), ésta se representard por una expresion de la forma

_nf +k
pE' + v’

5” (12)
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donde 7, &, . y v son ntimeros complejos, la cual corresponde a la matriz

n K

pov)
El efecto de la composicién de estas dos rotaciones se obtiene entonces sustituyendo la
Ec. (10) en la Ec. (12), para obtener £” en términos de &,

ﬁ£+7+ﬁ
66 + € _ (nB + k)¢ + (ny + Ke)

BE+y  (uB+vo)E+ (uy+ve)
u5£+6

Ui

{H -

que corresponde a la matriz

(1]ﬁ+n‘6 ?]’)’+h‘€)
uB+vé py+ve)

la cual es simplemente el producto matricial usual

n oK\ (B ~
o § ¢
Lo anterior significa que cada transformaciéon de la forma (10) puede representarse
por la matriz (11), de tal manera que la composicion de transformaciones corresponde al

producto matricial. Sin embargo, existe cierta indeterminaciéon en la matriz que se asocia
a la transformacion (10), ya que ésta puede escribirse también como

gf_)"ﬁé'{“’\’)’
T OXSE+ Ne’

para cualquier nimero complejo A # 0; por lo que todas las matrices (33 }7) = A i Ea

deben considerarse equivalentes a (fg ;’) Para reducir esta indeterminacién se impone la

condicién de que el determinante de (g z) sea igual a 1; de esta manera sélo dos matrices

corresponderan a la transformacion (10) (siendo una de estas matrices la negativa de la

otra). En lo que sigue se supondrd que las matrices (11) tienen determinante igual a 1.
La matriz

cos § —ingsen§ —(in; +ny)sen 5

(=in; +ny)sen§ cos § +ingsen §

formada por los coeficientes que aparecen en la Ec. (9), ademds de tener determinante
igual a 1 es unitaria, es decir,

Qg =1, (14)
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donde Q' es la traspuesta conjugada de @ e I denota la matriz identidad 2 x 2. Esto
significa que Q' es la matriz inversa de @Q; de hecho, la inversa de Q debe obtenerse
cambiando a por —a en la Ec. (13), lo cual coincide con trasponer y conjugar . Asi,
las matrices (13), que representan rotaciones en el espacio, pertenecen al grupo SU(2)
formado por las matrices complejas 2 x 2 unitarias con determinante igual a 1. De la
Ec. (13) se deduce que el dngulo de rotacién a estd relacionado con la traza de Q@ por
medio de la expresién

trQ=2cos%. (15)
La Ec. (13) equivale a
Q=c05%f—isen%(n101+n202+n303), (16)

donde

0 1 0 -z 1 0
015(1 0), 025(2. 0), 035(0 _1), (17)

son las matrices de Pauli, las cuales satisfacen las relaciones
00k = 8kl + i€jkmOm, (18)

€;km s el simbolo de Levi-Civita y, al igual que en lo sucesivo, hay suma implicita sobre
indices repetidos. De las Ecs. (16) y (18) se tiene que

Qo = [cos % I —isen %njaj] Ok

o . (03 (03
= cos 3 gy — isen 3 nil + sen ) €ikmTj0m,

y tomando en cuenta que las matrices de Pauli tienen traza cero mientras que tr I = 2,
.«
tr Qox = —2isen 7 M (19)
Por lo tanto, dada una matriz Q perteneciente a SU(2), las Ecs. (15) y (19) permiten
determinar el dngulo y el eje de la rotacién representada por Q. De la Ec. (19) sigue que
cualquier rotacién en tres dimensiones es equivalente a una rotacién alrededor de algiin
eje (véase también la Ec. (36)).

3. ESPINORES

Expresando £ como el cociente de dos cantidades complejas

£=- (20)



ROTACIONES Y ESPINORES 125

y, similarmente, ¢’ = u//v’, la transformacién (10) puede escribirse en la forma

v Blu/v)+y  Bu+tv
v b(ufv)+e  Sutev’

la cual se cumple si se satisfacen las ecuaciones v’ = fu + yv, v' = du + ev, que en forma

matricial equivalen a
u' u
()-GO C) e
v b € v

Los niimeros complejos u y v pueden considerarse como las componentes de cierto vector
complejo 1 que bajo rotaciones se transforma de acuerdo con la Ec. (21); tales vectores
complejos reciben el nombre de espinores. Escribiendo y = (";) y andlogamente ¢’ =

(:j:), la “ley de transformacién” (21) puede abreviarse como

V= Qy. (22)

El que las matrices Q sean unitarias [Ec. (14)] implica que 1 es invariante bajo rota-
ciones puesto que (¢')1y’ = (Q¢)'Qy = ¢1QIQy = vty

De acuerdo con lo establecido hasta aqui, cada punto de la esfera S corresponde a un
numero complejo ¢ o £ y este ltimo puede asociarse con un espinor v de dos componen-
tes. Bajo rotaciones alrededor del origen, ¢ se transforma mediante la funcién fraccional
lineal (10), mientras que el espinor ¢ lo hace mediante la transformacién lineal (21). Los
espinores, ademds de que pueden representar puntos del espacio, tienen otras aplicaciones;
su uso mds frecuente se halla en la descripcién de particulas con espin 1/2. A partir de los
espinores definidos arriba se forman espinores de rango superior con los que se construye
un formalismo alternativo al andlisis tensorial en tres dimensiones (véanse, por ejemplo,
las Refs. [8,10]).

La matriz unitaria @ que representa una rotacién arbitraria [Ec. (13)] tiene la peculia-
ridad de que al incrementar el dngulo de rotacién por 27 radianes, en lugar de obtener
nuevamente la matriz Q, se llega a —Q. Esto significa que al rotar un espinor 27 radianes
alrededor de cualquier eje, el espinor cambia de signo y sélo después de una rotacién
por 4w radianes el espinor regresa a su expresion original; en cambio, como debe ser, las
matrices Q@ y —Q definen la misma rotacién de los puntos del espacio (véanse, e.g., las
Ecs. (9) y (20)). (Una discusién acerca de la relacién entre este comportamiento de los
espinores y el principio de exclusién de Pauli puede hallarse en la Ref. [11].)

De las Ecs. (8) y (20) sigue que las componentes de un espinor v, correspondiente a un
punto de la esfera, estdn dadas por

u=)\cosge_i¢/2, vzksenge‘wz, (23)

donde A es un niimero complejo distinto de cero arbitrario. Con el propésito de representar
puntos en el espacio que no necesariamente pertenezcan a S, es conveniente imponer sobre



126 G.F. TORRES DEL CASTILLO

el factor indeterminado A la condicién |A|* = r, donde r = (22 +y?+22)!/? es la coordenada
radial usual. De esta manera el invariante ¥ty = |u|? 4 |v|? es igual a |A|? = 1, que es
también invariante bajo rotaciones. Al igual que con el médulo de A, a la fase de A se le
puede dar un significado geométrico por lo que, por el momento, se dejard sin especificar.
Luego A = /e /2 donde x es algin nimero real (el factor —1/2 se introduce por
conveniencia), y de la Ec. (23) se tiene

) cos g e‘iw?
¢ = re X/ ; (24)

sen % ei9/2

Escribiendo ' en forma andloga a la expresion (24) con Y, #', ¢' en lugar de x, 6,
¢ y usando las Ecs. (13) y (22) se obtienen las coordenadas esféricas de cualquier punto
después de efectuar una rotacién alrededor de 7 por un dngulo a. Alternativamente, la
rotacién puede darse en términos de las coordenadas cartesianas en la siguiente forma. A
cada punto del espacio le corresponde un espinor (24), donde (r,6, ¢) son las coordenadas
esféricas de dicho punto y x es arbitrario; con este espinor se forma la matriz hermitiana
2 x 2, con traza cero,

P

I

2yt — (viy) 1, (25)

(nétese que tryypt = ¥iy). Usando las Ecs. (25), (22) y (14) se ve que la matriz o
correspondiente al punto que se obtiene después de hacer una rotacion es

P’ =2Qy(Qy)' - [(Q¥)'Qy]1
=2QuyiQt - (v'Q'Qu)1
=2Quy' Q! - (v'y)I
= Q[2vv! - (W'Y)I] Q" = QPQ". (26)

Sustituyendo la forma explicita (24) en la Ec. (25) se halla que

rcosd  rsenfe z T — iy
rsenfle’®  —rcosf T4y -2
(nétese que  no aparece en la matriz P). Escribiendo P’ en forma andloga a la Ec. (27)
con (z',y',2') en lugar de (z,y, 2) y usando la Ec. (26) se pueden obtener las coordenadas
cartesianas de un punto después de efectuar cualquier rotacién (cf. Ref. [4]).

La relacién entre (z',7',2') y (z,y, z) puede darse en una forma mds explicita notando
que la Ec. (27) equivale a

P = zjo4, (28)
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donde (z1,z9,23) = (z,y, 2) por lo que P’ = :r;-arj y de la Ec. (26) se tiene

505 = Qzkok)Q" = z: Qo Q1. (29)
Usando las Ecs. (16) y (18), mediante un célculo directo se halla que
QoxQ' = cosa gy + (1 — cos Q)NEN;05 — SN & €EkmjTim T, (30)
lo cual puede escribirse como
QorQ' = ajx0; (31)
con
ajk = cosa ;i + (1 — cosa)njn, — sena EjkiniThiis (32)
Sustituyendo la Ec. (31) en la Ec. (29) se halla que z0; = za;:05, de donde sigue que
I; = QjkTk. (33)
Asi, A = (a;ji) es una matriz 3 x 3 real que representa una rotacién alrededor del eje i por
un dngulo a. La Ec. (33) da directamente la relacién buscada entre (z', v/, 2) y (e y:2).
Por un cédlculo directo se comprueba que las Ecs. (33) y (32) constituyen la solucién de
la Ec. (4) (es decir, d;r;;./da = €jkmMkTh, ).
Los elementos de la matriz inversa de A deben obtenerse cambiando a por —a en la
Ec. (32) y, como se ve ficilmente, el efecto de esta sustitucién equivale a intercambiar los
indices j y k, por lo que

A =i, (34)

donde el superindice ¢ denota transposicién; esto significa que A es una matriz ortogonal.
De la Ec. (32) se deduce también que

trA=1+2cosq, (35)

Qjk€jkm = —2Sen angy,. (36)

Dada una matriz ortogonal A (con determinante positivo), las Ecs. (35) y (36) permiten
determinar el dngulo y el eje de la rotacién representada por A, excepto si la rotacién es
por 0 o 7 radianes (cf. Ecs. (15) y (19)).



128 G.F. ToRRES DEL CASTILLO

La Ec. (36) puede escribirse en una forma casi idéntica a la de la Ec. (19) definiendo las

3 matrices 3 x 3, Sk, cuyos elementos estén dados por (Sk)im = —i€kim- Explicitamente,
0 0 O 0 0 1 0 —1
Sg=10 0 -], S2= 0 0 01, Si=1]+4# 0 0
0 1 0 —i 0 0 0 0 0

Las matrices S) satisfacen las mismas relaciones de conmutacién que las matrices %Jk
(a saber, [S},Sk] = t€kmSm) ¥, al igual que las matrices de Pauli, las matrices S son
hermitianas y tienen traza cero. La Ec. (36) equivale entonces a

tr AS, = —2isenany
(cf. Ec. (19)). Puede notarse que la Ec. (4) equivale a dz;/da = —i(ngSk)i;T;-
De las Ecs. (18) y (28) sigue que Poy = 200k = T I +1€jkmT;0m, luego, tr Py, = 285

Por otra parte, usando la Ec. (25) y la linealidad de la traza, tr Pop = tr[2vyiof —
(pry)ok] = 2tryyplok = 2t o, por consiguiente

xy = Plowy, (37)
(cf. Refs. [6,8]).
A partir del espinor (24) se puede construir un segundo vector, M, con componen-

tes [6-8]

M; = yleajp, (38)

0 1 i
() )

Como consecuencia de la formula general

donde

€

1
-1 t
=— eQ'e,
@ det Q @
vélida para cualquier matriz 2 x 2 invertible y de que ¢? = —1I, las matrices (13) satisfacen

el que Qte = e = eQ'. Por consiguiente, bajo una rotacién las componentes de M se
transforman en

M} = (Qy)'eo;Qy = ¢'Q'eq;Qy = P'eQlo;Qu,

y, puesto que @ es unitaria, QTon = Q“laJ(Q'l)T, lo cual, de acuerdo con las Ecs. (31)
y (34), es igual a a;roy. Por lo tanto,

M;- = fg‘)‘eajkak'qb = ajx M, (40)
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como corresponde a cualquier vector (cf. Ec. (33)). Sustituyendo las Ecs. (17), (24) y (39)
en la Ec. (38) se halla que

M = re X [(cos 6 cos ¢, cos B sen ¢, — sen f) + i(— sen ¢, cos ¢, 0)]
= re”X(&y + iéy)
= T[(Cos X €9 +sen x ég) + i(—sen x €y + cos x éé)] , (41)

donde éy y €, forman parte de la base ortonormal inducida por las coordenadas esféricas.
De la expresién anterior se comprueba ficilmente que {ReM,Im M, r} es un conjunto
ortogonal tal que |[ReM| = |ImM| = || = r = ¢l

En particular, si ¥ es tal que ¥y = 1 entonces {Re M, Im M, r} es una base ortonormal
cuya orientacién respecto a la base {i, j, k} estd dada por los dngulos de Euler ¢,6, x (en
la “convencién y”, de acuerdo con la terminologia empleada en la Ref. [4]), siendo ¢, 6, x
las variables que aparecen en la Ec. (24). Para demostrar lo anterior puede notarse que
si Qa(a) denota la matriz que representa una rotacion por un dngulo a alrededor de n
[Ec. (13)], entonces la matriz Q(¢, 0, x) que representa la rotacion con dngulos de Euler
®, 8, x equivale a Q:(x)Q;(8)Qa(¢), donde a = (0,0,1) = k, b es la imagen de j = (0,1,0)
bajo la rotacién Qa(¢) y ¢ es la imagen de (9,0,1) bajo la rotacién Q;(68)Qa(¢). De la

Ec. (29) sigue que bjo; = Qa(¢)oz [Qa(9)]T, puesto que b es la imagen del vector (0,1,0)
bajo la rotacién representada por Qa(¢); luego, usando las Ecs. (16) y (14),

Q;(6) = cos g— I —isen g Qa(¢)02[Qé(¢)]f

= Qu(9) (cos 51— isens 02) Qa(@))' = Qu(¢)Q;0[Qa(o)],
por lo tanto,

Q;(0)Qa(¢) = Qa(0)Q5(0) = Q1 (0)Q;(6).

Similarmente, ¢;o; = Q;(8)Q )Qa($)a3[Q;(0)Qa ()], ast que de la Ec. (16)

Q:(x) = cos 3 1 — isen 3 Q5(6)Qal9)e3[Q;(6)Qa(@)'

= Q;(0)Qa(¢) (cos X T —isen X 03) [Q;(0)Qa(e)]!
2 2

= Qb( )Qa [Qb G}Qa ] .
Por consiguiente, usando las relaciones anteriores y la Ec. (14), se obtiene
Q(¢,0,x) = Qe(x)Q4(0)Qa(9) = Q4(0)Qa(9)Q;(X)

= Q(¢)Q;(6)Q(x)
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o en forma explicita, usando la Ec. (13),

cos g e_i(¢+X)/2 —sen g e‘i(¢“X)/2
Qo) =1 8 i(6=X)/2  cos 8 io+x)/2 8
De esta dltima expresién se ve que el espinor (24) estd dado por
1
¥ =Q(¢,0,x) 5 1t (43)

Por otra parte, sustituyendo el espinor (é) en las Ecs. (37) y (38) se halla que {Re M,

ImM,r} = {i,j,k}. Por lo tanto, de las Ecs. (33), (40) y (43) se concluye que, efectiva-
mente, la base ortonormal {Re M,Im M, r} definida por ¥ se obtiene de {i,j,k} por la
rotacién representada por Q(¢,0, x).

Para un espinor normalizado v, existe una tnica matriz unitaria Q con determinante
igual a 1 que cumple la Ec. (43). De hecho, si ¢ = (:), con |u|®> + |v|* = 1, la matriz
Q € SU(2) que satisface la Ec. (43) es (¥ ~7). Por consiguiente, la Ec. (43) establece
una relacién uno a uno entre espinores normalizados y matrices de SU(2), asi que cada
espinor normalizado representa una rotacién (aunque esta relacién es dos a uno ya que

los espinores ¥ y —1 representan una misma rotacién).

4. RELACION CON LOS CUATERNIONES

Un cuaternién puede ser definido como un nimero “hipercomplejo” de la forma a + bi +
c¢j + dk, donde a, b, ¢ y d son nimeros reales y las unidades i, j, k satisfacen las relaciones

ij=k=-ji,

(44)
jk =1= -kj,
ki=j=-ik

Al igual que el producto matricial, el producto de cuaterniones es asociativo, es distribu-
tivo sobre la suma y no es conmutativo. El cuaternién conjugado de ¢ = a+bi+cj+dk se
define como § = a—bi—cj—dk. Es ficil comprobar que, en virtud de las relaciones (18), las
matrices I, —ioy, —iop, —io3 satisfacen las mismas reglas de multiplicacién que 1,1, j, k,
por lo que un cuaternién arbitrario a + bi + ¢j + dk puede representarse por la matriz
al — tboy — icog — idog = (?1:5 "::_:3). De esta manera, la matriz Q dada en la Ec. (13)
estd asociada con el cuaternion

g= cos%+sen%(n1i+ngj + nsk), (45)
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mientras que Q' estd asociada con §. La condicién QQt =1 [Ec. (14)] equivale a
97 = 1.

A cualquier punto (z,y, z) del espacio se le puede asociar el cuaternién puro o cuater-
nién vectorial

(cf. Ec. (28)). De los resultados de la Sec. 3 se deduce que
P'=aqpg

(cf. Ec. (26)), que resulta ser también un cuaternién puro, corresponde entonces a la
imagen de (z,y, z) bajo la rotacién representada por ¢ (véanse también las Refs. [1,2,5])-
(De hecho, los cuaterniones fueron introducidos por W.R. Hamilton en 1843 para describir
rotaciones en tres dimensiones.)

5. CONCLUSIONES

El empleo de la proyeccién estereogrifica de los nimeros complejos lleva, en una forma
natural, al establecimiento de muiltiples conexiones entre estructuras aparentemente no
relacionadas. El procedimiento seguido en la Sec. 2 muestra, en una forma directa, que
cualquier rotacién en tres dimensiones puede ser representada por una matriz 2x 2 unitaria
con determinante igual a 1, sin tener que recurrir a conocimientos de la teorfa de grupos.
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