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RESUMEN. En este articulo veremos cémo las teorias de superficies aleatorias en el enrejado
representan una generalizacién natural de las teorias de caminos aleatorios tratados en un articulo
previo [2]. Aqui introduciremos algunos de los conceptos, resultados y problemas mads relevantes
que se han presentado recientemente en las teorias de superficies aleatorias en el enrejado desde
un punto de vista riguroso.

ABSTRACT. In this paper we show how the random surfaces theories in the lattice represent a
natural generalization of the random walk theories introduced in a previous paper [2]. Here, we
introduce some of the most relevant concepts, results and problems that have been presented in
the theories of random surfaces on the lattice from a rigurous point of view.

PACS: 64.10.+h

INTRODUCCION A MODELOS DE SUPERFICIES ALEATORIAS

Existen varios articulos introductorios excelentes al tema de superficies aleatorias
(SA) [3,4,5] v una gran variedad de ellos con gran detalle en los diferentes tépicos
de la teoria de SA [6,7,8,9,10]. Lo que presentaremos en este trabajo es una recopilacion
de conceptos introductorios, resultados y problemas que consideramos de mayor relevancia
desde el punto de vista riguroso en la teoria de SA en el enrejado.

Los modelos de SA pueden considerarse como una generalizacién fiel de modelos de
caminos aleatorios (CA). En la Ref. [2] vimos que el andlisis de sistemas de espines es igual
al andlisis de teorias escalares de campo en el enrejado basadas sobre la representacion
de caminos aleatorios. La idea bdsica detrds del andlisis fue considerar los sistemas de
espin como un sistema perturbado de caminos aleatorios. Un hecho interesante es que
este esquema es valido aun si consideramos los fenémenos criticos y sus limites de reesca-
lamiento. Es decir, el limite de reescalamiento del sistema de espines puede ser considerado
como un sistema perturbado de caminos aleatorios en el espacio continuo. Comparando

* Apoyo parcial para la realizacién de este trabajo provino de CONACYT y COSNET, proyectos
1812-E9211 y 068-93-D respectivamente. Parte de este manuscrito fue extraido de las notas del
curso-taller de Fisico-Matemadticas presentado por el autor en el Centro de Graduados e Investi-
gacion del ITT en agosto de 1991 [1].
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esta situaciéon con el andlisis de superficies aleatorias, uno concluye que todavia no se
sabe cudles son los sistemas relevantes de superficies aleatorias no-perturbados. Por lo
cual, para construir diagramas para los sistemas de superficies aleatorias en el enrejado,
se necesitarian resolver los siguientes dos problemas: 1) definir un sistema geométrico
estocdstico para superficies aleatorias no-perturbadas; y 2) construir su limite continuo
de escalamiento.

El estudio de SA puede conducirnos a la solucién de una gran cantidad de problemas
tanto en estado solido como en teorias de campos cudnticos. Como ejemplos de estos
tenemos:

— Las propiedades estadisticas de las interfaces y dominio de paredes separando di-
ferentes fases de un sistema fisico, las cuales aparecen en los sistemas de espines
tridimensionales en la fase de bajas temperaturas.

— Construccién de medidas funcionales para las teorias de campos de cuerdas, aproxi-
macion discreta a las teorfas de cuerdas: modelo de Nambu-Goto, modelo de Polyakov.

— El movimiento estocdstico de patrones unidimensionales, tales como polimeros y los
vortices en los sistemas de espines XY y de sistemas dipolares.

— Representacién de SA en las teorias de norma en el enrejado.
— Gravedad cudntica de dos dimensiones.

Una forma de definir un modelo de SA en el enrejado Z¢ es seleccionar una familia de
ensembles contable £ de superficies aleatoria en Z?; este conjunto aleatorio serd el espacio
de configuracién del modelo.! Ejemplos de tales ensembles tenemos:

i) Todas la SA que contribuyen a la representacion de SA de una teoria de normas en
el enrejado tal como modelos de Zs, U(1) o SU(2) en el confinamiento de fase.

i) SA auto-repelentes (SAAR) (éstas aparecen en teorias de norma en el enrejado U(n) x

U(m) para valores fijos de m,n, cuando n — oo; en las teorfas de norma en el enrejado
Zs).

i11) SA de género 0 (es decir sin agarraderas) conexas, orientables. Estas son llamadas SA
planas.

A continuacién uno asigna para cada SA S € £ un peso estadistico, p(S). Uno de los
ejemplos de peso estadistico mds interesante inspirado por la accién de Nambu-Goto esta
definido por

e—ﬁISI’ Seg,
p(S) = (1.1)
0, SE€E,

‘Una SA conexa es por definicién un complejo de celda conexa bidimensional, de la cual cada
p-celda (p = 0,1,2) corresponde a una copia de una p-celda elemental en Z% Las 0-celdas en Z¢
son sitios de Z4, las 1-celdas son lazos y las 2-celdas son copias de un lazo en Z<.
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donde |S| indica el niimero de plaquetas? que forman la superficie S y £ es algiin ensemble
de superficie que contribuye al modelo.
Las cantidades bdsicas en tales modelos son, entre otras:

(i) ne(A) = #{S €& :|S|=A,8S =€},

donde £ = £;U...UL, es una unidén de lazos de enrejados. Para los ensembles definidos
anteriormente se tiene

nc(A) = exp[BoA + o(A)],

para alguna constante positiva finita 3y independiente de £. Cuando £ = dp, los resultados
numeéricos sugieren que

nap(A) ~ A4, (1.2)

con € ~ —1.5, dentro de un 12%, para d = 3. Ademds, (1.2) se da con ¢ = —1.5 en la
teorfa del campo medio (para d grande) [7,10].

(ii) Sea Bgr una bola® de radio R en Z¢ centrada en alguna plaqueta po. Llamando
Sr = 5N Bpg, S € &, definimos la dimensién de Hausdorff, 6y, de una SA infinitamente
extendida como

) . 1 10g|53|>
6y = lim lim —_— . (1.3)
i R—o0 A—oo napo(A) SZGS ( lOg R
98=08pg
1S|=A

Hay una segunda nocién de dimensién de Hausdorff, 6(3), para ser distinguida de ép. Es
decir, sea So(LrxT) la clase de todas las SA en £ con la propiedad de que ds = Lpxr =
un rectangulo en un plano coordenado, centrado en el cero, con lados de longitud L y T'
y0€py€S. Sea

Zo(L,T)= Y Z5(5).

SeSo(LLxT)
Definimos
log |Sk|
= li i =1 = 0 O 1.4
5(8) o L.%’I‘Too ZalrT) Z ( log R (1.4)
SeSo(LLxT)
?Una plaqueta es un conjunto orientado p = (by, b, bs, by) de cuatro ligamentos, donde by,...,bs

forman un lazo cerrado.
3Lo més correcto seria llamarla hiperesfera, sin embargo por simplicidad le llamaremos bola en Z<.
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Las funciones de Green de los modelos de SA son generalizaciones de las funciones
de Green de los modelos de CA en la cual los puntos son reemplazados por lazos. Las
funciones de Green de n-lazos (o correlacién de n-lazos) se definen como

Gl Lu)= Y p(S), (15)

Se€
S conexo

8S=Lju..ULln

donde L,,..., L, son lazos en el enrejado; dS denota la frontera de S. Todas las propie-
dades relevantes del modelo son expresadas en términos de esas funciones de Green. Por
ejemplo, si L x T es un lazo rectangular con lados de longitud L y T, el potencial de la
cuerda V(L) estd definido por

1
V(L) = lim —=logG(L x T). (1.6)
T—oo T
y la tensién de cuerda a por

1
= 'H -V 7
a lim Ll (L). (1.7)

L—oo

El inverso de la longitud de correlacién estd definido por

1 .
m = lim ——log G(dp, Op.), (1.8)
a

a—oo

donde p es una plaqueta y dp, es una copia de dp transladado por a unidades en el
enrejado. La susceptibilidad estd definida por

x =) G(dp,p). (1.9)
S

Otras nociones son introducidas por analogia a los modelos de CA. Decimos que 3. es un
punto critico si

m(3) =0 cuando 3 — g..

En este caso, podemos introducir exponentes criticos Vy Ysy Iy f1, ... €OIMO Sigue:
m(B) = (8- B)", (1.10a)
X(8) = (8- 8.)"", (1.10b)
G3(9p, Ipa) = a~ (4240} para 1 € a < m(8)7!, (1.10¢)
O—f‘ = (8- ) ete (1.10d)
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Para definir rigurosamente objetos con las propiedades esperadas de las funciones for-
males de Green, se considera el limite continuo de los modelos de SA, definidos por
reescalamiento de las funciones de Green en una manera similar a la tratada previamente
en los modelos para espines.

2. MODELOS DE SA LIBRES

Haciendo referencia a los sistemas de CA, los cuales fueron definidos en la Ref. [2] via la
funcién de dos puntos

G(Biz,y)= Y e, psinzd, (2.1)
wiz—y
donde los CA w: (wo, ...,wn) forman una coleccién de los sitios del enrejado que satisfacen

Wy=Z, Wn=1,Y |wi — w,+1| =1; |w| = n denota el nimero de enlaces en el camino, y la
suma corre sobre todos los posibles CA.

De (2.1) es natural definir nuestro sistema de SA libre (SAL), por el valor esperado
para una coleccién de lazos L= L, U...U Lo

@M gyl = ), e Pl (2.2)
a5=L

Es facil ver que (2.2) es divergente para todos los valores de 3, asi que el sistema por si
mismo no tiene sentido. Este hecho se puede mostrar investigando la entropia (o nimero)
de SA en £. Un bosquejo de la prueba es la siguiente:

Primero consideraremos los caminos aleatorios. Definiendo una cantidad

N¥() = #{wiz -y | ] =1},

donde un camino aleatorio viaja de un sitio a su vecino mds préximo, ficilmente obtenemos
la siguiente cota superior para N*¥(l):

N*¥(l) < (2d)".

Sustituyendo en (2.1), observamos que

[s. o]

G(B;zy) = D NF(Ne™ < iwe‘ﬂ

=0

El lado derecho es de hecho finito para b < In2d. A continuacién uno define la cantidad
correspondiente N£(A) para las superficies aleatorias por

NE(A)=#{Se€|8S=L,|S| = A},
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donde £ es una coleccién de lazos y A es un entero positivo. Posteriormente se utiliza una
cota inferior (véase la Ref. [11] para una prueba de ella) para N<(A):

NE(A) > |L[(A = L]+ 1)), siA—|L| >0 es par,

donde |L| es el drea de la superficie conexa minima que genera £. Asi, para valores
grandes de A, el niimero de crecimiento del niimero de caminos aleatorios es A!. Esto en
gran contraste con el crecimiento del nimero de caminos aleatorios de la forma (const. ).
Sustituyendo la cota inferior anterior en (2.2), observamos que

oo o =]
GSAM(B; L) = ) " NE(A)e™P4 > 3™ NE(|L| + 2k + 2)ePULI+2k42)
A=0 k=0
] =
Z Te—mﬂ—?ﬁ Z(gk)!e—?ﬁk'
k=0
donde la sumatoria Z?’:O(.?k)!e‘wk es siempre divergente.

En consecuencia, construir sistemas de SAL de & es imposible. Sin embargo, desde el
punto de vista de la fisica de cuerdas cuantizadas, el sistema (2.2) se interpreta como
una teoria de cuerdas interactuantes en vez de una teoria libre. Esto es esencialmente
debido a que las superficies S € £ poseen una topologia compleja (por ejemplo, con

agarraderas), las cuales pueden ser consideradas como una consecuencia de las pegaduras
y rompimientos de las cuerdas.

3. TEORIAS DE CAMPO MEDIO PARA MODELOS DE SA

Una de las ideas bésicas de la teoria del campo medio de modelos de SA es la de que para
dimensiones grandes, la mayor parte de la entropia reside en superficies que son de tipo
drbol [5]. Por lo tanto, para construir una teoria de campo medio se considera el ensemble
& de superficies formado por la pegadura de elementos cilindricos, los cuales consisten de
dos plaquetas pegadas y sobrepuestas a lo largo de algunas de las esquinas opuestas, es
decir, pegadas a lo largo de las tres esquinas cuando forman el extremo de una rama, a
lo largo de dos esquinas cuando forman un segmento intermedio de la rama y a lo largo
de una o ninguna esquina cuando forman una conexién en forma de T entre las ramas.
Considérese n lazos by,...,b, en Z9 vistos como lazos degenerados; esto es, cada b,
consiste de dos copias de un lazo pegadas en sus puntos extremos. Los b;’s son los dobles
lazos. Sea Gg(by,...,b,) la funcién n-ésima de Green definida en (1.5). Cuando d — oc,

G(Ly,....La)= Y Z4(S), (3.1)

S€Te(br,....bn)

donde Tg(by,...,b,) es la clase de todas las superficies S en un ensemble £ que son tipo
arbol, y para los cuales 9S = by U...Ub,. Ahora, si G es una gréfica, sea V(G) el conjunto
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de todos los vértices de G y L(G) el conjunto de lineas de G. Vemos a los dobles enlaces,
b, como vértices de una grifica G y pares de dobles enlaces, (b,b"), como lineas de G. Es
facil derivar de (3.1) que

GELY, o o L) = ¥, IT Gs.v), (3.2)
G:Ges una grafica de drbol (bb')EL(G)
(b11-rbn }SV(G)

es decir, Gg(by,...,b,) estd dado como una suma de diagramas de drboles con pro-
pagadores dados por Ga(b,b'). Si las superficies S que contribuyen en (3.1) son todas
conexas, entonces todas las grificas de drboles que contribuyen en (3.2) son conexas. Si
S € Te(b,b), entonces S puede ser descrito como una unién de un camino unico, w,
hecho de elementos cilindricos descritos anteriormente, empezando en b y finalizando en
b, y de drboles basados en lazos o plaquetas en w. Para d grande, esos drboles no tienen
interseccién mutua ni auto-interseccién con w. Cuando querramos calcular

G(Lyye.sLa)= Y Z5(S),
SETg(bb')

podemos primero sumar sobre todos los drboles establecidos en w y, subsecuentmente,
sumar sobre todos los caminos w que unen by b'. Para Z5(S5) = e=A151 la suma de todos
los drboles sobre w da origen al peso del camino

Za(w) = e Pl (3.3)

donde 3 = F'(8) < B es alguna funcién calculable de 3 y |w| es el nimero de brincos
elementales de w. En el modelo de SA plano,

B' = B - 2log(1 + Gg(b)), (3.4)
asi que
Golb,b)= Y ekl =(-a +m2(8)), 0 (3.5)
w:b—b

donde A es el laplaciano de diferencias finitas, y m?(3) es la solucién de la ecuacion
(2d+m?)~! = e ?.

De (3.5) se concluye que el exponente 7 de G(b, b'), tiene el valor de n = 0.
El exponente 7 de la susceptibilidad x(8), se puede calcular suponiendo que Zg(w) =
—Blwl,
e :
9G(b) :
=g}, Gglh )

b:gzd

~ S el
d grande

SETe(bb)
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Calculando 8,(/3)/d8 uno encuentra

Integrando en [ resulta
X(B) = (B=Bo)7M2, ie, y=1/2
y esto produce
Gpo(b) = Ga(b) = (8 - Bo)'/*.
Esto con (3.4) nos da
m(B) = (8 - Bo)*, e, v=1/4.
De v = DB], obtenemos Dy = 4.

Como ultimo punto, calcularemos la tension de la cuerda, a(3), cerca de 3. Para esto
consideremos el modelo SA plano con Z5(w) = e~?%l. De la definicién

. 1
a{d) = th»];o_ﬁ log Gg(L x L)

1 : (3.7)
B ; E ‘ -815]
= Lll_l};() 2 log e
seE
dS=LxL

Definimos la superficie de esqueleto R, con 9R = L x L, como una superficie S € £, con
0dS = L x L, que no decae en dos piczas por un corte a lo largo de cualquier doble enlace.
Entonces

1 .
a(f) = lim —5log { (14 Gy(b)* 5o A (3.8)
-

donde (' est4 dada por (3.4). Asi que a(8) = a®(3'), donde o es la tensién de cuerda de
la teorfa de esqueleto. Para d, o®(3') = §' grande, y #' permancciendo positivo, cuando

B\, Bo. De aqui
a(f) \a* >0, cuando S\ fo,

con o* = a*(B'(B)). Sin embargo, de (3.4) y (3.6)

g_g(ﬁ)z(:ﬁ_ﬁﬂ)A’Ya 3'-6., ‘LL=].—")/=%$2V
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o) &

FiGURrA 1. Ejemplos de superficies aleatorias planas.

4. MODELOS DE SA PLANOS

El hecho bédsico de que las trayectorias de cuerdas en el espacio-tiempo son superficies
implica que su estudio debe tratarse como una teoria de superficies. Ademds, para un
tiempo imaginario, los pesos estadisticos de esas superficies son positivos y proporcionales
a eP A3 Durhuus, et al. [6,7] estudiaron en gran detalle el comportamiento critico y el
limite continuo de los modelos de SA planos (SAP) y encontraron que el limite continuo
de los modelos de SAP no describe un sistema de SA continuas (SAC), sino que describe
un sistema libre de ramas de polimeros, cuando el sistema se aproxima a su punto critico.

Ellos seleccionaron un ensemble en el enrejado de SA de la clase £ = Es,p de todos
los complejos conexos, S, construidos pegando los pares de plaquetas adyacentes de z4
a lo largo de sus ejes comunes, los cuales son orientables y tienen la topologia de la
92 esfera con un numero arbitrario n de pequeiios discos removidos. Las fronteras de
esos discos corresponden a una componente conexa de la frontera, dS, de un complejo
S € Esap. Fijando 0S para que consista de una unién de lazos Ly,..., L, de Z%. Como
peso estadistico de una superficie S se toma

Z4(S) = P81,

Un concepto que necesitaremos para establecer un resultado de gran importancia es el
siguiente:

DEFINICION. Decimos que un modelo SAP posee la propiedad de autosimilitud débil si
x(8) = x9(B) / 0, cuando B\ o,
entonces

X(zf)(ﬁ) /oo, cuando [ f;, paratodo j>0.

El resultado de mayor importancia de esta seccién se resume en el siguiente teorema:
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B

FIGURA 2. Colapso de SAP en estructuras tipo ramas de polimeros.

TEOREMA [7]. Suponga que x(8) ,/ oo cuando 8 \, By, y suponga que el modelo
SAP tiene propiedad de autosimilitud débil, entonces la teoria de campo medio nos da
una descripcion exacta de la aproximacién al punto critico 8 \, (. En particular, los
exponentes criticos tienen los valores

y=p=}§ v=Dg'=1L1 Gpub V)= dist (b b')4D, (4.1)
si
0 < dist (b,8) <« m(B)~Y, e, p=0. (4.2)
Ademas,
a(B) N a* >0, cuando A\ . (4.3)

Observacion: Este teorema sefiala que en el limite continuo las superficies de modelo
SAP decaen a estructuras tipo-drbol, y de aqui que todas sus propiedades criticas son
idénticas a las propiedades criticas de polimeros de ramas no interactuantes.
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5. MODELOS DE SA ALEATORIAMENTE TRIANGULADAS

Como se ha visto en la seccidén anterior, los modelos de SAP tienden a dar los resultados
de campo medio en el limite continuo. Aqui veremos otra familia de modelos introducida
para regularizar una teoria basada sobre la accién de Polyakov, es decir para darle sentido
a las funciones de Green de cuerdas [8]. Estos modelos estin basados en sumas sobre
triangulaciones, las cuales representan a grosso modo los grados de libertad gravitacionales
del modelo de Polyakov.

Se selecciona una superficie orientable Ry de género H, y n pequenos discos cuyas fron-

teras se denotan por 7i,...,7v,. La superficie resultante es R(I?). Entonces consideramos

triangulaciones de RSL?), es decir, simpliciales complejos bidimensionales; en particular

esto significa que
#(tridngulos) — #(esquinas) + #(vértices) = 2 — 2H — n,

que se conoce como la férmula de Euler. Ademds se requiere que las triangulaciones
sean libres de lazos, es decir, que no debe haber esquinas que puedan coincidir en sus
puntos finales y que dos tridngulos no puedan tener mds de un lado en comin. Dada una
triangulacion, 7, denotamos F(7) al conjunto de caras (tridngulos) de T, por £(T) al
conjunto de esquinas por V(7) y al conjunto de vértices por 7. Para cada triangulacion
T sobre R(,';), consideramos mapeos X de F(7) en el espacio euclidiano E¢. Dos puntos
imagenes X;, X; en E% son considerados a ser unidos por una esquina si ¢ y j son dos
tridngulos adyacentes de 7. Los puntos {X;:7 € F(7T)} son, por lo tanto, identificados
con los centros de los tridngulos de una superficie puntualmente triangulada lineal S =
S(X;T)inmersa en E%. Se supone que todos los tridngulos j adyacentes a una componente
v; de la frontera de RE,?) estdn mapeados a puntos X; € E4, los cuales pertenecen a algiin
lazo fijo £; en E% i =1,...,n. Esta condicién se expresa como

n

bdr(S(X;T)) € | £i. (5.1)
1=l

Para que la construccién permanezca invariante bajo parametrizaciones, necesitamos que

(

dos triangulaciones de R}?) scan consideradas equivalentes si determinan la misma es-
tructura combinatoria. En consecuencia, se consideran isomorfismos de clases de triangu-
laciones; equivalentemente, se pesa cada triangulacién 7 con un factor C(7 ), donde

C(T) = #{triangulaciones isomérficas a T}

es del orden del grupo de simetrfas de la triangulacién de 7. Dada una accién A(S) de
una superficie S, definimos las funciones de Green

W(T) —A(S(X:T d
Gl ooy ln) = —/ g SHRIEE d°X;, (5.2
) ; C(T) Joar(S)cLiu..Utn H ’ )

H(T)=H JEP(T)
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FI1GURA 3. Triangulacién con su grafica dual correspondiente.

donde la suma corre sobre todas las triangulaciones de R(I;').
Observacidn: Esta expresion trata de ser una regularizacién de la funcién de Green de
cuerdas con la suma sobre triangulaciones correspondiendo a la integracién sobre métricas.
La mds importante seleccién de la accién A(S) es la discretizacién de la accién de
Polyakov, es decir,

AExGTN=5 T x-xp (53)
(1.7)€E(T)

donde la suma corre sobre todos los pares (i, ) de tridngulos adyacentes. Otros modelos
estudiados son los modelos de Potts sobre un enrejado aleatorio. En esos modelos los

campos X; se reemplazan por espines o; = 1,...,q, y la accién por el hamiltoniano usual
de Potts:
B
Apus(S(@T)) =5 Y (1=bug) +hD (1= b1, (5.4)
(1.7)"€E(T) i

Aqui, como anteriormente, los espines se localizan en los centros de los tridngulos. Sélo
discutiremos la discretizacion de la accién de Polyakov. Con la accién (5.3) la integracion
sobre X en (5.2) puede hacerse explicitamente, ya que estd dada por una integral gaus-
siana. De hecho la accién (5.3) puede escribirse como

ARS(X;T) =8 Y XiDy(T)X;, (5.5)
)

i JEF(T
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con
-1, si(i,j)* € E(T);
Dy(T)=4 Ny, sii=j; (5.6)
0, de cualquier otra forma,

donde N; representa el nimero de tridngulos adyacentes al i—ésimo tridngulo. La ac-
cién (5.5) tiene un modo cero debido a invariancias translacionales. Para las funciones de
Green este modo se remueve por las condiciones de frontera. Sin embargo, para la funcién
de particién este modo debe eliminarse a mano para evitar divergencias en la integral.
Esto se logra, por ejemplo, fijando la posicién de uno de los tridngulos, digamos Xy = 0.
La funcién de particidn resultante es

W(T .
Bym ¥ ( )/G—A‘},(S(A,T))é(x{]) ] &%

C(T) |
T:H(T)=H JEF(T)
Jj#0
(5.7)
Tl [ xlF(T)I-1 ]"”
- F(T 5 ’
T:H(T)=H C(T) [BIFT det D(T)

donde D es la matriz obtenida de D por la eliminacién de renglones y columnas corres-
pondiendo a i = 0. Vemos que la dimension especial d aparece aqui como una pardmetro,
por lo que puede continuarse a valores no enteros. El caso d = 0 corresponde a gravedad
pura, es decir a la teorfa sin los campos de materia X. Por otra parte, cuando d — oo las
triangulaciones dominantes son las que minimizan el det D, mientras que para d — —00
solamente sobreviven las triangulaciones que maximizan el det D. En particular, para la
accion (5.3) con pesos

W(T) = exp(—u|F(T))), (5.8)

puede mostrarse que existe una [, tal que G(Ly,...,L,) es finita para 3 > . e infinita
para 3 < f3, para toda n y todos los lazos Ly,..., Ly, aun cuando los lazos degeneren en
un punto simple [8]. Se sabe que el punto critico . es independiente del género H.

Las observables de principal interés son el intervalo de masa y la susceptibilidad. El
intervalo de masa (mass gap) estd definido a través del decaimiento exponencial de las
funciones de correlaciéon de dos lazos G(L;, L), en la distancia entre los lazos. Puede
comprobarse que para los pesos (5.3), este decaimiento es independiente de la forma de
los lazos, asi que los lazos L), £, pueden contraerse a un punto simple zj,x;; en tal
situacién la correlacién se denota por G(z1,x2). De aqui que la masa esté definida como

m=- lim log M
lz1—z2|—o0 |T1 — T2

(5.9)
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La susceptibilidad es entonces y = fda:G(:r:o,:r:) y, con los pesos (5.8), no es dificil ver
que

X & s (T (5.10)

Para las aplicaciones en gravedad cudntica o teoria de cuerdas, uno se interesa en un
limite continuo en donde las triangulaciones mds finas convergen a la variedad triangulada
Rf;). En particular, el nimero de tridngulos |F(7)| debe tender a infinito y ademds el
promedio (|F(7)|) debe diverger. Por la férmula anterior, esto significa que en el limite
continuo uno debe alcanzar un modelo critico, que estd en § — (. y ademds y debe
diverger cuando § — [, lo cual requiere g, > 0.

6. MODELOS ALEATORIOS MATRICIALES

El modelo de Polyakov descrito en la seccién anterior se puede poner en correspondencia
con una teoria de campos de matrices [5]. Esta correspondencia es un tanto andloga a la
correspondencia de modelos de CA y teorias de campo vectoriales, pero con la diferen-
cia de que la teoria de modelos de CA se da esencialmente de las expansiones de altas
temperaturas de la teorfa de campos vectoriales, la cual es una expansién convergente en
el enrejado, mientras que la teoria de modelos de SA se origina de las expansiones de la
constante de acoplamiento de la teorfa de campos matriciales, la cual es divergente.

Consideremos campos de matrices {¢(z)}, donde z corre sobre alguna variedad d-
dimensional M, y cada ¢(z) es una matriz hermitiana N x N. Una teoria matricial
euclidiana de campos estd definida por la asignacién de una medida formal al espacio de
configuracién ¢(z):

e Lt U({g())) [ o), oy

donde U es una funcional de {¢(z)}, y la medida sobre el espacio de N x N matrices
hermitianas estd dada por

doz) = ][ dea(@) [] dRepi@) ] dimey). (6.2)

1<i<n 1<i<j<n 1<i<j<n

Aqui se usard A como una pardmetro de ajuste. Cabe hacer notar que al igual que la teoria
de A¢?, la medida (6.1) no estd bien definida debido a las divergencias ultravioletas, por
lo que es necesario recurrir a un cierto tipo de proceso limite para obtener expresiones
con significado. El proceso de regularizacién utilizado aqui consistird en considerar apro-
ximaciones en el enrejado con una versién de U discretizada. Sobre un enrejado finito de
q sitios, la discretizacién de U tipica toma la forma

U(e(D), -0 0(0) = D Ars(r)p(s) + 3 Vi (i2(r)), (6.3)
r=1

r,s=1
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donde {A,,} es positiva definida y V es un potencial de polinomio:

Pmax

Ve(o(m) = D uplr)e?,
p=3
por lo que uno estd interesado en calcular integrales con respecto a la medida

g
e=3 rUp 0D TT deoli). (6.4)

$=1

Para obtener una teoria de campo euclidiano, primero deben calcularse las observables
a ¢ finita y después dejar ¢ — oo, ajustando al mismo tiempo {As} y {up} como una
funcién de ¢ (el limite de volumen infinito y el limite continuo para la teoria de campos
matriciales). Lo interesante de la situacién es que la g-teoria matricial de campos tiene
problemas no triviales para valores finitos de ¢. Por ejemplo: 1) La bien conocida expansién
perturbativa en potencias de los coeficientes u, (p > 3) es divergente. Este hecho nos obliga
simplemente a no tomar un punto de vista perturbativo. El problema grave es que virtual-
mente en todas las situaciones de interés en teoria de SA la integral (6.4) es divergente,
porque el potencial V no estd acotado por abajo para valores impares de pmax, 0 bien
porque Upmax(r) €s negativo para pmax pares. Ademds la expansién de perturbacién no
es Borel-sumable. La correspondencia entre modelos aleatorios matriciales y los modelos
de gravedad cudntica bidimensional se hace al nivel de series de potencias formales. Por
ejemplo, las series que representan la contribucién correspondiente a una potencia fija 1/N
son geométricamente convergentes y pueden ser sumadas usando el método de polinomios
ortogonales. Por otra parte, las series que expresan la contribucién de potencias arbitrarias
de 1/N, es decir sumando sobre todos los géneros, pueden ser relacionadas en un cierto
limite (llamado limite de doble escala) a soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales
(KdV). Esas ecuaciones pueden de nuevo ser derivadas del métoco de polinomios ortogo-
nales en el contexto de matrices integrales. Es decir, los modelos matriciales nos sugieren
soluciones no-perturbativas a modelos de gravedad cudntica bidimensionales.

7. CONCLUSIONES

Como hemos podido notar, las teorias de SA en el enrejado representan una generalizacion
natural de las teorias de CA. Sin embargo, es clara la mayor riqueza y complejidad de
estructura de las teorias de SA, esencialmente debido a su complejidad topolégica. La
riqueza de estas teorfas ha dado una esperanza a los fisicos tedricos de una posible teoria de
unificacién de todas las interacciones actualmente conocida como teoria de supercuerdas,
que no es mds que una teoria de SA en el continuo.
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