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RESU~IE:\'. Se estudia la estructura simpl(;ctica de la fa."c de ilC'rry con estados ('ohprPlltf's del grupo
SO(3). Considerando los p."tados coherentes como los 11I;\5 (,(,ITaIlOSa una d('scripri6n ci,í.:;;ica. se
o1>ti(,llc lIlIa expresiólI can6nica para la fas.e tIe I1atllJay y la diH,í.mica de Li(' gl'lIcralizada. En el
límite clásico esas fOfIlllllaciolH's ('anónic(t$ SOIl idf'lItificadas ('on la fa."c y dill;\lllica de UII cuerpo
rígido libre.

AnsTHAcT. The sympl('ctic structllre of tite ilerry's phasc with SO(3) grollp coilerent states is
studied. Assuming the cohen'nt statf'S so c10se to a r1assical descriptioll, a rallllonical express ion
for Hannay's phase alld the gC'lIcralizcd Lie's dyn:uflics is obtained. In the classical Iimit those
catlllonical formulations are idC'ntifie<! wilh the phase alld dynamics of a free rigid hody.

rAes: 03.G5.Bz; 02.20.+h; 02AO.+m

1. [:"TllODuccró:"

La fase de la función de ('stado introdllcida por B('rry [1] e11un proceso cíclico adiabático de
1111sistema cuántico yel :illgulo o fase de lIallllay [2] en la cvolucióll de un sist('ma clásico,
han sido tratados dl'sde diferl'ntes puutos dl' vista)' condiciones [3]. Así '" ha podido
determinar qne la fase de I3erry se prC'sC'lltaClI<11lt10 la evolución no ('s adiah,itica [..J] o aun
cíclica [5]. Se ha ohservado [G]qlle la fase de B('rry es cOBsccucncia de la anholollomÍa de la
variedad diferencia]'le ("ou clu'\'atura no uula, dl'finida por los par,ímetros o ("oordenadas
de la función de estado. Esto ha quedado de mauifiesto en experimeutos de resouancia
magnética nuclear [7]' eula fase de Pancharat.uam {S]en interferencia COIl luz polnrizaua [9]
)' en el giro del vector del ca!llpo electromagnético l'n un haz propagado l'U uua fi],ra óptica
curvada [10].

El caso más simple tratado por l3err)' [1] fue uu hamiltoniano dl' la forma II = (T' r/2,
donde u = (al, a2, (3) es el vector matricial de Pauli y r es el vector 1lllitario de posición
sobre la 2-csfcra 52, slllllergida en el espacio euclidiano :3-ciimensiolla1. Las fUllciones de
estado propias de ('ste lialllilloniano resultan ser estados coherentes del grupo 50(3) con
j = I/~. definidos so],re la ('sfera 52 = 50(:3)/50(2). La fase de B('rry para estados
('oherentes 50(3) de ('spÍn ('ou j = 1/2,1,3/2 .... ha sido calculada [Ijl, siu (,llIhargo no
se ha considerado la pstructllra simpléctica [12] relacionada COlI la vari('<1ad 52 en la cual

•Area de Física-CI3I, Ullin~rsi(I;l(1 AlltÓllOlllrl ~letrop()litalla Azcapotza1co.
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están definidos los estados coherentes de espín [13], ni la dinámica determinada >obre
esta variedad y su relación con la fase de I1allIlRY. La estructura simpléctir.a de la fase
de l3erry de forma general, sin considerar estados coherentes, ha sido ya estudiada [14], y
para estados colH'rclltcs definidos en grupos ha sido calculada [15], f'in embargo no se han
considerado la (~strllctllra simpléctica y la diwlmica, así como la relación con la fase de
Hannay. teniendo presente qnc los estados coherentes de cspín1 son la descripción cuántica,
más cercana a la chísica ya <¡ue son de mínima incertidumbre [11]. El objctiYO del presente
artículo es precisamente estudiar la estructura simpléclica, la dinámica de Lie [17] y la
fase de l3erry-Hannay con estados coherentes de espín del grupo SO(3), definidos sobre la
esfera 52 cuyo grnpo de holonomía [Iti] es el grupo SO(2), al cual pertenece la exponencial
de la fase de l3erry. Así en la Seco 2, a partir de nn principio yariacional para la ecuación
de Schródinger, se relaciona la fase ,le l3erry con el término cinemática de la lagrangiana.
Con esta función se determina la estructura simplécticél, caracterizada por la evolución
de los parámf'tros o coordenadas de la fUllción de cstado; obteniéndose ('cuaciollt's de
mo\"iIniento grllC'raliza<ias y una rxpresión para la fase de Berry- I1annay (lB función de
las coordenadas y lllOlllentos can6nicos. En la Sec, 3 se decrihen las propiedades lllás
importantes de los estados coherentes de espín del grupo SO(3) y se aplican a los conceptos
tratados en la S('(" 2. como caso particular. Se obtienell paréntesis de Lie para la dinámica
del grupo SO(:3) para un cuerpo rígido libre y se presmta la fas<' de l3ern'-I!annay como
una 2-forrna en la esfera S2 y se relaciona con el límite chisico, Por úl~illlo se ~lall las
concluoiones oiJtenidas en la Seco 4. En cuanto a la notación PI producto ext('rior de
l-formas se denota con A, al pasar de una integral de trayectoria cerrada, a una integral
sobre un área mediante el teorema de Stokes o al obtel",r la diferencial de una I~forma.

2. ESTHCCTUIL\ Sntp!J:cTICA

La fase de I3en)' se pucde detcrmillar como consecllcllcia de la ('volllciólI t(,lIlporal <Ir la
fUllción dc est ado de acuerdo a

d
ih dll~'(t)) = l/(t) 1'1"(1)), (1)

donde l/ es el hami1toniano y (~,( t) 1 ~,( 1)) = 1.
Expresando I~,(t)) = C(t)I4>(t)). donde la función compleja C(t) es de lIlódulo uno y

substituyendo en la Ec. (1). se tiene

Esta (~cllación se puede integrar illIlH'diatalll('lltc [5]' COIl el rt'slI1tacio

C(t) = ,'xp (- r (4)ld4>) _!.. r' ('I''¡¡¡I~') di') C(O),./J) h ./0

(2)

(3)
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en ~onde Id';') = dl~) es la difere~cial de la función 14» y el subíndice D en la integral
lIldlCa una trayectorIa en el espaclO de parámetros o coordenadas de la función 14». La
fase real de la Ec. (3),

(J = il (.;,Id.p) = i1(d.pl/\ Id6), (4)

es la fase geométrica de l3erry [1], en la cual D ('S una trayectoria cerrada, que limita a
la superficie S y n = (d4>l/\ Id4», es la 2~forma diferencial de l3eny [1]. La Ec. (1) de
Schriidinger pnede obtenerse a partir del principio variacional

I = J ( \,p ¡ir, ';,;) - (~'IIIIV))dt. (5)

El primer término en esta integral se conoce romo la forma CinCl1l,ltica, la cllal tomada
sobre una trayectoria D puede relacionarse con la fase de l3eny. El segundo término es
conocido como la forma dimimica, e igualmente se relaciona con la llamada fase din¡imica
de la Ec. (3). Si los estados~J(t) están definidos sobre una variedad diferenciable ¡r, o
la determinan al evolucionar sus coordenadas () p,uámctros. las propiedadrs g('onH~t ricas
de esta variedad, C01110CUn"atufa gallssiana, 2-£01'111 a, transporte paralr)o y grupo de
holonomía se manifiestan en la fase de Den)'. Los estados también determinan sobre esta
variedad ¡r una estructma simpléctica y una dinámica canónica de Lie [12]. Se considera
que la dependencia temporal de las funciones de estado se puede expresar a través de sus
coordenadas o parámetros x;(t), cuya naturaleza o significado dependerá del problema
físico particular que se trate. Por lo tanto, se puede escribir

(6)

La ,'ariación de las coordenadas .T;(t.) define un parche coordenado [IGI de la variedad
¡ro La acción de la funcional de la Ec. (5) se \'llelve entonces función de e3te parche
coordenado y determina la función lagrangiana

L = Xj]!j - II(.T;),

en la cual el momento canónico Pj está determinado por la cant idad real

La velocidad genrralizada es :Í'j = dxi/di y la función lIallli1toniana se expresa como

II(:e;) = (¡JJ(:e;)ITlIl¡J(.r;)).

(i)

(8)

(9)
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Las ecuaciones canomcas de movimiento con la lagrangiana
principio variacional de la Ec. (5) son, por lo tanto,

.. OH
N'l(x;)Xj = -O 'x.,

donde e! tensor antisimétrico N;j (:r;) toma la forma

.. OPi Op;N'l(X;) = .
OX; OXj

de la Ec. (i) y usando el

(10)

(I 1)

Este tensor depcndc sólo dc la cstructura dc la varicdad V y determina los aspectos ci-
ncmáticos de! movimiento [12], mientras que ¡¡(x;) dependc del hamiltoniano y determina
la dinámica. Con este tensor antisimétrico N;j(x;) definido sobre la variedad V, ésta se
vnch'e simpléctica [12). Cuando este tensor no es dpgenerado su inverso Nij,

( 12)

determina un paréntesis gencralizado dc Lie [17] mediantc el cual se pueden escribir ecua-
ciones canónicas generalizadas que toman la forma

X; = {x;, ¡¡(x;)} == NijOOll (.r;).
.Tj (13)

También es posible definir un tensor métrico gij en la varicdad V, mcdiante uua fuución
de estado que pertenece a un espacio de ¡¡ilbprt [18]. A partir de una función de esta-
do definida en dos coordenadas cercanas 1J,!{r;)) y 1J,!i(x; + d.l';)), una métrica se puede
determinar por

. 2
1J,!i(x; + dx;) - 1/J(x;)1 = (J,!i(.'!:;+ d.'!:;) - J,!i(x;)I,p(x; + d.'!:;) - 1/J(x;)), (14)

la cual hasta segundo orden se puede escribir

11/J(x;+ dx;) - J,!i(.'!:;W = (O;7/J(x;)lOjl,b(x;)) d.'!:; d.'!:} = T;j dXi dXj (15)

donde O;1/J(x;) = O,p(x;)/Ox;.

Consecuentemente con el producto hermitiano se determina un tensor cuántico-geomé_
trico T;j [19), e! cual se puede separar en sns partes real e imaginaria como sigue:

gij = gj; = ~((O; 1/J(.'!:;)10j 7/J(:l';)) + (Oj1/J(.'!:;)IO;J,!!(x;))),

il1;j= -il'j; = WOi,p(;l'i)IOj!/J(x;)) - (Oj!/J(x;)IO;1/J(x;))).

(16)

(17)

La parte simétrica real g;j de! tensor cnántico proporciona, por lo tanto, un tensor métrico
en la variedad V, y el antisimétrico 11;j una estructura simpléctica, ya que como se puede
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ver de las Ecs. (S), (11) Y (17) los tensores It,j y Ni), sal\'O un factor, son iguales. Asimismo
el tensor antisimétrico ilt,j se puede relacionar con la 2-forma diferencial de Berry:

(IS)

De la Ec. (S) que define el momento canónico se puede escribir tambiéu

(19)

Con lo cual la 2-forma de Berry se puede expresar C0ll10

la cual satisface

£ID = O.

(20)

(21 )

Por lo tanto, la 2-forma diferencial de Berry está determinada por las funciones de
estado sobre la variedad V y se puede identificar con la 2-fornu, simpléct ica definida en
la tnisma variedad V. Finalmente, la fase de Den)' se pllrde ('xI)}'('sar entonces como

(22)

cxprCSlOll, que de manera natural, manifiesta el límite cléí.sico, (lB cuyo caso la fase es
ahora la de Berry-lIannay [19]. En efecto, comparando con el límite c¡¡ísico [5,19] de la
fase de Berry,

(3= lim ~ ¡(d]!j ti d.Tj) ,
h-O ñ

(22a)

en la que el paréntesis triangular denota promedio en el ('spacio fase, la Ec. (22) es el
límite clásico ya que no depende de ñ.
Las cantidades)li y Tij se pueden obtener [IS] del producto escalar entre (los funciones

de estado en la forma siguiente:

(24)
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3. ESTADOS COIIEREI'TES SO(3) y IJ!K,\WCA GENERALIZADA

Los estados coherentes de espín están determinados [lll por las representaciones nnitarias
Tj(g) del grnpo SO(3), con j = 1/2,1,3/2, ... y dimensión 2j + 1. Los esta(los del espacio
de representación Ijm) son estados propios de los operadores Jo Y J2

y

Jo Ijm) = m Ijm) (-j ~ m ~ j) (25)

J21jm) = j(j + 1) Ijm). (2G)

Si algún \'ector Ij1ll) se toma como estado fnndamental 11'0), el estado coherente está
determinado por el n'do!' uuit ario f, = (sen O ros ep, sen O S()1l tp, ros O), como

Ir,)=TJ(Ij;,)lvo). (27)

Por lo tanto, los estados eohrrrnt(':-; rq;tll ddllli<in" solJr(' la ('sfera de radio ullitario dos
dime,,,ional 52 = SO(:l)/SO(2) = SC(2)/SU(1). la cual", la órhita d., la repre,entación
coadjunta dd grupo SO(3) [11]. y puede asÍ. ,cr consid"rada como ,,1 ",'pacio fas" d" un
sistclJIa dinámico cl<i:...;jco. Escogif'I}(\O pI ('~tad() flllld<lIlH'lltalj{'ú) igual a (,lla!qnil'ra de' los
estados 1) :I:j), la dispf'rsión <Id olH'rador <1('Casimir ('s tllínima y los ('stados coll('n'lltrs
definidos son los m:ís ('('reanos a (',"lados ('\;í:..;j('o" [11].

Es('()¡..!;i(,lldo el rstacio I.i - j). ('1 (,lIal COlT('Spollt1P al }>1I1It() ('11 ('1 polo ....;111' flo = ({l. (J. -1)
de la e:-:ft'ra 52 y Illcdiante los g{,lll'rador('~ illfilliIP:-:ima1f.s.l:. = JI ':'.:.1;.. ('11' ....;tado coilPl'('Ill('
Ir,) est,i l'<'lacionado al ."tado ['-'u) = jj - j) por

(28)

donde.:: = - tan O/'2c-i-; y Z ('s Sl1 complejo eOlljllgado.
Por IIlrdio de la (}P~c()mpo~ici{)ll galls~ialla [ll]. la Ec. ('2S) se r~('ril)p COIllO

donde

(= - tan 0/2. '7 = 111(1 + lol~). (' = -C.

(29)

(30)

Expandiendo fina!Inente las ('XI)()lI"n,iales d" la Ec. (2!J), ,e ohti.',,,' la ('xpan,i<ÍlI del
estado co!Il'l'ente lo). ,o!lr" la !la,,, de e,tado, jj) como

J [ (') ')' ] 1/"-J . .) -1 '-4-

lo) = L (' )'(' )' (1 + 101-) o) '" jj",),
. .J + !JI . .J - /11 .

111:::::-)

(:Jl )
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o bien, expresado en variables angulares O, <p:

j [ (2')' ]1/2J . j+m j-mIn)=:L (" )'("_ )' (-senO/2) (cosO/2) exp(-i(jmllQ) Jjm) .. ]+m.] m.
m=-)

(32)
La relación entre las variables angulares O, <p sobre la esfera 52 y el número complejo

z de la Ec. (28), es el isomorfismo de la proyección estereográfica desde el polo sur.
Efectivamente, este mapeo ¡ntrod uce coordenadas complejas para la esfera 52 con el polo
sur removido, pero no es posible que tales coordenadas describan 52 totalmente debido
a su estructura topológica. Sin embargo, la esfera 52, así como cualquier órbita de un
grupo de Lie compacto, es una \'ariedad compleja compacta [111, de tal forma que puede
ser descrita con una combinación de varios sistemas de coordenadas.
Se puede probar que el estado coherente de espín l'S un estado propio del operador ñ. J.

En efecto.

f¡. J 1';.)= -j 1';),

y el valor esperado del operador J es

(33)

(34)

Con las Ecs. (24), (31) y (32) para los estados coherentes, se tienen en coordenadas (O, <p)
y Z, respectivan1entc, las métricas

ds2 = j(d02 + sen2 Od«2),

2 . 2 dz dz
d8 =] 2'

(1+ Iz12)

(35)

(36)

La primera es la métrica riemmaniana de la esfera 52 y la segunda es la métrica de
¡{¡¡hler de la misma esfera, considerada como una variedad compleja, en cuyo caso la
métrica es la de Fubini-Study [20],
Igualmente se pueden determinar las ecuaciones de mo\'imiento, que en coordenadas

complejas son, de acuerdo a las Ecs, (13), (24), (31) y (32), las siguien!t's:

i=
-i(1 + Iz12)2 OJ/

2jh Oz' '
(37)

'. i(I+lzI2)20J/
z = 2jr, Dz '

las que con el paréntesis de Lie defiuido por

(38)

(39)
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z = {Z, ll}, z' = {Z, Hj. (40)

Estas mismas ecuaciones en coordenadas angulares O, 'P son

con el paréntesis de Lie,

é={O,H}, rp = {'P,ll}, (41)

1 (DA DE DA DE)
{A, E} = j sen O D'P DO - DO D<p .

El momento canónico 1'", de la Ec. (23) en coordenadas angulares es

1'",= -j cos O,

por lo que el paréntesis de Lie de la Ec. (42) se puede escribir como

(
DA DE DA DE)

{A, E} = D'P Dp", - Dp", D:p .

(42)

(43)

(44)

Con el momento P, se puede reescribir también el paréntesis de Lie, sin embargo en la
forma canónica en coordenadas angulares este paréntesis se identifica COnel paréntesis de
Lie generalizado del grupo 50(3) [1i,21], de acuerdo a los estados coherentes del grupo
50(3) con los que se ha calculado.

La 2-forma y la fase de Berry-Hannay de las Ecs. (20) y (22) se escriben así:

E = -ij sen OdO 1\ d'P, dE = O.

/3 = -j1cos Od'P = j l sen OdO 1\ d'P.

(45)

(46)

De esta ecuación es claro que la fase de Derry-Hannay es igual a j0., donde 0. es el
ángulo sólido subtendido por la superficie S en la esfera S2 Para j = 1/2, es decir para
un sistema con dos niveles, se recupera el resultado original de Derry [1) y la fase de un
monopolo magnético de Dirac [22J. Este tratamiento para j = 1/2 es de aplicación en la
fase de Pancharatnam de luz polarizada [8) y en los ecos de espín en resonancia magnética
nuclear, pero no se tratarán aquí.

El caso vectorial con j = 1 es de interés, porque en este caso el paréntesis de Lie de las
Ecs. (42) o (44), se rednce al correspondiente del grupo 50(3) de un cuerpo rígido libre
en mecánica clásica [21), en cnyo caso la fase de I3erry-Hannay de la Ec. (46) coincide con
la fase de Halmay calculada clásicamente [23,24], para la rotación del cuerpo rígido en nnperiodo.
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4. COKCLUSlONES

Se ha demostrado que para un sistema cuántico descrito por funciones de estado definidas
en una variedad V, queda determinada una estructura simpléctica y una dinámica de Líe
generalizada en esta variedad, las cuales se pueden usar para determinar la 2-forma D y
la fase de I3erry. Así, la fase de I3erry para tales estados se expresa como la integral de
acción independiente de ti con el momento generalizado de la dinámica de Lie, por lo cual
se puede identificar con la fase clásica de Hannay. Para el caso de los estados coherentes
de espín del grupo SO(3), la dinámica de Lie se ve que es la del grupo 50(3). Con j = 1,
la dinámica de Lie y la fase de I3crry-Hannay corresponden a la de un cuerpo rígido libre.
La igualdad de las fases de I30rry con estados coherentes SO(:3) y la de lIannaO' para un
cuerpo rígido libre, se ('stablccc comparando las expresiones para ('stas fases. Sin embargo,
pudiera darse el caso de la existencia de sistemas con rstados de incertidllmbre mínima,
en los que la fase de I3errO' y el ángulo de lIannaO' son difereutes.
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