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RESU~tEN. En este trabajo se calculan las interacciones hidrodinámicas sobre "cuentas" esféricas
inmersas en un solvente newtoniano y en solución diluida bajo la influencia de un flujo de
corte, usando el método de fuerzas inducidas de ~lazur y nedeaux. Estas interacciones causan
fuerzas de fricción anisotrópicas en el espacio. Se obtienen soluciones numéricas para el tensor de
esfuerzos debido a la presencia de las moléculas poliméricas, tomando en cuenta las interacciones
hidrodinámicas, para el flujo de corte de una solución diluida de moléculas en un canal angosto.
Las moléculas poliméricas son consideradas como mancuernas unidas por un resorte lineal. Se
calculan la velocidad de deslizamiento y la viscosidad efectiva de la solución originadas por las
moléculas poliméricas. Para diferentes radios de las mancuernas se observa migración transversal
de las moléculas en el canal.

ABSTRACT. Hydrodynamic interactions on a dilute solution of spherical beads, inmersed in a
Newtonian solvent in steady shear flow, are calculated with thc method of induced forces. These
interactions cause thc drag to be anisotropic in space. Nnmerical solutions are obtained for the
added stress, caused by the polymer molecules, where hydrodynamic interactions in a narrow
channel are included. The polymer lllolecules are considered as I100kean spring-dumbells. The
added stresses are used to calculate the slip \'clocity and the effective viscosity. Transversal
migration in the channe! for differcllt bcad radius is fonnd.

PACS: 62.15; 61.25.I1

1. INTRODUCCIÓN

Desde hace algún tiempo se sabe que las interacciones hidrodinámicas entre moléculas
poliméricas en solución diluida modifican el comportamiento dinámico de estas solucio-
nes [1,2]. Recientemente López de Haro el al. [3] y Chávez et al. [4] han introducido los
efectos del flujo clongacional culas interacciones hidrodinámicas de soluciones poliméricas
diluidas, partiendo de la ecuación de Navier-Stokes y usando el método de fuerzas indu-
cidas originalmente utilizado por l\Iaznr y I3edcaux [5].
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::\uestro propósito en este trabajo es calcular las interacciones hidrodinámicas para una
solución diluida de llCllcntas1' esféricas en un solvente newtoniano y bajo la inft uencia
de un flujo simple de corte estacionario, usando e! método de ~Iazur v lledeaux en la
aproximación de fuerza puntual utilizada en la ReL [3). Las interaccione~ hidrodinámicas
eucontradas son ntilizadas para estudiar e! flujo de una solución diluida de mancuernas
unidas por 1111 resorte dent.ro de un canal angosto bajo la influencia de un flujo de corte
simple, nsando un método similar al de Goh el al. [G], pero tomando en cuenta las in-
trraccioncs hidrodinámicas entre cuentas de la misma mancuerna. A diferencia de estos
autores, los cuales consideran la densidad de probabilidad independiente de la posición
dentro del canal, en este trabajo se considera la dependencia de la posición dentro del
callal para esta fUllción. Se investiga la influencia del tamaño de las cuentas sobre la
distribución de las mancuernas en el canal y la variación de la viscosidad con el ancho del
mismo.
Experimentos realizados en capilares con soluciones poliméricas bajo flujo de corte 17,8]

muestran que la dscosidad producida por tales soluciones dentro de capilares con paredes
lisas es menor que la obtenida para las mismas soluciones en ausencia de paredes. Este
fenómeno, (.onocido desde hace algún tiempo [9] como deslizamiento, puede ser explicado
intuitivamente como un gran alineamiento de las moléculas por el flujo cerca de las pare-
des, causado por el impedimento estérico [!O], originando una capa de baja concentración
adyacente a las paredes. Esto ha sido demostrado experimentalmente por :-[üIler el al. [11]
y por simulaciones dinámico-brownianas realizarlas recientemente por nosotros [12J para
un sistema de moléculas rígidas en solución y considerando interacciones hidrodinámicas.
Soluciones analíticas a la ecuación de difusión realizadas por Goh el al. [G], usando

mancuernas \lnidas con un resorte lineal, mucstran la presencia de deslizamiento en ca-
nales angostos y una baja concentración de mol6culas cerca de las paredes. llrunn y
Grisafi [13] hall obtenido soluciones exactas para todas las cantidades reo lógicas para
canales muy angostos .Ymuy anchos comparados con el tamaüo de las moléculas, también
usando el Illodelo de mancuernas. Recient.emente estos mismos autores han obtenido re-
sultados numéricos para canales de tamaño intermedio [14]. Resultados similares fueron
encontrados por Biller y Petruccione [15]1 usando simulaciones numéricas para estudiar
mancuernas lineales y no lineales bajo flujo de corte y confinadas entre placas paralelas.
Todos estos autores [3,10,13,14,15], usando diferentes t6cnicas, han estudiado soluciones
diluidas de mancucrnas dcntro de canales sin tomar en cucnta la influencia de las interac-
ciones hidrodinámicas entre las cuentas, por lo cual en este trabajo intentamos demostrar
su efecto en la distribución de las mancuernas dentro de! canal.
En la primera parte del trabajo calculamos las mo\.ilidades de una solución diluida de

cucnta."i csférica..,;; inmersas en un solventc ncwtolliano, tomando el! cuenta la influencia
de un flujo de corte y usando e! método de fuerzas ind ucidas y siguiendo los desarrollos
realizados por López de Haro el al. [3]. Así mismo, obtenemos la ecuación de difusión
correspondiente a Hna solución diluida de mancucrnas unidas por un resorte lineal y
dependiente de la posici6n de! centro de masas (re) de las moléculas y de la separación
de las mancuernas (R) [IG].
A partir de la ecuación de difusióu obtenemos una ecuación diferencial para las com-

ponentes del tensor de esfuerzos, usando el tensor (RR), donde los paréntesis significan
promedio sobre las coordenadas R.
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En la ~egunda parte del trabajo consideramos una solución diluida de macromoléculas
modeladas como cuentas unidas por un re~orte lineal dentro de un canal angosto y some-
tido a un flujo de corte simple.

Introducimos las interacciones hidrodinámicas calculadas en la primera parte para re-
solver numéricamente la ecuación de difusión para la concentración de moléculas dentro
del canal, así como para las componentes del tensor (RR). En la sección final resumimos
los resultados obtenidos.

2. Los TENSORES DE MOVILIDAD Y LA ECUACiÓN DE DIFUSiÓN

Consideramos una solución polimérica diluida formada por macromoléculas modeladas
como cadenas de iV cuentas esféricas, unidas por conectores sin masa y radio a mucho
mayor comparado con el tamatio de las moléculas del sol\'ente.

La fuerza de fricción promedio sobre cada cuenta de las cadenas poliméricas debido a
las moléculas del solvente, FJ!, viene dada según la aproximación de Stokes por

(1)

doude ri es la velocidad de la cuenta i, Vi es la velocidad que el solvente tendría en el
punto ri si la cuenta estuviera ausente y (3= 67r1¡a es el coeficiente de fricción translacional
de la cuenta i dependiente de la viscosidad del sol\'ente r¡ y el radio a de la cuenta.

Al considerar interacciones hidrodinámicas, Vi toma en cuenta el campo de velocidades
v? del solvente en ausencia de macromoléculas y la perturbación al flujo v; causada por
la interacción con las otras cuentas. Para un flujo homogéneo de corte, v? se escribe como

o o KVi = V + . ri, (2)

donde vO es una constante que tomaremos como cero, rj es el vector de posición de la
cuenta i en un sistema fijo de referencia y K es el tensor gradiente de velocidad para un
flujo de corte simple independiente de la posición.

Para JVcuentas, v~ se escribe en la forma [1J

N

v~= ¿Tij"FY,
j=!

(3)

donde Tij es el tensor de interacción hidrodinámica actuando entre las cuentas i y j, el
cual puede ser calculado con la aproximación de Oseen [11o de Rotne-Prager [171.

La Ec. (1) se puede reescribir usando las Ecs. (2) y (3) como

N

FJ! = - ¿(ij(Vj - K. rj) (i = 1, ... ,N),
j=l

(4)
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en la cual los tensores de fricción ~ij están relacionadas en forma directa con los tensores
T;j.

La ecuación de Langevin para cada cuenta i de una cadena está dada por [16]

dVi -FlI k Toln,p F
mi--;¡¡- - i - B ~ + i, (i=1,2, ... ,N); (5)

aquí, 1ni es la masa de la cuenta i, ri es el vector de posición de la cuenta respecto a un
sistema fijo de referencia, V; es la velocidad de la cuenta y F; es la fuerza externa sobre
la cuenta i debido a la interacción con otras cuentas y campos externos.
El segundo término de! lado derecho de la Ec. (5) representa la fuerza browuiana

promedio sobre la cuenta i debido a la interacción con el solvente y está dada a través
de la función de distribución en el espacio de configuración, ,p(r¡, r2, ... , rN), kB es la
constante de Boltzmann y T es la temperatura absoluta de la solución. F¡I es la fuerza
de fricción hidrodinámica sobre la cuenta i, dada anteriormente en la Ec. (4).
Como es usual, ignoramos e! término de inercia en la Ec. (5), sustituimos la Ec. (4) y

obtenemos la ecuación de movimiento para cada cuenta k bajo la influencia de un flujo
de corte:

(6)

Los tensores /l;k son los tensores de movilidad inversos de los tensores de fricción definidos
en la Ec. (4) Y K es e! tensor gradiente de velocidades para e! flujo de corte, dado por

1
O
O

(7)

donde "1 es la razón de corte constante que caracteriza al flujo.
También podemos obtener una relarión entre la velocidad de las cuentas r; = Vi Y las

fuerzas de fricción F)'. A partir de la Ec. (4) resulta

N

r;(t) - K. r;(t) = L:>ij' F)'(t) (i = 1,2, ... , N).
j=l

(8)

El cálculo de los tensores de movilidad se lIluestra en e! apéndice, para e! cual se
usa la técnica de fvIazur y I3eeIcaux [3,5], desarrollando a primer orden en potencias de
fij = a/R;j yo:R;j' La cantidad Rij = Irj-r;l es la magnitud del vector Rij = (X¡¡,)jR,ZII)

de separación de las ClIentas iy j, a es Sl1 radio y n es un parámetro característico del flujo
y del solvente definido por" = 1Pj7¡, con P y '1 la densidad y la viscosidad ,le! solvente,
re5p ce tivmuen te.

El resultado para los tensores ¡Jij, ut.ilizando los primeros términos del desarrollo, es

(9)
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donde Aij Y "tij están dados por

(10)

:R.;j= Rij /IRij I es un vector unitario, 1 es el tensor unidad, r¡ es la viscosidad del solvente
y f3 = 6;rr¡a es el coeficiente de fricción de Stokes de cualquier cuenta.

Para i = j el tensor de movilidad resulta

(i = 1,2,3), (11)

en la cual ¡y 3 son vectores unitarios ortonormales en la dirección x y y, respectivamente,
de acuerdo a un sistema de referencia fijo.

Si consideramos el primer término en las relaciones (10), obtenemos la aproximación de
Oseen y representa la solución exacta de la ecuación de Navier-Stokes para la velocidad
de perturbación alrededor de una esfera de radio a [Ec. (3)]' moviéndose con velocidad
constante Vi y actuando sobre ella una fuerza de fricción F)I = 6;r7¡aVi [1].

Si consideramos el segundo término del desarrollo de Aij y "tij, obtenemos la apro-
ximación de Rotne-Prager [17] para el tensor de movilidades excepto por un factor de
dos.

Los tensores de movilidad obtenidos en las Ecs. (9) y (11) son anisotrópicos en el espacio
debido a la presencia del flujo, lo cual ya ha sido notado por otros autores para un flujo
elongacional [3,4]; estos tensores son independientes de la naturaleza de los conectores
entre las cuentas, siempre que no afecten la dinámica del solvente.

Ahora utilizamos estos resultados para el modelo de mancuernas unidas por un resorte
lineal y consideramos interacciones hidrodinámicas solamente entre cuentas de la misma
mancuerna. Definimos las coordenadas para cada mancuerna:

_ r¡ + r2
rc=(_\,Y,Z)= 2 '

R = (x,y,z) = r2 - r¡, (12)

Con estas coordenadas se obtienen las ecuaciones de movimiento para el centro de masa
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(re) y las coordenadas internas (R) de cualquier mancuerna a partir de la Ec. (6):

. kBT [ Oln,p]re = K . re - -- (/111 + /12¡) . -- ,
2 Ore

. [ Oln,p]R = K. R - 2kBT (¡l¡¡ - /121). OR - 2(¡l¡1 - 1'21). Fe (13)

donde Fe representa la interacción entre las cuentas de la ma11cuerna y que consideramos
como lineal.

La ecuación de continuidad para ,p en las coordenadas re y R estiÍ dada por [161

O,p O. O.
- = --. (re,p) - - . (R¡,'J).at are aR (14)

Sustituyendo re y R de (13) en la Ec. (14) para el caso estacionario, obtenemos la
ecuación de difusión

kBT{ 2 4 202,p a ( a,p)}2-- (1- AI2)vll1/J - VIl,p. VIlA12 - -na -- - - 112- -O 5 fu~ an an

2 { a [ ] na
2

[ O a]73 (1 - AI2),pV Il . Fe - Fe an (A12 - 1),p - 10 9 Oy (Fx1/J) - O." (Fy,p)

O~(¡12Fe¡,'J)} = O, (15)

donde A]2 Y '112 se obtienen de las Ecs. (10) para i = 1 Y j = 2: Vil y Ve representan el
operador gradiente respecto a las coordenadas R y re. respecti,"amente.

La Ec. (15) es una ecuación diferencial parcial que descrihe la forma en qlle eambia la
función de distrihllción 0 con respecto a la posición de las macromoléculas en el fluido y
las coordelladas internas de las mancuernas, cuando se aplica un campo de velocidades
determinado por K. Esta eCllación se reduce a la obtenida ell la fleL [61 cllando se elimillan
las int('rarciOlH's hidrodinámicas.

Las (,(,l1aciOl1PS reológica ..s que caracterizan ('1C'stado df'las macrollloléclllas (mancuernas
unidas por 1111resorte lineal) en solllción dilllida se ohtiellen a partir de la expresión de
Kramers [161 para el tensor ele esfuerzos dehido a la presl'lIcia dl' las maeromoléclllas:

TP = -71íl(RR) + 71kIlTI, (16)
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donde n es el número de moléculas por unidad de volumen, \l es la constante del resorte, T
es la temperatura de la solución, I es el tensor unidad y los paréntesis significan promedio
tomado con la función de distribución ,,"(re, R) sobre todo el rango de las coordenadas R
de la forma

(17)

Multiplicando la Ec. (15) por el tensor RR, obtenemos la ecuación de cambio para el
tensor (RR); haciendo nso del hecho de qne 1j; ~ O cuando R ~ 00 y eliminando las
integrales de superficie que aparecen. se obtiene

/ D ) T 8 T 2"'"' T
\ [K. Rl . DR (RR) - 4kB i3((AI2 - 1)1) - r;kB i3aa (ij + ji) - 4kB i3hI21) +

4 9aa2•• "'"' __ ••
fj((A12 - I)RFe) + 5lJFx(2yjj + .,,(ji + ij) + z(kj + jk)) -

a:a2 ~~ ~~ ~~ ~A AA

5/3 F y(2."ii + y(ij + ji) + z(ki + ik)) +

4112 T D
T(RFe) - 2kBi3(VR(AI2 + 112)' DR (RR)) = O, (18)

donde i,j Y k es una triada de vectores unilarios en la posición del centro de masas de
una manCllerna.

La Ec. (18) se reduce a la obtenida por l3ird el al. [IG¡ cnando despreciamos interac-
ciones hidrodinámicas. ESla ecuación es consecuencia de la dependencia de la función de
distribución ~. respecto a la posición de las mancuerna;; dt'lltro del fluido. Esta hipólesis
nos permitirá encontrar algunas de las propi!'dades de la ;;olnción deIltro de un canal
angosto, romo vereIllos a continuación.

3. FLUJO DE ü:"A SOLUCIÓ:" OILUIIl,\ DE POI.Í\IEHOS E:" 11:" CA:"AL A:"GOSTO

Consideramos una solución diluida de pOlíllH'rOS en un canal bidimensional. acotado por
dos pared!'s rígidas rl'presenladas por el dominio -x < X < oo. -H < j' < H. -00 <
Z < 00; donde 2H l'S Pi ailcho del canal.
Un flujo de corte simple se CfPa por el movimiento d(' las dos parcdes ('on velocidades

iguales y opuestas de mangituc! U = ¡¡-r,
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Las macromoléculas consisten en dos cnentas unidas por un resorte lineal sin masa
de constante de rigidez n = 3knT/b6, donde bo es la separación cuadrática media de las
mancuernas. Tomamos en cuenta interacciollcs hidrodinámicas solamente entre las cuentas
de la misma molécula. Si cambiamos la escala de las coordenadas de las mancuernas
definidas en (12) utilizando el factor H, el dominio del flujo viene dado ahora por

-00 < x,X < 00,

-00 < Z, Z < 00,

-2(1 - 11'1) ::; y ::; 2(1 - 11'1),
-1::; y ::;1.

(19)

Las ecuaciones de movimiento para este sistema están dadas por las Ecs. (13).
Por la simetría del sistema, proponemos la función de distribución espacial 1/J depen-

diente de las coordenadas internas de las maucuernas y de la coordenada Y de la posición
del ccntro de masas en el canal:

0(rc,R) = l;':(Y,.r,y,o). (20)

Definimos la distribución de la densidad d"l "elltro de masas de las mancuernas en el
canal <Pcm(Y) y los momentos condicional,'s (.l'i.1'jlY) como [G]

<?cm(Y) = J ,"(Y, ;1', y, z) dR,
(21 )

(. . - I ? 3)l,] - , _, ,

donde la integración se realiza en el dominio de las ,'ariables (.r, y, z) dado en (19) y (XiXj)

es cualquier componente del promedio del ("nsor RR definido en la Ec. (17).
Para facilitar los cálculos sustituimos (20) en la Ec. (18) y aproximamos los promedios

que aparecen en esta última en la forma (g(a/ R, aR2)RR), donde 9 es cualquier función
del cociente a/R y del producto oR2, de la siguiente manera:

(g(a/R,aR2)RR) = Jg(a/R.aR2)RR1/J(Y,:r,y,Z)dR

~ g(a/bo,o/J6) J Rlb¡,(Y,x,1/,z)dR

= g(a/bo, ab6)(RR). (22)

donde a es el radio de las cuentas, a fue dcliuido anteriornH'nte y bo es la separación
cuadrática media de las mancuernas sin la pn's(,llcia del flujo.
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(23)
f)2

A f)y2 (z21Y) + D(z2IY) + D = 0,

f)2 1, E
A f)}'2 (xylY) + D(xYIy) + 2C(lly) + 2 (".21Y) + .J = O.

De esta forma, obtenemos las ecuaciones para los momentos condicionales del tensor
(RR) dentro del canal:

f)2
A f)y2 (x21Y) + D(x21Y) + C(xylY) + D = 0,

f)2
A f)y2 (y2IY) + D(y21y) + E(xyIY) + D = 0,

A, D, C, D, E Y .J son funciones dependientes de los momentos del tensor (RR), del
radio de las mancuernas a y del flujo, y están dadas por:

A = Ht + (e + t,3) + ob5e + t(y2)(£ - e3),\

+ tab5,\,[t(xy) - ~(y2) _ ~(x2)]}.

(24)

J- 8 2,. - -son /l.

Los parámetros adimensionales A, l' Y E están dados por

(25 )

El parámetro ,\ describe la relación entre el ancho del canal y la longitud cuadrática media
de las mancuernas, l' representa la razón de corte adimrnsional drl flujo y e la relación
cntre el radio de las mancuernas .r su srparación prollH'dio ('n al1~f'llcja de flujo.

La ecnación que describe el comportamiento de la distribución de la densidad del cen-
tro de masas de las mancuernas Ócm en el canal se obtif'llc integrando la ecuación de
difusión para 0(Y,:r.y.z) [Ec. (15)1 en el dominio de las ("oordenadas internas (:r,y,o).
Después de despreciar términos quc contienen oa2 y eliminando las integrales de superficie
resultant es [1G], obI enemos

(2G)
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Para resolver esta ecuación proponemos una función de distribución 1/1 similar a la
encontrada por Zimm [2]' pero dependiente de la posición del centro de masa de las
mancuernas:

(27)

donde 8 = 1,/4)" Y j(Y) es una función desconocida de Y que no es necesario conocer
explícitamente.
Sustituyendo la Ec. (27) en la Ec. (26) obtenemos la ecuación diferencial para <Pem:

&2 _ /1).. [. r 2 ]
A &y2 <Pcm(Y) - 1+ 82 (.Tyl}) - 8(y IY) <Pem(Y). (28)

Las Ecs. (23) y (28) son integradas numéricamente usando los mismos valores que Goh
et al. [6) en las paredes para los momentos condicionales y la distribución de la densidad
del centro de masa. Usamos la simetría del flujo en el canal dada por las condiciones de
frontera para la distribución de la densidad del centro de masas de las mancuernas y los
momentos condicionales del tensor (RRIY):

<Pem = 0, (xyIY) = 0, (x21y) =~, (z21y) =~, (y21Y) = ° (Y = :1:1);

& &
&y<Pcm(Y = 1)= - &y<Pem(Y = -1);

&
&y<Pem(Y = O) = 0,

&
&Y (XiXjlY)(Y = O)= 0, (i,j = 1,2,3);

& &
&y(xixjIY)(Y = 1) = - &y(x;xjIY)(Y = -1) (i,j = 1,2,3), (29)

A continuación mostramos los resultados de la integración cuando el ancho del canal es
del orden de la separación cuadrática media de las mancuernas y para diferentes radios
de las cuentas tomando ab6 = 10-4, bo = 10-3 cm, P = 1 g cm-3, 1) = 1 cp; todos éstos,
valores similares a los usados en la ReL [3).
El comportamiento de <Pem dentro del canal se muestra en la Fig. 1, para f: = 0.01.

Se observa una distribución uniforme en las regiones alejadas de las paredes, y se redu-
ce rápidamente a cero en las parcdes. Este comportamiento ya ha sido observado por
otros autores usando diferentes métodos de integración sin considerar interacciones hidro-
dinámicas [10,3,18) y estimando la reducción de entropía causada por la presencia de una
pared rígida [18).

Al aumentar el radio de las ClIentas de las mancuernas se observa una tendencia de
la distribución de la densidad del centro de masas a formar dos regiones simétricas en
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<Pe m
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FIGURA l. Distribución de la densidad de la concentración del centro de ma<;as de la..:,mancuernas
en el canal angosto (A = 5, l' = 10 Y e = 0.01).

-1 -05 o
y

0.5

FIGURA 2. Distribución de la concentración del centro de masas (A = 5, l' = 10 Y e = 0.035).

ambos lados del centro del canal, como se aprecia en la Fig. 2. Este fenómeno de migración
transversal de mancuernas es más notorio a medida que aumentamos el radio de las
cuentas y para é = 0.05 se tienen dos regiones de concentración completamente separadas
dentro del canal.

En las Figs. 3 y 4 mostramos el comportamiento para algunos momentos condicionales
del tensor (RRIY) para é = 0.025 Y ), = 5, usando flujos diferentes l' = 10 Y 1" = 50,
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rrsprctivamente. Los resultados !-Ion 111l1)" similares él los ohtenidos por Goh el al. [6] y
Grisafi y 13runn [14].

Tomamos la definici6n usada por 13run11[I~) para la velocidad de deslizami('Jlto, dlida
cuando el perfil de velocidades es li11eal; en u11idades de Il resulta

u - - H JI (_(1')_ T(P'oo)) ,Il's -. Ixy xy 1

1] o
(30)

donde 1/ es la viscosidad del solvente y T.~~) es la contrib11ci6n de! esfuerzo de corte de las
macromoléculas e11 la soll1ción~ 11 l'S su dCIlsidad por unidad de \"OIUIllCIl y T1~'oo) ('s el

esfuerzo de corte uniforme CH la región ('entral del canal. Para Pi cálculo de Tl~) Il~amos
la expresi6n de Kramers [Ec. (IG)]:

T(P) -
"Y -

(31 )

donde el momento (."y) = (;ryIY)<;\",(l'), segú11 la dl'finici611 dada en la Ec. (21).
De esta forma integramos lmlll6riealllente la Ec. (:30) para ohtl'ner una n'laci6n entre

U, y el ancho ,1<'1canal (A) en unidades de ,,"u68/ll.
El valor obtenido para U, con f = O se aproxima llll'jor al obt,'ui,lo por 13runu [I~] (4%

de difere11cia para A = 5 Y 3% de difen'ncia para A = 1;:;) que el \'alor ohte11ido eu la
TIcf. [6] (7%): éllltlqllc l1u('stro mo<1"lo 110está l'f'stringido para f(lZOnCS df' corte prqllPüas.
como es el caso del modelo (le 131'\\1111.

El l'Sf11erZode corte en la soluei<iu ''s la SUllla ,le la coutrilHlci61l dehida al SOlve11tcy a
las maeromoléculas:

(32)

Definimos la viscosidad cfrctiva el<- la ~Oll1Cióll:

Integrando la Ee. (32) sobrl' e! a11cho del callal resulta

l1ef _ Il. [1 (p) {},- - I - -~ T:ry ( .
'1 ,/U . o

(3:3)

(34)

Para f = O (cuentas sin estructura) el \'alor de ('ler/") - I difiere en 4% dd ohtenido
por Goh el al. [6] para ,\ = ;:;y eu 3% para A = 1;:;. La l'xprcsión (:14) está grafieada
respecto al parámetro f en la Fig. ;:;para l' = 10 en unidades d" n(3uij/I]. Se obserm en
la gráfica una disminllción apreciable (1P la \'i~cosidad efecti\'a al aument.ar el radio de la..<.;
ClI('ntas. 10 cual pllcdc interpretars(' COlllOuna ('structnrarión oe las moléculas en ('1 canal
por el efecto del flujo y las interacciolles hidrodinámicas. como s(' aprecia ('11 la Fig. 2.
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-05 o
y

0.5

FIGURA 3. )'Iomentos condicionales para mancuerna.s elást.ica..s lineales dentro de un canal .\ == 5,
l' = lO. e = 0.025. *, (xYIy); +. (y'[Y); D, (J"IY).

0.5

FIGt.:HA4 . .\.lomentos condicionales igual <¡II(' ('11 la Fig. 3, pero eDil 1I == 50 .• , (.ryIY): +. (y2jY);*. (x'IY).
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FIGURA5. Variación de la viscosidad efectiva (7/er/7/) -1 respecto al radio de las cnentas f = albo;
,\ = 5, l' = lO.

En las Figs. G y i mostramos los momentos condicionales para ,\ = lO Y ,\ = 15, respec-
tivamente. A diferencia del caso ,\ = 5 (Fig. 3), donde (z2¡y) permanece prácticamente
constante (no graficado), en este caso (z2IY) presenta una variación significativa, al igual
que el lTIOmento (x2IY) respecto de los casos anteriores. También se observa una dislni-
nución de (xyIY) al aumentar el ancho del canal.
De los resultados obtenidos para los momentos del tensor (RR) en el canal se pueden

obtener las diferencias primera (NI (Y)) Y segunda (N2(Y)) del esfuerzo normal

J'V (Y) - T(P) - T(P) j'V (l') - T(P) - T(P)1 - xx yy , 2 - yy ZZ 1 (35)

obteniéndose los signos esperados en ambos casos en todo el ancho del canal.
Finalmente, en la Fig. 8 se muestra el comportamiento de la viscosidad efectiva variando

el ancho del canal. Los valores obtenidos para f = O son muy similares a los obtenidos
por Goh el al., mostrando diferencias de alrededor del 4 %; la curva muestra un compor-
tamiento similar al encontrado por Brunn y Grisafi [131 para el rango del ancho del canal
estudiado.

4. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos calculado las movilidades para una solución diluida de esferas bajo
la influencia de un flujo de corte, usando las ecuaciones cuasicstáticas de 1'\avier-Stokcs y
el método de fuerzas inducidas siguiendo los desarrollos realizados por López de Haro el
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FIGUHA G. ~lomentos condicionales para .\ = 10,11 = 10 Y [ = O.• , (xylY); +. (y21Y); *, (z21y);
D, (x21y).
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FIGVRA 7. ",lamentos condicionales ignal que en la Fig. G. pero con .\ = 15 .• , (rylY); +. (y2IY);
*. (z2IY); D, (x21y).
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FIGUIlA 8. Efecto producido en la variaei"u del ancho del canal (A) sobre la viscosidad (qer/q)-1.

al. para el flujo elongacional. Las movilidades resultan anisotrópicas en el espacio debido
a la influencia del flujo.
Se obtuvo un sistema de ecuaciOlH'S diferencial,'s para las componentes del tensor (RR)

para el modelo de mancuernas, sllponirllc1o tIlla función de distribución l!J dependiente
de la posición del crntro de masas. La intrgración Illlmérira de las ecuaciones para las
componentes del tensor (RR) y la (lPnsidad del ('PIltro de masas de las nHUlCllcrnas ifJcm
en el canal se realizó cousiderando la simetría del flujo producido al mOYer dos placas
paralelas y suponiendo la funcióu de dislribuci"u 1/J igual a cero en las paredes. Los
resultados de la integración concuerdan hastan!,' bien con los obteuidos por Goh et al.
cuando despreciamos interacciones hi(lrodimlllli('as.

Los resultados muestran la infllH'}H'ia <Id tamafio de las cuentas de las mancuernas
en la distribución de la densidad del centro de masas de las maucuernas y la viscosidad
efectiva dentro del canal, obsen',lll<iose migración transversal de macromol(~clllas y la
capa de baja concentración de molrculas corrf'spondiente en Ia..'i rf'giones adyacentes a las
paredes, fenólnellos ya observados por otros alltores. El valor positi\.o para la \"(~locidad de
deslizamiento en la pared muestra t.amhirll el comportamiento no ncwtoniatlo esperado.

Aunque en nuestro método de intt'g-ración de los momentos dt'l t<'Ilsor (R.R) usamos la
aproximación darla por la Ec. (22). CI"('('masfln(' pstp m{~todo r('pr('f-;C'ntauna forIlla inicial
de atacar el problema de las illtcraccioll(,s hidrodinámicas en canales angostos y en el
futuro habrá que investigar otras posihilidadt's. Hasta aItora no tf'll(,lllOS información sobre
investigaciones experimentales para f111jO entre ¡llacas paralelas t.an cercanas cOIllparables
con la longitud de las macromoléculas por lo qnc no podemos hac('r comparaciones con
resultados experimental{'s.
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ApÉNDICE

En este apéndice bosquC'jamos la derivilcióll de los t(,1I801'(,S de movilidad definidos (,ll la
Ec. (G). basándonos en la técnica de fuerzas iuducidas iutroducida por ~laznr y l3edeaux [51
y ('n los desarrollos r('alizados por López de lIaro et al. [3) para un flujo elougacional.

Consideramos lY esferas de lIlasa 111y radio a ('11 1I11 fluido Ilcwtolliano, viscoso e in-
compresible, Supongamos que ('1 movimiento de ('ste fluido o})('<i('c(, las ('cuaciollC's cua-
siestátieas de :'\avipr-Stokes:

pV(r. t) . 'VV = - 'V. P(r.I).

'V. V(r.l) = O.

para Ir-r" >a (i= 1.2 •...• 1\').

con <'1tensor d(' ('SfU('170Spero t) d(, compolleutps

(A 1)

(i.j = 1.2.3).

En las ('cuacion('s anteriores. Ver. t) PS ('1 campo (]P \'Cloeidadcs del soh'cnte en la
posición r al tiempo t. P es la J>I'psió/l hidrost;itiea y '} la viscosidad del solvente.

Cada cuenta i con velocidad tra/lslacional I~ = dri/dl obedece la ecuación de movi-mirIlta

dl
é ¡

111-1' = F)'(t) + F~"(t) = - pero t) . tii dS + F~Xl(I),
,1 ~(t) (A2)

dou(jp F)I(t) y FiX1(t) sou las fllerzas ejercidas por PI sol\'t'ute y la fuerza externa actuando
sobre la cuenta; al tiempo 1, respectivamentp, Si es la sUI",rlicie de la cuenta; al tiempo
t r ni un vcctor unitario normal a ella apuntando hacia afllrra.

En la superficie de las ('sf('ras, el solveut(' satisface las condieioues de froutera

V(r. t) = Vi(I), para Ir - ri(t)1 = (f (i = 1,2, ... , ¡V). (A3)

Haciendo Vo = K . 1', la ,'e1ocidad del flujo en ausencia de cad('nas. con K dado en la
Ec. (i) del texto y la perturbación ~v = v - Vo debido a la pres('ncia de las esfera,. las
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ecuaciones de l\'avier-Stokes (Al) para el campo de velocidades V(r, t) linealizando en óv
resultan

N

pK . V - r¡\l2V = - \1po - pr . KT . \IV +¿Fj"d,
j=l

\l. V = 0,

(A4)

donde P' es la presión modificada, dada por P' = P - pr. K . K . r y F~nd son las fuerzas
inducidas.
Las Ecs. (A4) son válidas para toda r y las fuerzas inducidas son tales que satisfacen

V(r, t) = Vi(t), para Ir - r;(t)1 ::; a;

po = -pr. K. V;, para Ir - r;(t)1 < a;

F\nd = 0, para Ir - r;(t)1 > a.

(AS)

De esta manera se garantiza que las fuerzas inducidas sean fuerzas superficiales. De las
Ecs. (A2), (A4) Y (AS) Y usando el teorema de Gauss, expresamos Fr en términos de las
fuerzas inducidas:

FlI(t) = - r P(r, t) . ni dS = -1\l. P dr
} S,(t)

= 17fpa3K. [V;(t) - K. ri(t)J- 1Fjnd(r, t) dr (Ir - r;(t)1 ::; a). (A6)

Siguiendo el método utilizado en la Ref. [3]' transformamos la Ec. (A4) al espacio de
Fourier y obtenemos una expresión para las movilidades en la aproximación de fuerza
puntual cuando se retiene sólo el primer término en la expansión de multipolo de las
fuerzas inducidas dada por

3r¡a11 2 sen(ka) -Itij = (J-l 87f2 k G(k) ka exp(ik. Rij(t)) dk dk, (Aí)

donde k es un vector unitario en el espacio de Fonrier, {J = 67fr¡a es el coeficiente de
fricción de la cuenta, R;j = rj - ri, k es la longitud del vector k y G es el propagador
definido por

(A8)

1 es el tensor unidad y K es el tensor gradiente de velocidades para el flujo de corte
definido en el texto.
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Por lo tanto, G ('stá dado por

G = _1_(1 - kk) [1 - O2 U] (1 - kk),
l¡k2 k

(A9)

donde o es una constante característica del sol\"pnte y del flujo dada por o = (1pl'I), i y
j son \'cctores ortollormales en el espacio de FOllrier en las dirC'cciones x .Y y, respectiva-
mente.

Suponemos los tensores Jlij para cupntas diferentes i y j d(' la forma

(Ala)

con A,j Y 1ij variables a dctenninar.
Igualando las Ecs. (A 7) Y (A10) y contrayendo dos \"PC('5 con el tensor RijR;j, resulta

la ecuación

x [1 - al - ~2 (Rij' i)(R;j . J) - (k. J)(Ri] . i)~;j

- (k. i)(R;j . J)~ij + (k . i)(k . J)aj] , (AlI)

donde ~;j = k. R;j y f;j = al1lij.
Realizando las integraciones correspondient.es y reteuiendo sólo los primeros térrninos

obtenemos

(A12)

Para hallar AiJ contraemos la Ec. (A 7) con ('1 tensor ÚijÚiJ' donde l1;j es un \"Cctor
unitario perpendicular a Rij y con la propiedad

• • 2 1 [ ..?]
(l1;j . k) = '1 1 - (k. Rij)- ,

el es cualquier vcctor de la triada unitaria ('11 ('1 ('spacio de Fourier O.J, k).
De esta forma obtenemos A;j y rij dados ('n las Ecs. (la) ('ll el lPxto.
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