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RESUMEN. En este trabajo se calculan las interacciones hidrodindmicas sobre “cuentas” esféricas
inmersas en un solvente newtoniano y en solucién diluida bajo la influencia de un flujo de
corte, usando el método de fuerzas inducidas de Mazur y Bedeaux. Estas interacciones causan
fuerzas de friccién anisotrépicas en el espacio. Se obtienen soluciones numéricas para el tensor de
esfuerzos debido a la presencia de las moléculas poliméricas, tomando en cuenta las interacciones
hidrodindmicas, para el flujo de corte de una solucién diluida de moléculas en un canal angosto.
Las moléculas poliméricas son consideradas como mancuernas unidas por un resorte lineal. Se
calculan la velocidad de deslizamiento y la viscosidad efectiva de la solucién originadas por las
moléculas poliméricas. Para diferentes radios de las mancuernas se observa migracién transversal
de las moléculas en el canal.

ABSTRACT. Hydrodynamic interactions on a dilute solution of spherical beads, inmersed in a
Newtonian solvent in steady shear flow, are calculated with the method of induced forces. These
interactions cause the drag to be anisotropic in space. Numerical solutions are obtained for the
added stress, caused by the polymer molecules, where hydrodynamic interactions in a narrow
channel are included. The polymer molecules are considered as Hookean spring-dumbells. The
added stresses are used to calculate the slip velocity and the effective viscosity. Transversal
migration in the channel for different bead radius is found.

PACS: 62.15; 61.25.H

1. INTRODUCCION

Desde hace algiin tiempo se sabe que las interacciones hidrodindmicas entre moléculas
poliméricas en solucién diluida modifican el comportamiento dindmico de estas solucio-
nes [1,2]. Recientemente Lopez de Haro et al. [3] y Chdvez et al. [4] han introducido los
efectos del flujo elongacional en las interacciones hidrodindmicas de soluciones poliméricas
diluidas, partiendo de la ecuacién de Navier-Stokes y usando el método de fuerzas indu-
cidas originalmente utilizado por Mazur y Bedeaux [5].
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Nuestro propésito en este trabajo es calcular las interacciones hidrodinigmicas para una
solucién diluida de “cuentas” esféricas en un solvente newtoniano y bajo la influencia
de un flujo simple de corte estacionario, usando el método de Mazur y Bedeaux en la
aproximacion de fuerza puntual utilizada en la Ref. [3]. Las interacciones hidrodindmicas
encontradas son utilizadas para estudiar el flujo de una solucién diluida de mancuernas
unidas por un resorte dentro de un canal angosto bajo la influencia de un flujo de corte
simple, usando un método similar al de Goh et al. [6], pero tomando en cuenta las in-
teracciones hidrodindmicas entre cuentas de la misma mancuerna. A diferencia de estos
autores, los cuales consideran la densidad de probabilidad independiente de la posicién
dentro del canal, en este trabajo se considera la dependencia de la posicion dentro del
canal para esta funcién. Se investiga la influencia del tamafo de las cuentas sobre la
distribucién de las mancuernas en el canal y la variacién de la viscosidad con el ancho del
mismo.

Experimentos realizados en capilares con soluciones poliméricas bajo flujo de corte [7,8]
muestran que la viscosidad producida por tales soluciones dentro de capilares con paredes
lisas es menor que la obtenida para las mismas soluciones en ausencia de paredes. Este
fenémeno, conocido desde hace algiin tiempo [9] como deslizamiento, puede ser explicado
intuitivamente como un gran alineamiento de las moléculas por el flujo cerca de las pare-
des, causado por el impedimento estérico [10], originando una capa de baja concentracion
adyacente a las paredes. Esto ha sido demostrado experimentalmente por Miiller ef al. [11]
y por simulaciones dindmico-brownianas realizadas recientemente por nosotros [12] para
un sistema de moléculas rigidas en solucién y considerando interacciones hidrodindmicas.

Soluciones analiticas a la ecuacién de difusién realizadas por Goh et al. [6], usando
mancuernas unidas con un resorte lineal, muestran la presencia de deslizamiento en ca-
nales angostos y una baja concentracién de moléculas cerca de las paredes. Brunn y
Grisafi [13] han obtenido soluciones exactas para todas las cantidades reolégicas para
canales muy angostos y muy anchos comparados con el tamaiio de las moléculas, también
usando el modelo de mancuernas. Recientemente estos mismos autores han obtenido re-
sultados numéricos para canales de tamafio intermedio [14]. Resultados similares fueron
encontrados por Biller y Petruccione [15], usando simulaciones numéricas para estudiar
mancuernas lineales y no lineales bajo flujo de corte y confinadas entre placas paralelas.
Todos estos autores [3,10,13,14,15], usando diferentes técnicas, han estudiado soluciones
diluidas de mancuernas dentro de canales sin tomar en cuenta la influencia de las interac-
ciones hidrodindmicas entre las cuentas, por lo cual en este trabajo intentamos demostrar
su efecto en la distribucién de las mancuernas dentro del canal.

En la primera parte del trabajo calculamos las movilidades de una solucién diluida de
cuentas esféricas inmersas en un solvente newtoniano, tomando en cuenta la influencia
de un flujo de corte y usando el método de fuerzas inducidas y siguiendo los desarrollos
realizados por Lopez de Haro et al. [3]. Asi mismo, obtenemos la ecuacién de difusion
correspondiente a una solucién diluida de mancuernas unidas por un resorte lineal y
dependiente de la posicién del centro de masas (r.) de las moléculas y de la separacién
de las mancuernas (R) [16].

A partir de la ecuacién de difusién obtenemos una ecuacién diferencial para las com-
ponentes del tensor de esfuerzos, usando el tensor (RR), donde los paréntesis significan
promedio sobre las coordenadas R.
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En la segunda parte del trabajo consideramos una solucién diluida de macromoléculas
modeladas como cuentas unidas por un resorte lineal dentro de un canal angosto y some-
tido a un flujo de corte simple.

Introducimos las interacciones hidrodindmicas calculadas en la primera parte para re-
solver numéricamente la ecuacién de difusién para la concentracién de moléculas dentro
del canal, asi como para las componentes del tensor (RR). En la seccién final resumimos
los resultados obtenidos.

2. LOS TENSORES DE MOVILIDAD Y LA ECUACION DE DIFUSION

Consideramos una solucién polimérica diluida formada por macromoléculas modeladas
como cadenas de N cuentas esféricas, unidas por conectores sin masa y radio a mucho
mayor comparado con el tamafio de las moléculas del solvente.

La fuerza de friccién promedio sobre cada cuenta de las cadenas poliméricas debido a
las moléculas del solvente, FtH, viene dada segiin la aproximacién de Stokes por

Fi' = —B(t; — vi), (1)

donde r; es la velocidad de la cuenta 7, v; es la velocidad que el solvente tendria en el
punto r; si la cuenta estuviera ausente y 3 = 6mna es el coeficiente de friccién translacional
de la cuenta i dependiente de la viscosidad del solvente 7 y el radio a de la cuenta.

Al considerar interacciones hidrodindmicas, v; toma en cuenta el campo de velocidades
v¥ del solvente en ausencia de macromoléculas y la perturbacién al flujo v} causada por
la interaccion con las otras cuentas. Para un flujo homogéneo de corte, v? se escribe como

vi=v'+K.r, (2)

donde vY es una constante que tomaremos como cero, r; es el vector de posicién de la
cuenta ¢ en un sistema fijo de referencia y K es el tensor gradiente de velocidad para un
flujo de corte simple independiente de la posicién.

Para N cuentas, v; se escribe en la forma [1]

N
vi=) Ty-Ff, (3)
j=1

donde T;; es el tensor de interaccién hidrodindmica actuando entre las cuentas i v 7, el
cual puede ser calculado con la aproximacién de Oseen [1] o de Rotne-Prager [17].
La Ec. (1) se puede reescribir usando las Ecs. (2) y (3) como

N
Fi =Y gy(vi-K-ry) (i=1,...,N), <)
F=i
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en la cual los tensores de friccién §i; estdn relacionadas en forma directa con los tensores
Tij-
La ecuacién de Langevin para cada cuenta i de una cadena estd dada por [16]
dlny
Jdr;

av;

; =FH_}
m i i — kgT

+F; (i=1,2,...,N); (5)

aqui, m; es la masa de la cuenta i, r; es el vector de posicién de la cuenta respecto a un
sistema fijo de referencia, V; es la velocidad de la cuenta y F; es la fuerza externa sobre
la cuenta ¢ debido a la interaccién con otras cuentas y campos externos.

El segundo término del lado derecho de la Ec. (5) representa la fuerza browniana
promedio sobre la cuenta ¢ debido a la interaccidn con el solvente y estd dada a través
de la funcién de distribucién en el espacio de configuracién, ¥(ry,rs,...,ry), ks es la
constante de Boltzmann y T es la temperatura absoluta de la solucién. FH es la fuerza
de friccién hidrodindmica sobre la cuenta i, dada anteriormente en la Ec. (4).

Como es usual, ignoramos el término de inercia en la Ec. (5), sustituimos la Ec. (4) y
obtenemos la ecuacién de movimiento para cada cuenta k bajo la influencia de un flujo
de corte:

N N

dlny

Vi = —kBTZmﬂ- o Zm ‘Fi + K -1y (6)
=1 i=1

Los tensores f1;; son los tensores de movilidad inversos de los tensores de friccién definidos

en la Ec. (4) y K es el tensor gradiente de velocidades para el flujo de corte, dado por

0 1 0
K=+4[0 0 0], (7)
000

donde % es la razén de corte constante que caracteriza al flujo.
También podemos obtener una relacion entre la velocidad de las cuentas r; = V; y las
fuerzas de friccién FI. A partir de la Ec. (4) resulta

N
() - Koni(t) = Y my FEE) (i=1,2,...,N). (8)
j=1

El cédlculo de los tensores de movilidad se muestra en el apéndice, para el cual se
usa la técnica de Mazur y Bedeaux [3,5], desarrollando a primer orden en potencias de
e =Ry ¥ O’R?j. La cantidad R;; = |r; —r;| es la magnitud del vector R;; = (g, YR, 2r)
de separacidn de las cuentas ¢ y j, a es su radio y «r es un parametro caracteristico del flujo
y del solvente definido por a = %p/#n, con p y 7 la densidad y la viscosidad del solvente,
respectivamente.

El resultado para los tensores ji;;, utilizando los primeros términos del desarrollo, es

pi; = (T 7Ry R) (14 4), (9)
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donde A;; y vi; estdn dados por

Aij =

(oo

B [eiy + 3e¥ + a(eii(RY — 3wk + 2h) + 32rYR)) ],

(10)

|

vij = 367 [eij — € + a(26ij(a% + vk + zrRYR — RE)));

Rij = R;;/|Rij| es un vector unitario, I es el tensor unidad, 7 es la viscosidad del solvente
y 3 = 6mna es el coeficiente de friccién de Stokes de cualquier cuenta.
Para i = j el tensor de movilidad resulta

2
aaq
- —

uii=ﬁ“1[ 10(951—5.1)} = L858, (11)

en la cual i yj son vectores unitarios ortonormales en la direccidn z v y, respectivamente,
de acuerdo a un sistema de referencia fijo.

Si consideramos el primer término en las relaciones (10), obtenemos la aproximacién de
Oseen y representa la solucién exacta de la ecuacién de Navier-Stokes para la velocidad
de perturbacién alrededor de una esfera de radio a [Ec. (3)], moviéndose con velocidad
constante V; y actuando sobre ella una fuerza de friccion FH = 67naV; [1].

Si consideramos el segundo término del desarrollo de A;; y 7ij;, obtenemos la apro-
ximacién de Rotne-Prager [17] para el tensor de movilidades excepto por un factor de
dos.

Los tensores de movilidad obtenidos en las Ecs. (9) y (11) son anisotrépicos en el espacio
debido a la presencia del flujo, lo cual ya ha sido notado por otros autores para un flujo
elongacional [3,4]; estos tensores son independientes de la naturaleza de los conectores
entre las cuentas, siempre que no afecten la dindmica del solvente.

Ahora utilizamos estos resultados para el modelo de mancuernas unidas por un resorte
lineal y consideramos interacciones hidrodindmicas solamente entre cuentas de la misma
mancuerna. Definimos las coordenadas para cada mancuerna:

g () = TR

2
R= (I:yaz) =By — L1, (12)
A o o m R

Con estas coordenadas se obtienen las ecuaciones de movimiento para el centro de masa
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(rc) y las coordenadas internas (R) de cualquier mancuerna a partir de la Ec. (6):

kuT al
:K-&""%‘[(ﬂll"”#ﬂ)' nw}a

or,

dlny
IR

R=K-R - 2T [(uu = p21) ] —2(p11 — po1) - Fe

F.=F, = -F, = (F,,F,,F,) = F.(R)R,

donde F. representa la interaccién entre las cuentas de la mancuerna y que consideramos
como lineal.

La ecuacién de continuidad para ¢ en las coordenadas r. y R estd dada por [16]

a9 a
E - _BI‘C ( cw) RU) (14)

Sustituyendo 1. y R de (13) en la Ec. (14) para el caso estacionario, obtenemos la
ecuacion de difusion

I3 kT o2 5 2 o
Y% 25 {(/\12 +1)VEiy - %aaQan)Y + 2R - V(R - Vcw)} +7 ad
ksl 9? (') 8
2 2 ad a
5 {(1 ~ M2)YVg - Fe — [()\12 ~1)y] - ﬂ [ 5 o) — gk yw)}
3]
aR(chv)} (15)

donde A2 y 12 se obtienen de las Ecs. (10) parai =1y j = 2; Vi y V. representan el
operador gradiente respecto a las coordenadas R y r., respectivamente.

La Ec. (15) es una ecuacién diferencial parcial que describe la forma en que cambia la
funcién de distribucién ¢ con respecto a la posicién de las macromoléculas en el fluido y
las coordenadas internas de las mancuernas, cuando se aplica un campo de velocidades
determinado por K. Esta ecuacién se reduce a la obtenida en la Ref. [6] cuando se eliminan
las interacciones hidrodinamicas.

Las ecuaciones reoldgicas que caracterizan el estado de las macromoléculas (mancuernas
unidas por un resorte lineal) en solucion diluida se obtienen a partir de la expresion de
Kramers [16] para el tensor de esfuerzos debido a la presencia de las macromoléculas:

™ = —nQ(RR) + nk,TT, (16)
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donde n es el niimero de moléculas por unidad de volumen, Q es la constante del resorte, T
es la temperatura de la solucién, I es el tensor unidad y los paréntesis significan promedio
tomado con la funcién de distribucién ¥ (re, R) sobre todo el rango de las coordenadas R
de la forma

RR)= /RRU’)(rC,R) dR. (17)

Multiplicando la Ec. (15) por el tensor RR, obtenemos la ecuacién de cambio para el
tensor (RR); haciendo uso del hecho de que ¥ — 0 cuando R — oo y eliminando las
integrales de superficie que aparecen, se obtiene

., B kT
“iox BRI+ 55

55 62 55 32 5= 82 - 62 R fz 62 s
Ryé*'y"i‘-FRz(-a?"rRny—-aXay+2RIRZ—8XGZ +2R, Y3797 e

d(RR a5 B
{Vfi(()\m +1)RR) — fad’ a(XaY) + <~m [Rgap +

T 8. I Sa.  wa i
<[K -R] - %(RR)> - 4’935(()\12 — D ngEaaz(ij +31) — 41‘65?(7121) +
4 9 aa? A M= =
E((f\m —1)RF.) + ETFx(QyJ.] +&(j1 +1f)-+2(ki +.jk)} —
a(12

ng{Qrii + y(ij + i) + 2(ki + ik)) +

4 T i
%]_2<RFC> = anE(VR(/\m + Y12) - B_R(RR» =0, (18)

donde ;,J y k es una triada de vectores unitarios en la posicion del centro de masas de
una mancuerna.

La Ec. (18) se reduce a la obtenida por Bird et al. [16] cuando despreciamos interac-
ciones hidrodindmicas. Esta ecuacién es consecuencia de la dependencia de la funcién de
distribucién 1 respecto a la posicion de las mancuernas dentro del fluido. Esta hipétesis
nos permitird encontrar algunas de las propiedades de la solucién dentro de un canal
angosto, como veremos a continuacion.

3. FLUJO DE UNA SOLUCION DILUIDA DE POLIMEROS EN UN CANAL ANGOSTO

Consideramos una solucién diluida de polimeros en un canal bidimensional, acotado por
dos paredes rigidas representadas por el dominio —00o < X < o0, —H <Y < H, —¢ <
Z < oo; donde 2H es el ancho del canal.

Un flujo de corte simple se crea por el movimiento de las dos paredes con velocidades
iguales y opuestas de mangitud U = H+.
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Las macromoléculas consisten en dos cuentas unidas por un resorte lineal sin masa
de constante de rigidez © = 3kyT/b3, donde by es la separacién cuadratica media de las
mancuernas. Tomamos en cuenta interacciones hidrodindmicas solamente entre las cuentas
de la misma molécula. Si cambiamos la escala de las coordenadas de las mancuernas
definidas en (12) utilizando el factor H, el dominio del flujo viene dado ahora por

-0 <z, X <00, _2(1 - |Y|) <y< 2(1 - |Y|)1
(19)
—o0 < 2,4 < 00, -1<Y <1

Las ecuaciones de movimiento para este sistema estdn dadas por las Ecs. (13).

Por la simetria del sistema, proponemos la funcién de distribucién espacial v depen-
diente de las coordenadas internas de las mancuernas y de la coordenada Y de la posicién
del centro de masas en el canal:

Y(re,R) = ¥(Y, 2,9, z). (20)

Definimos la distribucién de la densidad del centro de masas de las mancuernas en el
canal ¢em(Y) y los momentos condicionales (z;z;|Y) como [6]

Geni(Y ) = /w(sz z,9,2) dR,
(21)

($i$j> == (j"iijY)Cbcm(Y) (31.7 = 112a3)a

donde la integracién se realiza en el dominio de las variables (z,y, z) dado en (19) y (z;x;)
es cualquier componente del promedio del tensor RR definido en la Ec. (17).

Para facilitar los calculos sustituimos (20) en la Ec. (18) y aproximamos los promedios
que aparecen en esta tltima en la forma (g(a/R,aR?)RR), donde g es cualquier funcién
del cociente a/R y del producto aR?, de la siguiente manera:

(9(a/R,aR*)RR) = /g(a./R.a-Rz)RRw(Y,:c,y,z)dR

o g(n/hg,abg)/RRw(Y,x,r ,2)dR

= g(a/bo, ab3)(RR), (22)

donde a es el radio de las cuentas, o fue definido anteriormente y by es la separacién
cuadratica media de las mancuernas sin la presencia del flujo.
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De esta forma, obtenemos las ecuaciones para los momentos condicionales del tensor
(RR) dentro del canal:

82
Az (@ Y) + B|Y) + Clzy|Y) + D =0,

a* .
Asm W) + BY) + EwylY) + D =0,

2 (23)

Aé%i 2Y) + B(*|Y) + D =0,

o* E,,
Aayg (zy|Y) + Bl{zy|Y) + = C(y Y) + (T IY)+J =0.

A, B, C, D, E y J son funciones dependientes de los momentos del tensor (RR), del
radio de las mancuernas a y del flujo, y estdn dadas por:

=i+ (e + 1M +abge + Hyh) (e — A
+ sabfAe[2zy) - $(y?) - HaD)] ],
B =3A[2 - }e® + abjA(Fe) (zy) - 3],
C=2u— %aaz)\, (24)
D =3[4 - 2¢ + 26® — abBA(Ze)(zy))],
B= 158aa A,
J = —%aaz,\.
Los pardmetros adimensionales A, 1 y ¢ estdn dados por

\ 3H? B BH?*Y __a o5
T (25)
El parametro A describe la relacién entre el ancho del canal y la longitud cuadrética media
de las mancuernas, p representa la razén de corte adimensional del flujo y ¢ la relacién
entre el radio de las mancuernas y su separacién promedio en ausencia de flujo.

La ecuacién que describe el comportamiento de la distribucion de la densidad del cen-
tro de masas de las mancuernas ¢.m, en el canal se obtiene integrando la ecuacién de
difusién para 1/(Y,z,y,z) [Ec. (15)] en el dominio de las coordenadas internas (z,y, 2).
Después de despreciar términos que contienen aa® y eliminando las integrales de superficie
resultantes [16], obtenemos

52 ay ,
Am¢c1n(y) = J“'] 8_ dR. (26)
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Para resolver esta ecuacién proponemos una funcién de distribucién 1 similar a la
encontrada por Zimm (2], pero dependiente de la posicién del centro de masa de las
mancuernas:

_ 2
w0m) = e {5 [ S 424 2|} (27)

donde 6 = p/4X y f(Y) es una funcién desconocida de Y que no es necesario conocer
explicitamente.
Sustituyendo la Ec. (27) en la Ec. (26) obtenemos la ecuacién diferencial para ¢epy,:

0? HA
A—r Y=
8Y2 ({bcm( ) 1 +(52

{(Iyl},) - 6(92’}/)} Pem(Y'). (28)

Las Ecs. (23) y (28) son integradas numéricamente usando los mismos valores que Goh
et al. [6] en las paredes para los momentos condicionales y la distribucién de la densidad
del centro de masa. Usamos la simetria del flujo en el canal dada por las condiciones de
frontera para la distribucién de la densidad del centro de masas de las mancuernas y los
momentos condicionales del tensor (RR|Y):

bem =0, (@V)=0, @PV)=3, FW)=5, @IV)=0 (V=21

d 9
Wﬁt’cm(y = 1) = _Wécm(y = “1);
a
'a‘)}‘qscm(y = 0) =0,

a .
Y =0 =0, (ii=1,23);

VY =) =~ @)Y =-1) (5=123), (29

A continuacién mostramos los resultados de la integracién cuando el ancho del canal es
del orden de la separacién cuadrédtica media de las mancuernas y para diferentes radios
de las cuentas tomando aba =10"% bp =102 em, p=1g cm™3, n = 1 cp; todos éstos,
valores similares a los usados en la Ref. [3].

El comportamiento de ¢, dentro del canal se muestra en la Fig. 1, para ¢ = 0.01.
Se observa una distribucién uniforme en las regiones alejadas de las paredes, y se redu-
ce rapidamente a cero en las paredes. Este comportamiento ya ha sido observado por
otros autores usando diferentes métodos de integracion sin considerar interacciones hidro-
dindmicas [10,3,18] y estimando la reduccién de entropia causada por la presencia de una
pared rigida [18].

Al aumentar el radio de las cuentas de las mancuernas se observa una tendencia de
la distribucién de la densidad del centro de masas a formar dos regiones simétricas en
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L

o 0.5 1
Y

FIGURA 1. Distribucién de la densidad de la concentracién del centro de masas de las mancuernas

en el canal angosto (A =5, u =10y ¢ = 0.01).

=

-1 -0.5 0
¥

FIGURA 2. Distribucién de la concentracién del centro de masas (A =5, p = 10 y ¢ = 0.035).

ambos lados del centro del canal, como se aprecia en la Fig. 2. Este fenémeno de migracién
transversal de mancuernas es mas notorio a medida que aumentamos el radio de las
cuentas y para € = 0.05 se tienen dos regiones de concentracién completamente separadas
dentro del canal.

En las Figs. 3 y 4 mostramos el comportamiento para algunos momentos condicionales
del tensor (RR|Y) para € = 0.025 y A = 5, usando flujos diferentes p = 10 y pu = 50,
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respectivamente. Los resultados son muy similares a los obtenidos por Goh et al. [6] y
Grisafi y Brunn [14].

Tomamos la definicién usada por Brunn [19] para la velocidad de deslizamiento, vilida
cuando el perfil de velocidades es lineal; en unidades de H resulta

B %5 .
T, o =i / (Tf,;) — 7P )) dy, (30)
n Jo

donde 7 es la viscosidad del solvente y 7';&;) es la contribucion del esfuerzo de corte de las

o)

macromoléculas en la solucién, n es su densidad por unidad de volumen y Ti.y’ és gl

esfuerzo de corte uniforme en la regién central del canal. Para el célculo de -rl(f,)
la expresion de Kramers [Ec. (16)]:

usamos

() 3nkyTH?(zy)

R (31)
0

donde el momento (zy) = (xy|Y)dem(Y), segiin la definicién dada en la Ec. (21).

De esta forma integramos numéricamente la Ec. (30) para obtener una relacién entre
U, v el ancho del canal (A) en unidades de n% b33/

El valor obtenido para Us con £ = 0 se aproxima mejor al obtenido por Brunn [19] (4%
de diferencia para A = 5 y 3% de diferencia para A = 15) que el valor obtenido en la
Ref. [6] (7%); aunque nuestro modelo no estd restringido para razones de corte pequenas,
como es el caso del modelo de Brunn.

El esfuerzo de corte en la solucién es la suma de la contribucion debida al solvente y a
las macromoléculas:

ou
Ty = N+ 72, (32)

Definimos la viscosidad efectiva de la solucion:
Try-— Ner Y- (33)

Integrando la Ec. (32) sobre el ancho del canal resulta

H [!
N _ = — TJS'?) dY. (34)
y
n nU 0

Para = = 0 (cuentas sin estructura) el valor de (neg/n) — 1 difiere en 4% del obtenido
por Goh et al. [6] para A = 5 y en 3% para A = 15. La expresion (34) estd graficada
respecto al pardmetro £ en la Fig. 5 para p = 10 en unidades de n3b} /1. Se observa en
la grafica una disminucién apreciable de la viscosidad efectiva al aumentar el radio de las
cuentas. lo cual puede interpretarse como una estructuracion de las moléculas en el canal
por el efecto del flujo y las interacciones hidrodindmicas, como se aprecia en la Fig. 2.
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FIGURA 5. Variacién de la viscosidad efectiva (n.r/n) — 1 respecto al radio de las cuentas ¢ = a/by;
A =5 = 10

En las Figs. 6 y 7 mostramos los momentos condicionales para A = 10 y A = 15, respec-
tivamente. A diferencia del caso A = 5 (Fig. 3), donde (z2|Y) permanece pricticamente
constante (no graficado), en este caso (2?|Y) presenta una variacién significativa, al igual
que el momento (2%|Y) respecto de los casos anteriores. También se observa una dismi-
nucién de (zy|Y’) al aumentar el ancho del canal.

De los resultados obtenidos para los momentos del tensor (RR) en el canal se pueden
obtener las diferencias primera (N;(Y)) y segunda (N2(Y)) del esfuerzo normal

M) =78 - Nyy) =P - ), (35)

obteniéndose los signos esperados en ambos casos en todo el ancho del canal.

Finalmente, en la Fig. 8 se muestra el comportamiento de la viscosidad efectiva variando
el ancho del canal. Los valores obtenidos para ¢ = 0 son muy similares a los obtenidos
por Goh et al., mostrando diferencias de alrededor del 4 %; la curva muestra un compor-
tamiento similar al encontrado por Brunn y Grisafi [13] para el rango del ancho del canal
estudiado.

4. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos calculado las movilidades para una solucién diluida de esferas bajo
la influencia de un flujo de corte, usando las ecuaciones cuasiestdticas de Navier-Stokes y
el método de fuerzas inducidas siguiendo los desarrollos realizados por Lépez de Haro et
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FiGura 8. Efecto producido en la variacién del ancho del canal (A) sobre la viscosidad (ner/n) — 1.

al. para el flujo elongacional. Las movilidades resultan anisotrépicas en el espacio debido
a la influencia del flujo.

Se obtuvo un sistema de ecuaciones diferenciales para las componentes del tensor (RR)
para el modelo de mancuernas, suponiendo una funcién de distribucién ¢ dependiente
de la posicién del centro de masas. La integracién numérica de las ecuaciones para las
componentes del tensor (RR) y la densidad del centro de masas de las mancuernas ¢cm
en el canal se realizé considerando la simetria del flujo producido al mover dos placas
paralelas y suponiendo la funcién de distribucién ¢ igual a cero en las paredes. Los
resultados de la integracién concuerdan bastante bien con los obtenidos por Goh et al.
cuando despreciamos interacciones hidrodindmicas.

Los resultados muestran la influencia del tamano de las cuentas de las mancuernas
en la distribucién de la densidad del centro de masas de las mancuernas y la viscosidad
efectiva dentro del canal, observiandose migracién transversal de macromoléculas y la
capa de baja concentracién de moléculas correspondiente en las regiones adyacentes a las
paredes, fenémenos ya observados por otros autores. El valor positivo para la velocidad de
deslizamiento en la pared muestra también el comportamiento no newtoniano esperado.

Aunque en nuestro método de integracion de los momentos del tensor (RR) usamos la
aproximacién dada por la Ec. (22), creemos que este método representa una forma inicial
de atacar el problema de las interacciones hidrodindmicas en canales angostos y en el
futuro habra que investigar otras posibilidades. Hasta ahora no tenemos informacion sobre
investigaciones experimentales para flujo entre placas paralelas tan cercanas comparables
con la longitud de las macromoléculas por lo que no podemos hacer comparaciones con
resultados experimentales.
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APENDICE

En este apéndice bosquejamos la derivacién de los tensores de movilidad definidos en la
Ec. (6), basdndonos en la técnica de fuerzas inducidas introducida por Mazur y Bedeaux [5]
y en los desarrollos realizados por Lépez de Haro et al. [3] para un flujo elongacional.

Consideramos N esferas de masa m y radio a en un fluido newtoniano, viscoso e in-
compresible. Supongamos que el movimiento de este fluido obedece Jas ecuaciones cua-
siestdticas de Navier-Stokes:

pV(r,t)-VV = —v. P(r,¢),
V= Vi t) = g, (A1)

parar—r >a (i= L,2,...,N),
con el tensor de esfuerzos P(r,t) de componentes

aV. ov:
Py = Pé;j — (—“’ i ﬁ’) » (57 =1,2,3).
- 4 ari o,

En las ecuaciones anteriores, V(r,t) es el campo de velocidades del solvente en la
posicién r al tiempo ¢, P es la presién hidrostética y 1 la viscosidad del solvente.

Cada cuenta i con velocidad translacional Vi = dr;/dt obedece 1a ecuacion de movi-
miento

m— = Fil(t) + Ff(e) = - / P(r,6) - 0 dS + F4(e), (42)
; Si([)

donde FZH(z‘) y F$*(t) son las fuerzas cjercidas por el solvente y la fuerza externa actuando
sobre la cuenta i al tiempo ¢, respectivamente, S; es la superficie de la cuenta i al tiempo
t y n; un vector unitario normal a ella apuntando hacia afuera,

En la superficie de las esferas, el solvente satisface Jas condiciones de frontera

V(r,t) =Vi(t), para Ir—ri(t)| =a (i= % — ' R (A3)

Haciendo V) = K . r, la velocidad del flujo en ausencia de cadenas, con K dado en la
Ec. (7) del texto y Ia perturbacién év = v — v, debido a la presencia de las esferas, las
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ecuaciones de Navier-Stokes (A1) para el campo de velocidades V(r, ) linealizando en &v
resultan

N
PK-V —qVPV = —VP* —pr . KT - 9V + Y Find,
=1 (Ad)
V-V =0,
donde P* es la presién modificada, dada por P* =P —pr-K-K-ry F}“d son las fuerzas

inducidas.
Las Ecs. (A4) son vélidas para toda r y las fuerzas inducidas son tales que satisfacen

V(r,t) = V,(t), para|r-r;t)| <aq;
P*=—pr-K:V;, para|r—r;#)|<a; (A5)
Fi*d =0, para |r — r;(t)] > a.

De esta manera se garantiza que las fuerzas inducidas sean fuerzas superficiales. De las
Ecs. (A2), (A4) y (A5) y usando el tecorema de Gauss, expresamos F! en términos de las
fuerzas inducidas:

FE(t) = —/ P(r,t) -ﬁids:—fv-Pdr
Si(t)
= %'npagK Vi) — K - ri(2)] — /Fi“d(r,t) dr (r—ri(t)]| <a). (A6)

Siguiendo el método utilizado en la Ref. [3], transformamos la Ec. (A4) al espacio de
Fourier y obtenemos una expresién para las movilidades en la aproximacién de fuerza
puntual cuando se retiene sélo el primer término en la expansién de multipolo de las
fuerzas inducidas dada por

13na ]/13 k)s‘f“ 2 expfiles B (2 ek, (A7)

donde k es un vector unitario en el espacio de Fourier, § = 6mna es el coeficiente de
friccién de la cuenta, R;; = r; —r;, k es la longitud del vector k y G es el propagador
definido por

G(k) = (I - kk)(pK + nk*I)~}(I — kk). (A8)

I es el tensor unidad y K es el tensor gradiente de velocidades para el flujo de corte
definido en el texto.
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Por lo tanto, G estd dado por

A Sl o
G = 5~k [I = F”] (I — ki), (A9)

donde a es una constante caracteristica del solvente y del flujo dada por a = (Yp/n), iy
j son vectores ortonormales en el espacio de Fourier en las direcciones = y y, respectiva-
mente.

Suponemos los tensores p;; para cuentas diferentes ¢ y j de la forma

wij = il + ;R R, (A10)

con Aj; ¥y 7vi; variables a determinar.

Igualando las Ecs. (A7) y (A10) v contrayendo dos veces con el tensor f{ijftij, resulta
la ecuacion

1 dk dk
Aij + vij = 3973 an // .l; (sen(éij + &4 )k Ry; — sen(&i; — Efj)kRiJ‘)

X [1 - - %(Ru D) (R4 -§) — (k- )R - D&

- (k- 1)(Ry; 'j)fij+(k'§)(k'j)5?j ; (ALL)

donde f,‘j = Jeu R,‘J‘ Yé&; = (L/R,'j.
Realizando las integraciones correspondientes y reteniendo solo los primeros términos
obtenemos

Aij +%ij = %ﬁ_l{%,-j = %sfj + aeg;; (%(yQR + m%) f %mnyn = R?J)} (A12)

Para hallar A;; contraemos la Ec. (A7) con el tensor u;;0;;, donde u;; es un vector
unitario perpendicular a R;; y con la propiedad

(dy-k)? = 3[1 - (k-Ryj)®], (hi;-&)* =1[1-(Ri; &)%),

é; es cualquier vector de la triada unitaria en el espacio de Fourier (i, ], k)
De esta forma obtenemos A;; y 7;; dados en las Ecs. (10) en el texto.
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