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RESUMEN. Se presenta una introduccién a la cuantizacién de teorias de norma empleando el
método hamiltoniano de Batalin-Fradkin-Vilkovisky (BRST-BFV), que tiene como caracteristica
esencial ser independiente de la condicién de norma. Ademads, este método generaliza el método de
Faddeev-Popov, ya que permite construir una teoria cudntica unitaria a partir de cualquier teoria
de norma conocida. El procedimiento se ilustra con el cdlculo del propagador para el rotor rigido
bidimensional reformulado como una teoria de norma.

ABSTRACT. We present a pedagogical introduction to the quatization of gauge theories using the
Hamiltonian method of Batalin-Fradkin-Vilkovisky (BRST-BFV). This method is independient of
the gauge choice and generalizes the Faddeev-Popov method, since it allows the construction of
a unitary quantum theory satarting from any gauge theory. The method is illustrated with the
calculation of the quantum mechanical propagator of the two dimensional rigid rotor, which is
reformulated as a gauge theory.

PACS: 11.15; 03:70; 12,10

1. INTRODUCCION

Uno de los problemas fundamentales de la fisica tedrica es la cuantizacién de las teorias de
norma, ya que éstas abarcan todas las interacciones fundamentales desde la gravitacién
con la relatividad general, hasta el modelo estindar SU(3) x SU(2) x U(1). A la fecha
existen muchos métodos que se han propuesto para cuantizar dichas teorias. Sin embargo,
hasta ahora ninguno ha sido exitoso para obtener una teoria cudntica fisicamente consis-
tente de la gravitacién. Entre éstos se encuentran, por ejemplo, el “método de Dirac” [1], y
el “método de la cuantizacién de lazos” [2]. Uno de los métodos de cuantizacién mas exito-
sos es el llamado “BRST-BFV" (las iniciales son de los descubridores de la simetria BRST:
Bechi, Rouet, Stora, Tyutin, junto con los que desarrollaron el método de cuantizacion:
Batalin, Fradkin y Vilkovisky) [3], ya que es posible aplicarlo desde las teorias mds simples,
como la particula relativista, hasta teorias tan complicadas como la supergravedad o las
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teorias topolégicas. Entre las ventajas que posee este método se encuentran las siguientes:
(i) su aplicacién es muy sistemdtica, (ii) es independiente de las condiciones de norma, y
(iii) produce una teorfa cudntica unitaria a partir de cualquier teoria de norma conocida.
Este método requiere de la introduccién de variables adicionales llamadas “fantasmas”.
El objetivo es obtener una descripcién més simple de la dindmica al usar la integral de
trayectoria que define la evolucién del sistema. Otra de sus caracteristicas es que rompe
la covariancia explicita de los modelos a los cuales se aplica, dado que es un método
hamiltoniano. Esto tiene como consecuencia que en algunos casos la interpretacion fisica
de los resultados obtenidos sea menos transparente, como sucede en el caso de la relativi-
dad general. Para resolver este problema Batalin y Vilkovisky (BV) [4], propusieron una
versién lagrangiana del método, la cual resulta ser explicitamente covariante. Sin embargo,
esta versién tiene el problema de que no existe una forma precisa de evaluar la medida de
la integral funcional, y de aqui el operador de evolucién del sistema, mientras que en el
método de BRST-BFV éste se encuentra completamente determinado. De este modo las
dos versiones se complementan. En este articulo analizaremos el método hamiltoniano,
dejando para un trabajo posterior el formalismo lagrangiano [5].

En la Sec. 2 revisaremos el método de Dirac, dado que éste es un excelente punto de
partida para comprender lo que es una teoria de norma desde el punto de vista hamil-
toniano y posteriormente proceder a su cuantizacién. En la Sec. 3 introducimos primero
la simetria BRST vista como un reflejo cudntico de la simetria de norma. En seguida
aplicamos esta simetria para construir el método de BRST-BFV. Dado el gran éxito que
ha tenido este método, tanto recuperando resultados ya conocidos, como proporcionando
una manera consistente de cuantizar teorias donde los métodos previamente conocidos
han fallado [6], es tentador aceptar la idea de promover la invariancia BRST al nivel
de postulado fundamental para la cuantizacién. Este postulado permite construir el la-
grangiano cuantico completo como la funcién mds general de los campos fisicos y de los
fantasmas que sea invariante bajo BRST. Este procedimiento naturalmente refleja a nivel
cuantico la estrategia empleada para determinar el lagrangiano cldsico a partir del prin-
cipio de invariancia de norma. Dentro de este contexto entonces, cobra gran importancia
la pregunta de cémo reformular todos los esquemas previos de cuantizacién en términos
de dicha simetria.

Por ultimo, en la Sec. 4 se presenta el ejemplo del rotor rigido bidimensional. Este ejem-
plo cumple tres propdsitos que son: (i) ilustrar el método de Dirac, (ii) ilustrar el método
BRST propiamente tal y (iii) ilustrar la idea de que siempre es posible reformular una
teoria con constricciones de segunda clase como una teoria de norma, es decir inicamente
con constricciones de primera clase (7], llevando a cabo su cuantizacién segiin el método
BRST-FV. Una motivacién mds detallada de este punto de vista se da al final de la Sec. 3,
donde ya se han presentado los antecedentes necesarios para su mejor comprension.

2. CUANTIZACION DE DIRAC

El método hamiltoniano de cuantizacién de BRST-BFV puede considerarse como una
extensién del método de Dirac, por lo cual revisaremos primero éste, tanto por fines de
notacién como para fijar ideas.
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El primer punto a considerar, es comprender desde el punto de vista hamiltoniano, qué
es lo que se entiende por una teorfa de norma. Toda teoria de norma estd caracterizada
por un lagrangiano singular, es decir,

8°L

Esto significa que no todas las aceleraciones se encuentran determinadas por las ecuaciones
de movimiento, y en consecuencia nuestra teorfa posee cierta arbitrariedad, la cual se ve
reflejada en que las soluciones de las ecuaciones de movimiento contienen pardmetros
arbitrarios. De este modo, los observables de la teorfa serdn solamente aquellas combina-
ciones de variables dindmicas que son independientes de dichos parimetros arbitrarios.
Esto precisamente es lo que se entiende por un objeto invariante de norma. Aqui valdria
la pena preguntarse si la aseveracién inversa es correcta, es decir, si toda teoria cuyo
lagrangiano es singular es una teoria de norma. Como veremos a continuacién la respuesta
es negativa. La Ec. (2.1) nos dice por otra parte que no todos los momentos p; = g—q‘% estan

determinados por las velocidades, es decir, que existen m/ relaciones del tipo

#(p,9)a, =0, (2.2)

donde ~ significa que estas relaciones son cero una vez que se hayan evaluado todos
los paréntesis de Poisson donde ellas aparezcan. Daremos el nombre de constricciones
primarias a estas relaciones. El nimero de constricciones primarias independientes es
igual a la dimensién de la matriz en (2.1) menos el rango de la misma. Este nimero
lo denotaremos por m;. A continuacién, por simplicidad, supondremos que todas las
constricciones primarias son independientes y que son bosénicas, aunque el formalismo
también puede desarrollarse en casos mds generales [8]. Las constricciones (2.2) definen
una subvariedad del espacio fase llamada superficie de constriccidn, sobre la cual estd
restringido el movimiento.
La siguiente etapa en el andlisis es introducir el hamiltoniano canénico

Hy = ¢’p; - L. (2.3)

El hamiltoniano definido en (2.3) no estd univocamente determinado como una funcién de
momentos y coordenadas, ya que las variaciones en estas variables no son todas indepen-
dientes sino que deben estar restringidas para preservar las constricciones primarias (2.2).
En consecuencia el hamiltoniano (2.3) estd bien definido inicamente sobre la superficie de
constriccién y por lo tanto existe arbitrariedad para extenderlo fuera de ésta. Asi podemos
definir un nuevo hamiltoniano dado por

H,=Hy+ /\A'qb,q], (2.4)

donde A; rotula las constricciones primarias independientes y A4! son multiplicadores de
Lagrange, que son arbitrarios hasta este momento.
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El paso siguiente en la consistencia del método es asegurarse que la superficie de cons-
triccién se preserve en el tiempo. Esto implica pedir que ¢4, = 0, es decir, que

{$a, Hi} =V dp, + V294, %0, (2.5)

donde {A, B} es el paréntesis de Poisson de las cantidades A y B. En esta etapa podrian
aparecer nuevas constricciones ¢4,, llamadas secundarias, que son independientes de las
primarias. Si en el proceso se obtienen constricciones secundarias, es necesario pedir que
éstas también se conserven en el tiempo, como resultado de lo cual todavia puede surgir
otra generacién de constricciones. El proceso se continia hasta que ya no se encuentren
nuevas constricciones. Una vez que se tenga la coleccién completa de constricciones, se
definen las variables de primera clase como aquellas que tienen paréntesis de Poisson =~ 0
con todas las constricciones. Es decir, F' es de primera clase si

{Fa ¢A} = Vf(p, Q)¢Ba (26)

con el indice A =1,...,M, donde M = m; +my + ... +my, con m, siendo el niimero
de constricciones de la n—ésima generacién. Las cantidades de segunda clase son todas
aquellas que no satisfacen esta condicién. En consecuencia, es posible definir como cons-
tricciones de primera clase G, a todas aquellas que satisfagan la relacién

{Ga 08} = C,5(p,0)¢c, (2.7)

cona =1,...,p. De este modo, las funciones de estructura Cag(p, q), pueden depender de
las coordenadas y los momentos, es decir, no necesariamente tenemos un algebra de Lie. En
el caso de las constricciones de primera clase no es posible determinar los multiplicadores
de Lagrange asociados a ellas y éstos son los pardmetros arbitrarios que aparecen en la
solucion de las ecuaciones de movimiento. Sin embargo, para el caso de constricciones de
segunda clase, Y,, es posible determinar dichos multiplicadores debido a la existencia de
la matriz

Cap = {XﬂvX.@}v (2.8)

cuyo determinante es diferente de cero y por lo tanto invertible. Esto permite mostrar
que todos los multiplicadores de Lagrange asociados a estas constricciones pueden ser
determinados. En consecuencia, cuando se tienen sélo constricciones de segunda clase no
existe libertad de norma aun cuando el lagrangiano es singular. Asi, desde el punto de
vista hamiltoniano, una teoria de norma es aquélla que tiene al menos una constriccién de
primera clase. En lo que respecta a las constricciones de segunda clase, suponiendo que
son bosénicas, la matriz (2.8) implica que éstas deben de ser un nimero par, dado que de
lo contrario esta matriz no seria invertible ya que es antisimétrica. Las constricciones de
segunda clase siempre pueden ser tratadas como de primera clase si uno incluye variables
adicionales al problema de tal manera que la matriz C,p3 no sea invertible. Posteriormente
veremos un ejemplo de como se puede llevar a cabo esta extensién. Asi, de aqui en adelante
consideraremos que existen solamente constricciones de primera clase.
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De todas las constricciones de primera clase, de acuerdo al hamiltoniano Hy, sélo las
primarias son generadoras de transformaciones de norma, ya que sélo ellas tienen asociado
un multiplicador de Lagrange. Sin embargo, Dirac postulé que todas las constricciones
de primera clase, incluyendo las secundarias y las de orden superior, generan transfor-
maciones de norma. Este postulado se conoce como la conjetura de Dirac y es vilida en
todos los sistemas fisicos conocidos. Sin embargo, existen sistemas un poco patoldgicos
que son contraejemplos de esta conjetura. Hasta ahora existen varias demostraciones de
la conjetura de Dirac bajo ciertas restricciones [8]. Como aqui trataremos sistemas que
tienen algin contenido fisico, asumiremos que la conjetura de Dirac es vilida, es decir,
postularemos que el cambio de una funcién arbitraria de momentos y coordenadas F(p, q)
bajo una transformacién de norma, estd dado por

§F = {F, G}, (2.9)

donde recordamos que el indice a rotula todas las constricciones de primera clase. El
pardmetro de la transformacién, €*(g,p, t), puede depender de las coordenadas del espacio
fase y del tiempo, aunque lo mds comin es que se le considere sélo como funcién del
tiempo. Si tomamos en cuenta que todas las constricciones de primera clase son gene-
radores de transformaciones de norma podemos escribir, en lugar del hamiltoniano Hj,
otro hamiltoniano que tome en cuenta la arbitrariedad inherente al extenderlo fuera de la
superficie de constriccién. Este hamiltoniano se conoce como el hamiltoniano extendido y
estd dado por

Hg = Hy + X°G,. (2.10)

Las ecuaciones de movimiento, sobre la superficie de constriccién, asociadas a este hamil-
toniano son

JdHy G,
= — o 2.11
dHy 0G,
) ={p,Hg} = ——— = \° | 2.11b

Las ecuaciones de movimiento anteriores, junto con las constricciones G, = 0, pueden
obtenerse a partir de la accién

b
BHre= / (pd — Ho — A*GL), (2.12)

variando con respecto a p, ¢ y A®. Esta accién va a ser importante cuando queramos hacer
contacto con el método de cuantizacién usando integrales de trayectoria.

Como los n multiplicadores de Lagrange A® son arbitrarios, uno puede imponer n
condiciones de norma para determinarlos

Na(A,p’ Q) = 0.
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Ya que deseamos que dichas condiciones fijen completamente la norma, éstas deben sa-
tisfacer la relacion

det{Ga, Ny} # 0

de manera tal que la matriz {G,, Ny} sea invertible y de este modo puedan determinarse
todos los multiplicadores de Lagrange. Debe notarse que el imponer condiciones de norma
es equivalente a transformar al conjunto (G4, N,) en constricciones de segunda clase.

A nivel cudntico, los pasos fundamentales del método de Dirac son los siguientes. El
primer punto es promover las constricciones de primera clase a nivel de operadores en el
espacio de Hilbert del problema. Posteriormente se postula que un estado |¢) es fisico
s6lo si es aniquilado por éstas:

Galy) = 0. (2.13a)

Aqui G, denota la versién cudntica de las constricciones de primera clase introducidas
previamente, donde se han reemplazado las variables cldsicas por sus respectivos ope-
radores lo que, en general, produce problemas de ordenamiento que deben ser resueltos
imponiendo algin criterio adicional. El segundo paso es afirmar que los observables de
nuestra teoria son todos aquellos operadores hermiticos del espacio fase, invariantes bajo
una transformacién de norma, es decir, que conmutan con todas las constricciones de
primera clase:

F=F' esobservable <= 6F =[F,e*G,]=0. (2.13b)

Como vemos, una de las grandes ventajas del método de Dirac es que no es necesario
fijar una norma para obtener una teoria cudntica. Sin embargo, este método no provee
autométicamente una solucién a algunos problemas que naturalmente aparecen en la
formulacién de cualquier teoria cudntica, como son los siguientes: (i) la versién cudntica
de las relaciones (2.7), aplicada a nuestras constricciones de primera clase, debe ser con-
sistente con las condiciones (2.13a) que definen un estado fisico. Esto se logra forzando
a que en el lado derecho de la Ec. (2.7) el operador que representa a las funciones de
estructura aparezca a la izquierda del operador que representa a las constricciones. Sin
embargo, al implementar esto podrian aparecer términos adicionales (anomalfas) que no
fuesen proporcionales a las constricciones. Dichos términos son un reflejo del problema
de ordenamiento y esta situacién puede presentarse cuando las funciones de estructura
dependen de los momentos y las coordenadas. (it) El segundo problema importante es
que el método de Dirac nos proporciona los estados fisicos del sistema, pero no nos da
una regla para definir el producto escalar que permite llevar a cabo la interpretacién
probabilistica de la teoria cudntica. Como veremos mas adelante, el método BRST-BFV
mantiene las ventajas del método de Dirac proporcionando en muchos casos una guia para
resolver los problemas anteriores.
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3. EL METODO BRST-BFV

La idea bésica de este método consiste en extender el espacio de fase del problema
promoviendo los multiplicadores de Lagrange a nivel de coordenadas e introduciendo
nuevas variables candnicas, que se denominan fantasmas, con estadistica opuesta a las ya
existentes. Dicha extensién se realiza hasta implementar de manera exacta una transfor-
macién de supersimetria global que incorpora la simetria de norma original. Esta resulta
ser la simetria BRST, que explicaremos con mds detalle en esta seccion. Una vez que
el sistema original se ha completado con estas propiedades generales, se postula que la
correspondiente medida de la integral funcional estd dada por la medida de Liouville
correspondiente a todas las variables candnicas involucradas. Asi , una vez integrados los
fantasmas, se obtiene la medida correcta en las variables originales del sistema que define
el producto escalar necesario para la interpretacién de la teoria. Este procedimiento tiene
la virtud de ser sistemdtico y en mds de un caso ha producido correcciones no-triviales
e inesperadas al método de Faddeev-Popov, que usualmente es el mds utilizado para
cuantizar teorias de norma [8].

Los fantasmas fueron introducidos por primera vez por Feynman [9], con el fin de
mantener la unitaridad de una teoria de Yang-Mills. Se les dié el nombre de fantasmas
porque, a pesar de ser escalares bajo transformaciones de coordenadas, no tienen es-
tadistica de bosén, es decir, violan el teorema de espin-estadistica, por lo cual no son
observables. Estos campos adquirieron més sentido cuando Faddeev y Popov [10] mos-
traron que los fantasmas podian obtenerse como resultado de un célculo correcto de la
medida de la integral de trayectoria, y por esto se les di6 el nombre de fantasmas de
Faddeev-Popov. Posteriormente, con el trabajo de Becchi-Rouet-Stora [3] y Tyutin [11],
éstos adquirieron un cardcter mds formal, ya que se mostré que eran parte esencial
de una nueva simetria, que ahora se conoce con el nombre de simetria BRST. Esta
simetria tiene dos caracteristicas esenciales: (i) es el residuo de la simetria de norma
una vez que la norma se ha fijado, es decir, es una simetria que prevalece aun a pesar
de que se haya seleccionado una norma; (ii) a diferencia de la simetria de norma, esta
simetria es de caracter global, es decir, el parametro de la transformacién no depende
de la posicién. Ademds, este pardmetro es un nimero de Grassmann, por lo cual la
simetria BRST es un tipo de supersimetria, ya que la transformacién relaciona bosones
con fermiones. Las variables de Grassmann pueden considerarse como el limite cldsico
de campos fermidnicos, que estdn cuantizados con anticonmutadores con el objeto de
satisfacer la estadistica de Fermi-Dirac. En efecto, si consideramos el limite cldsico (A — 0)
del anticonmutador {¢, ¥} = héas obtenemos que el dlgebra satisfecha por las variables
8, = limp_o¥, estd dada por 6,6, + 6,6, = 0. En particular 62 = 0. Las relaciones
anteriores definen la estructura basica de un dlgebra de Grassmann. Para una discusion
mas detallada de las propiedades de este tipo de dlgebra se recomienda consultar la
Ref. [12].

Como un ejemplo de la simetria BRST consideremos el caso de la electrodindmica, cuyo
lagrangiano es

L=—%F,F", (3.1)
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donde
Fy =8,A, - 8,A,. (3.2)
Este lagrangiano es invariante bajo las transformaciones de norma locales
6A, = 9,A. (3.3)

El lagrangiano efectivo en la norma de Lorentz es

Let = L+ Lys + Lrpg, (3.4)
con
: E 3.5
Lgf=“55(3"Ap) : (3.5)
Lrpg = —i0"¢d,c, (3.6)

donde L,y impone la condicién de norma de Lorentz ¥y Lrpg es el lagrangiano de los
fantasmas que en este caso simple se desacoplan. El lagrangiano efectivo ya no es in-
variante bajo las transformaciones (3.3), sin embargo, es invariante bajo las siguientes
transformaciones:

64, = -2d,c, (3.7a)
g
w
0c = —-i—0*A,, 3.7b
95 H ( )
Sc = 0. (3.7¢)

De las ecuaciones anteriores vemos que dicha transformacién es del tipo supersimétrico,
dado que relaciona fantasmas, que son fermiones, con el campo bosénico A,. En conse-
cuencia, el pardmetro de la transformacién w debe ser un nimero de Grassmann impar.
Estas transformaciones se conocen con el nombre de transformaciones de BRST.

Del teorema de Noether sabemos que dada una simetrfa existe una carga conservada,
en este caso la carga de BRST. En el formalismo lagrangiano de las ecuaciones anteriores
dicha carga estd dada por

Q@BRsT = g/dsw [cV -E - ééa“A,uJ : (3.8)

Esta expresién es lineal en los fantasmas y en consecuencia es una variable grassmaniana
impar. Esta propiedad la vamos a tomar como de caricter fundamental. Para implementar
esta idea introducimos el concepto de paridad de grassmann €(z) de la variable z, que toma
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los valores 0 o 1 segilin z sea par o impar en los generadores del dlgebra de Grassmann,
respectivamente. De este modo tenemos que e(Qprst) = 1.

El problema ahora es construir una expresién general para esta carga dentro del for-
malismo hamiltoniano de una teoria de norma, sin fijar una norma especifica. Para hacer
esto agrandamos el espacio fase (p,q) considerando a los multiplicadores de Lagrange \®
asociados a las constricciones de primera clase como nuevas variables canénicas. Por lo
tanto, es necesario también agregar sus momentos conjugados m,, de tal modo que

(Xm0} = —{m, A} = . (3.9)

Para que la teoria original no se modifique es necesario considerar que estos momentos van
a ser nuevas constricciones de primera clase 7, = 0. Asi, el conjunto total de constricciones
es

G4 = {14, Gals (3.10)

con A=1,...,2n, donde n es el nimero de constricciones de primera clase sin tomar en
cuenta a los momentos conjugados de los multiplicadores de Lagrange.

Como siguiente paso introducimos los fantasmas n y consideramos que también son
variables canénicas, a las cuales asociamos sus momentos candnicos conjugados P4, que
llamaremos antifantasmas

{n®,Pa} = {Pa,n®} = 63, (3.11)

donde ¢(P4) = e(n?) = 1, (n?)* = n y (Pa)* = —P4. Imponemos ademds que las nuevas
variables candnicas n y P4 tengan paréntesis de Poisson cero con el resto de las variables
ZA = (pia ql, Aa, 77a):

{n*,Za} = {Pa, Za} = 0. (3.12)

El espacio fase extendido con coordenadas (Za, n4,P4), equipado con esta estructura de
paréntesis de Poisson se denomina el superespacio fase. Ademads de la paridad de Grassman
es conveniente definir en este superespacio una estructura adicional G, que denominaremos
nimero de fantasma. Esto lo hacemos atribuyendo a cada una de las variables bdsicas un
nimero de fantasma de la siguiente manera:

G(Za) =0, G(n*) =1, G(Pa) = —1. (3.13)

Ademds requerimos que el niimero de fantasma de un producto de variables sea igual a
la suma del nimero de fantasma de sus componentes.

La carga de BRST se construye pidiendo que genere las transformaciones de norma
asociadas a las constricciones de primera clase dadas en la Ec. (3.10), al orden mads bajo
en una expansion en serie de potencias de los fantasmas. Por otra parte, con base en
la expresién (3.8), consideraremos que dicha carga es real, tiene nimero de fantasma
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G(Q) = 1 y paridad Grassman €(£2) = 1. Con estas condiciones la carga de BRST queda
completamente determinada a orden mds bajo, donde debe tener la forma

Q) = n*C4 + términos de orden superior. (3.14)
Los términos de mayor orden quedan determinados por la propiedad de nilpotencia
(2,2} =0. (3.15)

Para entender mejor esta propiedad, tomemos en cuenta que {2 genera las transformaciones
de BRST, entonces una segunda variacién de una funcién arbitraria estd dada por

§AF = {{F,Q},0}. (3.16)
Empleando en (3.16) la superidentidad de Jacobi
({F1, By}, Fs} + (=) R CRter) ({Fy, Fy}, Ry} + (=)t m) ({Fy, B}, B} = 0, (3.17)
vélida para cuando se tienen cantidades con paridad Grassmann arbitraria, se obtiene
§OF = -1{{Q,Q},F}. (3.18)
Asi, vemos que si § es nilpotente, una transformacién de BRST queda completamente

determinada por la primera variacién. La propiedad de nilpotencia determina 2 hasta
una transformacién de BRST, dado que

(2,9} =0= {2,2} =0, (3.19a)
con
0 =0 +{K. 5}, (3.19b)

para K arbitraria. Una solucién de la condicién de nilpotencia (3.15), que toma en
cuenta (3.14) y las condiciones que G(Q2) =1y €(Q) = 1, estd dada por

(1) 2)
Q =n2Ca + nPn° Upc?Pa +n°nPnF Ucpe?BPaPp + -

(n)

+ ?]'Bl ree ﬂB““ Up,.B Al"'A“'PAl v = Py (3.20)

n+l
con

(1)
Ugch = —%CCBA, (3.21)
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donde las C4 g son las funciones de estructura dadas en (2.7). Las funciones de estructura

(2)
de segundo orden U , g, ,*14? se calculan de la expresién

(2) (1) (1) (1)
U g M0y = Uig,p, ™ Chy)} +2UB,8,° U gy (3.22)
[ ]

Las expresiones para las funciones de estructura de mayor orden pueden encontrarse
en [13]. Para algunas teorias conocidas, como por ejemplo las que describen el modelo
estandar SU(3) x SU(2) x U(1) y la gravitacién de Einstein, el desarrollo de € llega sélo
hasta orden uno.

Una vez calculada la carga de BRST, se definen los observables del sistema como
aquellas cantidades con nimero de fantasma igual a cero y que son invariantes bajo
BRST, es decir que tienen paréntesis de Poisson cero con €. La dindmica del sistema
queda determinada por el hamiltoniano BRST. Este se encuentra definido por la condicién
que al orden mas bajo en los fantasmas debe reducirse al hamiltoniano canénico. Ademads,
debe tener paridad Grassmann cero, ser real y con nimero de fantasma igual a cero. Por
tultimo, debe preservar la invariancia BRST del sistema de tal manera que

{Hgrsr, 2} = 0. (3.23)

Bajo estas condiciones, a primer orden en los fantasmas el hamiltoniano de BRST esta
dado por

Hggrst = Hy + VL P + “mias” (3.24)

donde “mds” significa términos de al menos cuatro fantasmas [13].

Para completar la descripciéon del método BRST-BFV nos falta ahora determinar cuél
es el equivalente de las condiciones cudnticas (2.13) sobre los estados fisicos del sistema y
cudl es el equivalente de los observables definidos en el método de Dirac. Dado que en el
método BRST-BFV los generadores de transformaciones de norma (originalmente repre-
sentados por las constricciones de primera clase), se han extendido al generador 2 de las
transformaciones de BRST, es natural suponer que el equivalente de las condiciones (2.13)
corresponde a

#

Qly) =0, (3.25a)
F = F' es observable <= [, F] =0, (3.25b)

con 2 = Q. Sin embargo, las Ecs. (3.25) no describen inicamente a los estados fisicos y a
los observables del sistema. Los estados fisicos se obtienen por una identificacién adicional
de las soluciones de (3.25a) y también estdn sujetos a una condicién sobre el nimero de
fantasma. Para obtener estas condiciones adicionales primero observamos que, dada la
nilpotencia de Q (92 = 0, cudnticamente), un estado de la forma {2y con x arbitraria
satisface (3.25a). Entonces, cualquier estado que se pueda escribir como

¥ =9 +Qy, (3.26)



INTRODUCCION A LA CUANTIZACION DE TEORIAS DE NORMA. .. 487

es solucién de (3.25a) si ¢’ es solucién. Por lo tanto un estado fisico serd realmente la clase
de equivalencia definida por (3.26). En el caso de los observables también existe una clase
de equivalencia, ya que cualquier operador de la forma [Q, K ], con K arbitraria satisface
(3.25b). Asi, un observable de la forma

F=F+[0K], (3.27)

donde F' solucién de (3.25b), también es solucién de esta ecuacién.

Ademads, como los fantasmas no son observables por violar el teorema de espin-estadis-
tica, se exige que todos los observables F' deben tener niimero de fantasma igual a cero y
ademas deben satisfacer

[F,G] =o0. (3.28)

Esto implica que todos los estados fisicos deben poseer el mismo nimero de fantasma, ya
que en caso contrario deberfan existir operadores que conectaran estados con numero de
fantasma diferente y por lo tanto éstos no cumplirian la condicién (3.28). Un postulado
adicional de BRST-BFV es asumir que el nimero de fantasma de los estados fisicos es
igual a cero, es decir,

G vy = 0. (3.29)

El siguiente paso consiste en evaluar el operador de evolucién del sistema utilizando el
método de BRST-BFV. Tomando en cuenta que este operador es unitario una vez que
hemos introducido los fantasmas, podemos tomar la representacion de éste en términos
de la integral de trayecforia de Feynman. Ademds debemos considerar que los estados
que son de interés fisico son aquellos aniquilados por la carga de BRST, en consecuencia
unicamente es necesario considerar elementos de matriz del operador de evolucién entre
estos estados. Esto implica que debemos imponer condiciones de frontera en la integral de
trayectoria que sean BRST-invariantes. Esta condicion no garantiza unicidad en las con-
diciones de frontera, dado que tenemos la libertad de seleccionar una clase de equivalencia
de estados fisicamente permisibles, ademads de que podemos elegir la representacion en que
deseamos trabajar (momentos o coordenadas). Existen al menos tres tipos de condiciones
de frontera adecuadas [13] y nosotros elegiremos una representacién que hace contacto
con el método de Faddeev-Popov. En esta representacion las constricciones se clasifican
de manera analoga a (3.10) y los fantasmas se ordenan de la siguiente manera:

= (=(@)=t1Pe, %), P4 = ((1)=11C,, P.). (3.30)

Las variables C?, C, son reales y respectivamente conjugadas a P,, P%, que son puramente
imaginarias, de tal modo que se satisfacen los siguientes paréntesis de Poisson:

{626} = {05 P} = {6, B | = [P’} =0, (3.31a)

1P | =88 = {76, ) (3.31b)
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Estamos denotando por ¢, la paridad Grassmann de la constriccién G, . Las condiciones
de frontera a tiempo final 7, y tiempo inicial 77, que son BRST-invariantes para este
conjunto de variables, son

C%(rp) =C%(m) =0, (3.32a)
Ca(r2) = Ca(m1) =0, (3.32b)
Ta(T2) = Ma(m1) = 0, (3.32¢)

donde recordamos que 7, denota los momentos canénicos conjugados asociados a los
multiplicadores de Lagrange A®. Estas condiciones de frontera son BRST-invariantes en
general, dado que, en términos de estas variables la carga de BRST puede escribirse como

Q=CGa — (i)**'Pr, + “més”,

donde “mds” contiene al menos un antifantasma y dos fantasmas. Asi, la variacién de
C se cancela debido a (3.32a) y la variacién de C se cancela por (3.32c). Por dltimo, la
variacion de 7 es automaticamente igual a cero.

Es claro que aun falta fijar las condiciones de frontera de las restantes variables dind-
micas, lo que dependera especificamente del problema en cuestién. Una vez determinadas
éstas, el operador de evolucién estd dado por la accién efectiva cudntica

Zy = f‘Du exp(ZSef), (3.33a)

donde Dy es la medida de Liouville correspondiente a todas las variables canénicas intro-
ducidas y

T2 ’
Seff = / dr (¢'pi — A*7a + 0 Pa — Heg). (3.33b)
T1

El hamiltoniano efectivo Heg no se encuentra tnicamente definido, ya que como mencio-
namos en (3.27), todo observable en BRST-BFV queda indeterminado hasta un operador
de la forma {Q, K'}. Por lo tanto el hamiltoniano efectivo lo podemos definir como

He.g = Hpgrst — {‘I’, Q}, (3.34)

donde ¥ se conoce como la condicién de norma fermidnica. Usualmente ésta se escoge de
la forma

U = (i) t1Cox® + Pa)?, (3.35)

donde las x® son funciones arbitrarias de las variables candnicas que no involucran fan-
tasmas ni antifantasmas y son tales que (x*)* = (i)%x,.
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Una de las propiedades fundamentales de (3.33) es su invariancia ante transformaciones
infinitesimales de ¥, lo que quiere decir que la integral de trayectoria es independiente de
la eleccién de norma (teorema de Fradkin-Vilkovisky [3]). Esto permite realizar diversas
pruebas de consistencia de las teorias de norma sin imponer alguna condicién de norma
particular. Sin embargo, no es posible utilizar el valor ¥ = 0, ya que en este caso la
integral no se encuentra bien regularizada [8].

Antes de detallar el ejemplo que hemos escogido para ilustrar de una manera simple el
método BRST, es conveniente hacer algunas consideraciones con el objeto de poner dicho
ejemplo en la perspectiva adecuada.

En general, los sistemas de interés en fisica poseen constricciones tanto de primera como
de segunda clase y en particular las teorfas de norma, consideradas como el paradigma
de una teoria fisica, sélo tienen el primer tipo de constricciones. Estrictamente hablando,
todos los sistemas con constricciones de primera clase pueden reducirse a sistemas que
poseen iinicamente constricciones de segunda clase, una vez fijada la norma. Més ain,
en principio serfa posible resolver dichas constricciones de forma tal que se identificaran
los verdaderos grados de libertad del sistema. Sin embargo, este proceso puede resultar
imposible en la prictica. Un camino a seguir en este caso es trabajar con las constriccio-
nes introduciendo los respectivos paréntesis de Dirac. No obstante, en muchos casos de
interés fisico, la realizacién cudntica de estos paréntesis se vuelve muy complicada. En
otras ocasiones, aunque cualquiera de los procedimientos arriba mencionados sea facti-
ble, podria no resultar conveniente su implementacién debido al hecho de que algunas
simetrias importantes de la teoria ya no son manifiestas, como es el caso de la particula
libre relativista, por ejemplo. Por otro lado, la construccién de la integral de trayectoria
para los verdaderos grados de libertad de un sistema es un problema aiin no resuelto en
general.

Frente a esta situacién podemos adoptar el punto de vista opuesto, que consiste en
pensar que cualquier sistema fisico con constricciones puede escribirse como un sistema que
contiene solamente constricciones de primera clase, es decir, como una teoria de norma.
Una forma de lograr esto es agregando un par de variables canénicas por cada par existente
de constriccién de segunda clase y cuidando que el hamiltoniano total se modifique de
tal manera que no se produzcan nuevas constricciones en el proceso de pedir que éstas
sean consistentes con la evolucion temporal del sistema. Esta idea de transformar todas
las constricciones en constricciones de primera clase es también consistente con la idea de
promover la invariancia bajo transformaciones de BRST al nivel de postulado fundamental
para proceder a la cuantizacién correcta de cualquier sistema fisico. Si aceptamos este
postulado, entonces cobra gran importancia la pregunta de cémo describimos teorias con
constricciones de segunda clase de acuerdo al método BRST-BFV. En este caso la integral
funcional estd perfectamente definida, puesto que la medida correspondiente es la de
Liouville en el conjunto de variables candnicas que cierra bajo BRST. Otra ventaja de este
modo de proceder es que las simetrias originales del sistema siempre quedan manifiestas.
Recientemente, este punto de vista se ha empleado exitosamente en la cuantizacion de
teorias de norma originalmente anémalas, y se ha hecho contacto con ideas alternativas
previamente propuestas para lograr una cuantizacién correcta de ellas [14].

El ejemplo del rotor rigido que discutimos en la siguiente seccién ilustra las ideas
mencionadas en el parrafo anterior de una manera simple y transparente. Como sucede
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con todos los ejemplos sencillos, existen varios métodos alternativos para su discusién.
En este caso, la cuantizacién empleando constricciones de segunda clase y paréntesis de
Dirac no presenta ningiin problema y la obtencién de los verdaderos grados de libertad es
trivial. Se trata entonces de enfatizar la ilustracién del método BRST-BFV en un contexto
simple que ademds posee todos los ingredientes bdsicos del punto de vista expuesto en
los parrafos anteriores y cuyo verdadero potencial se aprecia realmente en sistemas mas
complicados como los citados en la Ref. [14].

4. CUANTIZACION BRST-BFV DEL ROTOR RiGIDO

Como un ejemplo especifico e ilustrativo del método de cuantizacién de BRST-BFV con-
sideremos el problema del rotor rigido. Este no es un sistema que inicialmente posee
Invariancia de norma, pero lo podemos convertir en uno de este tipo adicionando nuevas
variables canénicas.

Para comenzar, consideremos la descripcién del rotor rigido bidimensional segiin el
método de Dirac. El lagrangiano es

L =1m(r* +r%6%) — A\(r — a), (4.1)

donde hemos usado coordenadas polares r, § y A es un multiplicador de Lagrange. Los
momentos canénicos asociados a este sistema son

Pr = M7 P = m'rzé, (4.2)
con lo que el hamiltoniano total resulta

1 2
Hr=Ho+ A(r—a) = s (pf+]:—g) + A(r —a). (4.3)

De acuerdo al método de Dirac tenemos una constriccién primaria dada por
S=r—a=0, (4.4)
cuya conservacion en el tiempo da lugar a una constriccién secundaria &,
51={T—aaHT}=%:>§2=Prz0. (4.5)

La constriccién secundaria £; no origina nuevas constricciones y permite evaluar el mul-
tiplicador de Lagrange, que resulta ser

2
Ps_
mr3’

A= (4.6)
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Esto quiere decir que nuestro par de constricciones (4.4) y (4.5) es de segunda clase, como
es facil mostrarlo al evaluar la matriz Cop:

{fmiﬁ} = Cqp = (__2 (1)) 8 (4.7)

Con el objeto de emplear el método de Dirac en sistemas que poseen constricciones
de segunda clase, es necesario construir nuevos paréntesis de Poisson que mantengan las
propiedades algebraicas de éstos, pero que sean consistentes con el hecho de imponer las
constricciones de manera fuerte, es decir como identidades. Estos son los asi llamados
paréntesis de Dirac, que estdn definidos por

{A!B}D = {A,B} - {‘4'50}Caﬂ{£ﬁv3}! (48)

donde C*? denota la matriz inversa de Cng. Estos paréntesis son los que van a ser promo-
vidos a conmutadores o anticonmutadores al momento de cuantizar, y dado que satisfacen
la propiedad esencial

{A,£.}p =0 para toda A, (4.9)

podemos considerar a las constricciones de segunda clase £; y 2 como identidades fuertes.
Esto implica que nuestro hamiltoniano total (4.3) se reduce a

Py

Hrp = TmaZ’

(4.10)
que es el hamiltoniano natural que describe el rotor rigido. Ademds obtenemos {6, pg}p =
1, lo que nos garantiza que € y py resultan ser las variables candnicas conjugadas adecua-
das.

El problema ahora es cémo aplicar el método de cuantizacion de BRST-BFV a este
sistema, ya que no contamos con constricciones de primera clase. Existen al menos dos
soluciones a este problema: la primera es considerar que de las dos constricciones £; y &s,
s6lo una de ellas es una constriccion, mientras que la otra la podemos considerar como una
condiciéon de norma. Dado que el método BRST-BFV es independiente de la eleccion de
norma, podemos calcular el propagador del sistema utilizando la accién funcional en esta
norma. La segunda solucién, que utilizaremos a continuacion, consiste en transformar las
dos constricciones de segunda clase en constricciones de primera clase, adicionando dos
nuevas variables candnicas. Asi, agregamos a nuestro sistema las variables candnicamente
conjugadas (¢, ), de forma tal que nuestras nuevas constricciones de primera clase sean

dr=r—atg=0, ¢y =pr— =0, (4.11)
que se reducen a las constricciones originales (4.4) y (4.5) cuando ¢ = 0 y m = 0. El

hamiltoniano (4.3) debe ser modificado de forma tal que las nuevas constricciones (4.11)
se mantengan en el tiempo sin que se generen nuevas constricciones. La forma de lograr
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ésto, es imponer que el nuevo hamiltoniano total sea una variable de primera clase, o sea
que satisfaga (2.6). Un hamiltoniano que cumple esta condicién y que ademés se reduce
a(4.3) cuando g =0=r7es

- 1 2
Hrp = = [(p,. -m)? 4 G f_’q)z] +A(r+q-a). (4.12)

Este hamiltoniano est4 indeterminado hasta un multiplo de las constricciones de primera
clase, por lo cual podemos definir un hamiltoniano extendido

Hg = Hy + A%, (4.13)
con Hy = ﬁ [(pr —-m)?+ rf_:, ] Asociado al hamiltoniano extendido tenemos el lagran-
giano

In=pi - g
= prt + pgb + g — ﬁ [(pr -m)?+ (—T-ig—q)g
-~ AMr+gq-a)—o(p, — 7). (4.14)

Las ecuaciones de movimiento provenientes de este lagrangiano son invariantes bajo las
siguientes transformaciones de norma, generadas por las constricciones:

6pr = —€(7), bpe =0, ém = —el(7), 6\ = él(7), (4.15a)
br = €X(7), 60 =0, 5q = —€*(7), bo = é (7). (4.15b)

Asi, hemos construido una teorfa de norma para el rotor rigido. Como un paso previo
a la aplicacién del método BRST-BFV a este sistema, es necesario identificar claramente
las condiciones de borde que permiten resolver en forma tinica el sistema de ecuaciones
provenientes del lagrangiano (4.14). Estas condiciones de borde serdn subsecuentemente
utilizadas en el cdlculo del propagador del sistema en la formulacién de la integral funcio-
nal. Dado que tenemos una teorfa de norma, las variables dindmicas estardn tnicamente
determinadas por las condiciones iniciales del problema siempre que fijemos la norma
asociada a las transformaciones (4.15). Con este objeto, y para hacer contacto posterior
con la formulacién BRST-BFV, escogemos la norma no-canénica determinada por las
condiciones A =0y ¢ =0 [15].

La forma del lagrangiano (4.14) sugiere la conveniencia de introducir las siguientes
variables candnicas

= %(7‘ - Q)! Mg =Pr — , (4165,)

Q=r+gq, 7@ = 3(pr + ), (4.16b)
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que reemplazan a las variables r, p,, g, 7. De este modo, el lagrangiano (4.14) se trans-
forma en

2
LE—paB-F?TEE-Fﬂ'QQ—i [ £+ga2] - MQ -a)—omg (4.17)

Las ecuaciones de movimiento resultan

: Ps L :
— — —— — = O = 0, 4.18&
0 gz =0 Erics e =0, Q (4.18a)
v}
g e = g~ X =10, 4.18b
Pe 01 e 01 T™Q ng ( )
G, me =0, A=¢6=0, (4.18¢)

donde la iltima ecuacién incluye la variacién con respecto a los multiplicadores de La-
grange junto con la eleccién de la norma no-canénica. De las Ecs. (4.18) concluimos que

§=0, £€=0, dg=0. (4.19)

Para obtener la solucién dnica de estas ecuaciones debemos fijar las variables respectivas
en los extremos 7 = 1, y 7 = 79. En otras palabras, las condiciones de borde del sistema
son

2n)=z, z(n)=2, (4.20)

donde z es cualquiera de las variables 6, £, mg. La solucién de cada una de las Ecs. (4.19)
y (4.20) estd dada por

(r—m)
(ra = m)
y todas las restantes variables canénicas, junto con los multiplicadores de Lagrange, que-

dan determinadas por las constricciones, las condiciones de frontera (4.20) y las ecuaciones
de movimiento (4.18). En efecto resulta

2(r)=2n+(22—-21) (4.21)

_ _ _(62-6y) ,
Q= a, me = 0, L (4.22a)
62 —&1) _m(6;—61)*  (mq, — mq,)
o= (Tz " A= it =5 a e (4.22b)

De este modo hemos obtenido la solucién explicita de las Ecs (4.18) en la norma no-
canénica A = 0, & = 0, en virtud de fijar correctamente las condiciones de borde de las
respectivas variables. Si queremos que las Ecs. (4.18) sean estrictamente un extremo de la
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accion S = f:: Lg dr, con las condiciones de frontera (4.20), debemos escribir los términos
cinéticos en ésta de tal manera que las derivadas con respecto al tiempo aparezcan sobre
las variables que se estdn fijando en los extremos. Asi entonces, la parte correspondiente
de la accién resulta ser

peg + 7T£f. — Q’I'FQ. (423)

Observemos que para recuperar exactamente el problema original, descrito por el ha-

miltoniano (4.3) més las constricciones (4.4) y (4.5) con el valor (4.6) para el multiplicador
de Lagrange A, debemos escoger £, = &, = %a Y @, = mQ, = 0 en las soluciones (4.22).

A continuacién calcularemos el operador de evolucién del sistema empleando el método
BRST-BFV descrito en la seccién anterior. Para el caso particular del rotor rigido tenemos

Ca = (7,76, Q — a,mg), (4.24a)
nt = (—iP!, —iPLCLC?),  Pa=(iCy,iCy, Py, Ps), (4.24b)
con lo que la carga de BRST resulta ser
Q= —iPlmy - iP*m, + C1(Q — a) + CPre. (4.25)
Tomando la condicién de norma fermiénica
¥ =P )+ Pyo, (4.26)

el hamiltoniano efectivo resulta
2

Hi = o (12 + 28} 4 iBiP' 4 iPyP? 4 A(Q = a) + o, (4.27)
2m Q?

donde Hggrst = Hj en este caso. La accién cldsica efectiva es,

T2 . . -4 - - - . —
Sef = / dr (pga + M€ — T1QQ — MAA — o0 — PIC) — P2Cy + C'P) + C*P,

1

2 e _ -
- Pfé) 7= 5 — PP —iPP? — XQ - a) - G'Tff), iy
m m

y la integral de trayectoria queda definida por
Zy = / DP! DP, DC' DC, DP? DP, DC? DC,

Dne DE Dpg DY Dy DA Dy Do Drg DQ expliSe). (4.29)
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Las condiciones de frontera para la integral de trayectoria son
Cl(n) = C:(r) = C'(ry) = C¥(my) = Ci(n1) = Ca(m1) = Cu(m2) = Ca(m2) =0,  (4.30a)
mA(11) = ma(m2) = Te(11) = To(m2) = 0. (4.30b)
0(r1) =61, 6(m2) =02, &(n)=¢&(n) =a/2, mo(n)=rmq(r) =0. (4.30c)

Las Ecs. (4.30c) corresponden precisamente a las condiciones de borde obtenidas pre-
viamente en (4.20) con la eleccién indicada después de (4.23). El hecho que éstas se
mantengan se debe a que los fantasmas se acoplan solamente entre ellos y no con las
coordenadas originales del problema. Usando la expresién (4.25) para el generador (2 es
posible verificar que todas las condiciones de borde (4.30) son efectivamente invariantes
bajo BRST.

Ahora procederemos a calcular la integral de trayectoria (4.29). Las integrales funciona-
les sobre los fantasmas son idénticas para los subindices uno y dos, por lo que mostraremos
como se calcula esta integral para el caso genérico

T2 4 ® -
Iy = '/’D'PD?_? DC DC exp [z] dr (-=PC +CP —iPP)]|. (4.31)
T1

Realizando una integral por partes en los dos primeros términos en la exponencial vemos
que el resultado de integrar funcionalmente sobre C y C son dos deltas funcionales de P

y P, lo cual permite realizar las integraciones restantes sobre P y P. Tomado en cuenta
que estas variables no estdn fijas en los extremos se obtiene

IF = /dpg d'ﬁg exp['nggT], (432)

con T = 75 — 71. Las integrales (4.32) son ahora del tipo de Berezin [16], definidas por

/d’PP =1, /dP = 0. (4.33)

De este modo se obtiene como resultado final

Ip =T, (4.34)
Asi, una vez integrados los fantasmas la accion efectiva cudntica es
T2

Zy =T? /’D’n’E DE Dpg DO D7y DA D7, Do Dmg DQ exp |:z' /

1

dr (pg(f) + 7r5£

11-2
~ g~ High— Rpot—r P~ ﬁ — 3G ~a) - mf)] . (4.35)
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Para la integral funcional sobre A y 7y, tenemos

Iy = /Dw,\ DA exp [i /Tﬂ dr [-7aA = A(Q — a,)]] . (4.36)

1

Con la particién del intervalo T' = Ne, podemos escribir I) como

N-1
I, = deAx ceedman_1dAo - -dAN_1 exp [—i Z [(1r,\n+1 — Tan)An + €Xn(Qn — a)]] :

n=0

donde se tomé en cuenta que ) estd fijo en los extremos y por esa razén existe una
integral de mds sobre A. Dada la condicién de frontera (4.30b), al integrar sobre ) se
obtiene

N-1
I = f dXo---dAN_16(A1 — Xo) - 6(AN—1 — An—2) exp [—i Y eAa(@Qn - a)}

n=0

= /d,\o exp [—iAo /T'z dr (Q — a)jl ; (4.37)

Las integrales funcionales sobre o y 7., Q y g, £ y m¢ son muy similares a la anterior,
dando como resultado final una integral, ya no funcional, con respecto a las variables que
no estdn fijas en los extremos. En el caso de la integracién sobre £, cuyos valores fijos en
los extremos son diferentes de cero, se obtiene el término adicional expimg,(£(2) — £(1))
que es igual a uno en nuestro caso particular. De este modo resulta

T,

2
Zy =T? /D9Dpa dXg dog dQo drrg,y exp [ = i(a\o(Qo —a) + oomgy + —;T;; )T

T2 . pg
] — : 4.
+3/T1 dr (pgf) zng)] (4.38)

Con los cambios de variable Ay = AT y o = o1 se obtienen dos funciones delta
asociadas a los dos primeros términos en la exponencial:

Zy = /DBng dQo dmey 6(mey)6(Qo — a)

2 ™2 2
L W{g . i _ ,Pg
xexp[ z(—Qm)T-an dr (IJ99 Qng)J .

Finalmente, integrando sobre Qo y 7¢, se obtiene

T2 2
_ ; 7 _Pe
Zy = pog D8 exp [z /ﬂ dr (p99 2ma2)] : (4.39)




INTRODUCCION A LA CUANTIZACION DE TEORIAS DE NORMA. .. 497

Esta integral funcional es la que se tiene que realizar normalmente para el calculo del
propagador del rotor rigido y puede encontrarse por ejemplo en la Ref. [17], dando como
resultado

oo

1 . .
Zy = (b)) = Z ﬂexp {11’1(92 —6,)—1

n=-—0oo

2

5] (e = m1)| - (4.40)

Asi, hemos ilustrado el método de cuantizacion de BRST-BFV en el marco de una
teoria bastante simple como lo es el rotor rigido en dos dimensiones, formulado como
una teorfa de norma, mostrando de una manera explicita el cdlculo del operador de
evolucién del sistema. Es necesario enfatizar que la efectividad y potencial del método
BRST-BFV se manifiesta realmente en teorias mds complicadas, como por ejemplo en
el caso de supergravedad [8] o de teorias topolégicas [18], como la gravedad en 2 + 1
dimensiones [19]. Otra de sus grandes ventajas es que puede aplicarse a teorias con cons-
tricciones reducibles, siendo el primer método de cuantizacién que ha permitido tratar
consistentemente este tipo de constricciones [20]. Otras aplicaciones del método pueden
encontrarse en las Refs. [8,21,22]. Por tltimo, podemos mencionar que es posible dar una
interpretacién geométrica a los fantasmas logrando asf un mayor entendimiento de lo que
significa cuantizar una teoria de norma [23].
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