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RESUMEN. Se obtienen soluciones aproximadas de las ecuaciones de dispersién de los modos
electromagnéticos en el llamado vacio caliente en dos regiones limites: w = 0,k#0 yw # 0,
k — 0. Lo anterior se confirma a partir de soluciones asintéticas exactas conocidas. Se estudia
la propagacién de los modos transversos y longitudinal en las regiones antes mencionadas. La
curva de dispersién para los modos transversos en la regién “opaca” se encuentra formada por
dos ramas: la rama plasménica correspondiente a cuasiparticulas masivas, y la rama foténica
asociada a particulas sin masa. Se demuestra que la funcién de distribucién foténica tiene un
comportamiento divergente para k— 0, como sucede en un gas de particulas sin masa; es decir,
el limite infrarrojo es w = 0, k — 0 y en éste, el nimero de cuasiparticulas transversas puede ser
arbitrariamente grande. La analogia de este limite con la aparicién de un condensado transverso es
senalada. Con esto se establece la comparacién de la curva de dispersi6n para la radiacién de cuerpo
negro a alta temperatura con la de un gas de bosones cargados que obedecen la condensacién de
Bose-Einstein. Se discute la relacién entre las transiciones de fase de restablecimiento de simetria
y condensacién de Bose-Einstein para campos vectoriales masivos con ruptura espontdnea de la
simetria.

ABSTRACT. Aproximate solutions for the dispersion equations of the electromagnetic modes in
the so called “hot vacuum” for two limit regions: w = 0, k #0and w # 0, k — 0 are obtained.
This is confirmed by comparying with the known exact asymptotic solutions. The propagation of
the transversal and longitudinal modes are discussed for the mentioned regions. The dispersion
curve for the transversal mode in the “opaque” region is found to be composed by two branches:
the plasmonic branch, corresponding to massive quasi-particles, and the photonic one associated to
massless particles. It is shown that the the photonic distribution function has a divergent behavior
for k — 0 in the same way as in a massless gas, the infrared limit being w = 0, £ — 0, and in
the latter the number of quasi-particles is arbitrarly large. The analogy between this limit and the
presence of a transversal condensate is shown. The comparison between the dispersion curve of the
transverse mode of the black body at high temperature and the one for a charged boson gas with
Bose-Einstein condensation is discussed. The relation between the phase transitions of symmetry
restoration and Bose-Einstein condensation for massive vectorial fields with spontaneous symmetry
breaking is established.
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1. INTRODUCCION

;Adquiere masa el fotén con la temperatura? Es decir, si consideramos un gas de fotones
en equilibrio termodindmico con un gas de electrones y positrones a alta temperatura (7' >
mc?, donde m es la masa del electrén). jse comportan los modos fisicos de propagacion
del fotén como los de una particula con una masa efectiva diferente de cero?

La respuesta no es unica, pues la ley de dispersién del fotén en un medio es mucho mas
complicada que en el vacio. Si consideramos el limite ultravioleta, se comporta como una
particula masiva —o mejor dicho, una cuasiparticula, el plasmén, cuya masa depende de la
temperatura. Pero en el limite infrarrojo las excitaciones electromagnéticas poseen tanto
modos masivos (plasmones) como no masivos, lo cual estd asociado a la penetrabilidad
de un campo magnético constante y uniforme, tal como cabria esperar con la invariancia
de norma de la teoria, que se mantiene vilida a temperatura y densidad finitas.

La masa del plasmdén cabe entenderla como una consecuencia dinamica del proceso de
propagacion del fotén en un plasma de electrones y positrones. Ahora existirdn procesos
de polarizacion debidos tanto a la creacién y consecuente aniquilacién de pares como a
procesos dispersivos de absorcién y ulterior emisién del fotén por particulas reales (no
virtuales) en dependencia de la temperatura y la densidad del medio, y estos efectos de-
terminan una diferencia drdstica entre la ley de dispersién de las ondas electromagnéticas
en el medio comparada con la del vacio.

El problema que nos proponemos investigar tiene interés en si mismo y también como
parte importante del problema general de la adquisicién de masa con la temperatura por
los campos vectoriales en las teorias de norma.

En 1972 Kirzhnitz y Linde [1] argumentaron que los campos masivos W# y Z anularfan
su masa —adquirida mediante el mecanismo de ruptura espontdnea de la simetria— a
una temperatura critica T suficientemente alta, y, en consecuencia, las interacciones dé-
biles se harfan de largo alcance. Kislinger y Morley [2], sin embargo, calcularon el efecto
plasménico en el modelo escalar A¢*, en la electrodindmica cudntica y en el caso de campos
de Yang-Mills y llegaron a la conclusién de que en los tres casos aparece un efecto de masa
a alta temperatura m? ~ T? | lo que invalidaria los argumentos de Kirzhnitz y Linde.

Sin embargo, Kirzhnitzy y Linde [3] (véase también Linde [4]) contraargumentaron que
tales conclusiones estaban basadas en un anilisis incompleto del comportamiento de la
funcién de Green inversa D~! del fotén, pues en el limite infrarrojo la masa de la parte
magnética de éste es nula.

Los argumentos expuestos por Linde [4], aunque enteramente validos, no son suficiente-
mente detallados y no establecen con claridad la relacién entre el problema termodindmico
—o de la fisica estadistica del equilibrio, basada en funciones de Green dependientes de la
temperatura— y el problema cinético —basado en funciones de Green dependientes del
tiempo y la temperatura.

Por esta razén es frecuente ver en la literatura (por ejemplo, Smilga [5]) referencia a la
masa adquirida con la temperatura sin que realmente haya un andlisis mds completo (v.
gr. como se hace en las Refs. [3,4]) acerca de este problema.

Nuestro objetivo es hacer un estudio detallado de la ecuacién de dispersiéon para el
fotén en un medio a temperatura finita, y discutir el problema de la masa del fotén
—dependiente de la temperatura— en la electrodindmica cuédntica estadistica (SQED).
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En la Sec. 2 a partir de las expresiones conocidas para el operador de polarizacion
en la electrodindmica cudntica estadistica, se obtienen las ecuaciones de dispersién de
los modos electromagnéticos en el llamado “vacio caliente”, es decir, radiacién de cuerpo
negro a muy alta temperatura en la que se tiene un plasma electrén-positrén de carga
neta nula en equilibrio con la radiacién electromagnética de fondo.

En la Sec. 3 las soluciones aproximadas de estas ecuaciones se obtienen en los limites
w=0k—0 Yyw#0,k—0 para los modos transversos, y w = 0, k — —/\51; w0,
k — 0 para los modos longitudinales. A partir de los resultados de Vologodskiy [9] se
discuten los mecanismos causantes de la absorcién de estos modos y se establecen las
regiones “transparentes” y “opacas” para su propagacién. Se discute la diferencia entre
los conceptos de masa del fotén y masa del plasmén. Se hace una analogia de la curva de
dispersién para los modos transversos con la de un gas de bosones cargados que obedecen
la condensacién de Bose-Einstein. A partir de estas consideraciones, se discute, en el
limite infrarrojo, la relacién entre las transiciones de fase de restablecimiento de simetria
y condensacién de Bose-Einstein para campos vectoriales masivos en teorias con ruptura
espontanea de simetria.

2. OPERADOR DE POLARIZACION Y ECUACIONES DE DISPERSION EN LA SQED

2.1. Operador de polarizacion

El operador de polarizacién juega un papel esencial en la electrodinimica cudntica es-
tadistica SQED. Este puede ser empleado para obtener las correcciones radiativas al
potencial termodindmico y a la funcién de Green inversa del fotén. Por otro lado, estd
simplemente relacionado al tensor de permeabilidad dieléctrica en un medio. Las singu-
laridades del operador de polarizacién para algunos valores de la cuarta componente del
cuadrimomento del fotén en un medio aparecen conectadas a los procesos de absorcién
elementales, los cuales tienen lugar en el medio. En relacién a esto es importante sefialar
que en SQED el operador de polarizacién contiene la contribucién del diagrama de vacio,
es decir, la creacién y aniquilacién de un par virtual e*e~ , més otros diagramas que
describen la excitacién y el decaimiento de un electrén (o positrén) en los procesos de
absorcién y emisién de un fotén (Fig. 1).

Cuando desarrollamos la continuacién analitica ks — i(w — ie) el operador de polari-
zacion retardado IT7,, tiene singularidades asociadas a la absorcién debida a estos procesos:
la creacién de pares electrén-positrén y la excitacién de electrones y positrones a estados
cudnticos mds energéticos (dispersion).

2.2. Solucion a las ecuaciones de Mazwell linealizadas en SQED. Polos de la funcidn de
Green inversa del foton

Consideremos los ceros de la funcién de Green inversa del foton:

= Kk kiky 4
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FIGURA 1. Diagrama de la polarizacién usual del vacio (creacién y aniquilacién del par virtual
e~et. A temperatura y densidad finitas este diagrama describe un proceso fisico real. Diagrama
adicional en un medio (plasma electrén-positrén). Es debido a la excitacién y consecuente desex-
citacién de electrones y positrones.

donde

Q(E) = #°I, (2)

3 . @+aﬁ)@_gﬁfﬂ
I= — (2 + k)" / dz = A (3)
4

1272 W (ot Bt H)

es el limite de QFT en variables euclideanas; ak,k, es la condicién de calibracién y IT},,
tiene la estructura dada por Fradkin (7], tal que limr_q, 4o II}, = 0.

Para obtener las ecuaciones de dispersién y el espectro de los modos fisicos resolvemos
det D;J (a) = 0. Escogiendo para mas sencillez ky = k3 = 0 —dada la isotropia del espacio
de momentos 3-D—, queda

(¥ -Q-4)°
k2~(1—a)k§—(1—:—2)q ﬁ%nM —[(l—a)—%éc—)+k—;¥4]k1k4
= 0.
—[(ha)—%f?—%]m kz—(l—a)ki—(l—k—z)Q I3,
i
con Q = k?I
k3 — k31 + ok} - :‘EH:L; —[(1—01)-1 k;]k1k4
(¥ - @ - 4)° 31 =0.

—[(l—a)—I—-H

v ] kiky k2 — k2T + k] — 103,
1
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finalmente la ecuacién para los polos de la funcién de Green inversa del fotén es

det D71 (a) = a(k? — Q — A)*(R? + k2)” (1 <= r]{;) =, ()

El término (E2 + k2)? corresponde a dos modos no fisicos y su contribucién es cancelada
por el determinante de Faddeev-Popov [6].

De esta manera quedan dos ecuaciones de dispersién independientes para el fotén, que
son k? = A + k21, para los dos tipos de modos transversos y k2 = I3, + k21, para los
modos longitudinales.

Observemos que estas ecuaciones de dispersién son independientes de a, es decir, son
invariantes de norma.

En el limite T — 0, u — 0, IIj, — 0, y solo quedan los dos modos transversos.

En el caso de la electrodindmica cuantica estadistica, el operador de polarizacion, en
la aproximacién de un lazo (orden e?), tiene la forma

_ 3 ')‘,u E'Tppp ¥ m) 'Tu( e (5 + ko) + m)
(k) = g t Z / T o (5)

donde

Py

{pp, para p = 1,2,3;
ps+ip, para p=4.

Efectuando el calculo, obtenemos

e [ pldp k2 + k2 — 2m?
m, = —25 N
g A (B mee T B ©
donde
(Ez - 2pk + lc:f)2 + dkje? 1
= M=Ne+MNp § Mep=

(F2 + 2pk + k2)® + 4k2e2’ exp(e, F )8+ 1

(en correspondencia con Fradkin [7] y Vologodskiy [9]). Siguiendo el cdlculo anterior,
obtenemos por el mismo camino IIj,. De la Ec. (5) tenemos que

"2+p‘k+m —2p%2 —~ 2p3k
I k 3 p 4 P4 4 7
44( ) 3ﬁ Z./ (P +k2+m2] [p,,-2+m2] ()

e? = p2 dp k2 + k2 — 4¢2 ikae
I, = —— Dol S ) = AT
44 2 .[o = + 8pk Ina ok Inb| n, (8)
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donde
(R4 K" - 4ok + ikge,)? -
(Ez + !&:z)2 — 4(pk — ik,;ep)?.
De la Ref. [7] se sigue que
A= —"’4”211 10
= 2 v k 44 ( )
y usando la Ec. (6) resulta
—32 = p2 dp kz k4 — ki 4 4k2€2 + 4})2]-52 45
= — ; _ P 14 2 2
) y = P2 — Spk3 Ina + 2pk3 (k + k )1nb n.
(11)
Las expresiones completas de II,,, y 144 estin dadas por
. o 1] R
M, =0, +0%) (12)
donde
IT,;, = 300§’ (13)
¥y
1/2
i 2 pm e 2, ) (1)
Il = k°+k / dx , 14
‘ 122( i) am3 z(z + k2 + k2) 1

que corresponde a la expresién renormalizada del operador de polarizacién en el limite de
QFT en variables euclideanas.
Asi también

Oy =13, + IE, (15)
donde
E‘Z
h=-s ny. (16)

k2 + k3
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3. SOLUCIONES DE LAS ECUACIONES DE DISPERSION. MASA DEL FOTON Y DEL PLASMON

3.1. Soluciones limites de las ecuaciones de dispersion

Consideraremos las soluciones de las ecuaciones de dispersién para los dos modos trans-
versos y el modo longitudinal en_dos regiones limites en el eje de las frecuencias, parti-
cularmente importantes: w = 0, k # 0 y w # 0, kK — 0. El primero corresponde al limite
infrarrojo. El segundo, para temperaturas suficientemente altas, marca el comienzo de
la zona ultravioleta. El intervalo de frecuencias comprendido entre ambos limites, como
Vveremos, es una zona esencialmente absorbente, mientras que para frecuencias mayores
que el segundo limite determina el inicio de la zona de propagacién de los modos fisicos.

(1) Limite w =0, k # 0

Consideremos primero el caso de los modos transversos. La ecuacién de dispersién corres-
-
pondiente, en el limite w = 0, k — 0, toma la forma

k% — A(k) - I(k) = 0, (17)

donde
A(k) = —k%In —. (18)

El término en la expresién limite anterior fue obtenida por Fradkin [7].
La solucién de (17) es, evidentemente,

k? =0, (19)

es decir, campos estdticos y homogéneos que satisfacen la ecuacién de Laplace.

Por otra parte, estudiemos la solucién en un entorno del punto w = 0, k = 0, es decir,
para w # 0, pero muy pequefio y k # 0. Para ello desarrollemos A(w, k) en potencias
de w:

9
) -0
wu:(]

824 ;) oop2dp 2 1653 s 4
Wt _ T, o | TEt TR g T PR (4% + kY

82 + 4(—2pk + k%)  (-2pk + k?)?(8€2 + 4(2pk + k?))
(2pk + k2)2 (2pk + k2)4
8pk3(—2pk + k2)?2

-

5 (—2Pk+k2)2], (20)

pk3 " (2pk + K2)?
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entonces la ecuacién de dispersién queda, para k pequefio,

b 2
B(1+&mg)

1 824

W=

, (21)

8%A

como vemos de la Ec. (20), 3% es infinito, luego la solucién de la Ec. (21) es w = 0,

k2 # 0: la curva de dispersién es tangente al eje k£ (w = 0). Un andlisis del signo en la
Ec. (20) muestra que %2;’}‘ — —00, luego esto sugiere que la curva de dispersién se

extiende en la parte negativa de k?; los modos transversos son inestables en esta region.
Luego no son estables las soluciones correspondientes a campos magnéticos inhomogéneos
(pero si la de campos homogéneos (19), es decir, w = 0, k = 0).

En el caso del modo longitudinal, en el mismo limite, tenemos

2 ] (1+"*'2m2) (1"-—"—4 2)1/2
| k—e—E4/ dz : - =0, 22
44( ) 1272 4m? $(‘T+k2) ( )
como I13,(0,0) = —,\52 (donde Ap es el radio de Debye). Para k2 de orden e?, la solucién

de la Ec. (22) es justamente
B =-3z2 (23)

Buscamos la solucién ahora en un entorno del punto (0, —,\52), es decir, supongamos
w#0y k2 préximo a —/\52. Para ello desarrollemos IIj, en serie de potencias de w.
Resulta para k pequefio

2 2\ ;2
X —ezjmpzdp & (55"5)’“
I, (0,F) = — L PRGBS (24)
44( ) 7‘_2 A €p P2 813
M| _, (25)
ow |, _o
321_[24

—e? [ p? —16€2
4 = e/ pdpn[ “ + (—4€2 + k%) (2pk + £*)?
ow 0

72 € —4p2k? 4 k4

w=0
8e2 + 4(—2pk + k%)  (—2pk + k%)*(8€2 + 4(2pk + k?))

(2pk + k22 (2pk + k2)1
8pk(—2pk + k2)2

+ —1In (26)

1 (—2pk + k?)?
dpk  (2pk + k2)2
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Tenemos entonces que se puede escribir
;4(01’-5) = _AI_)z o E2Js (27)

donde

) E (28)

Recordando que

1=i/wdz(1+2”i)(:%§)l/2 (29)
4

la ecuacién de dispersiéon queda

—w2+EQ+A-2—E2J—E4I—lm w?=0 (30)
D 2 aw2 2
w=0
de donde
2 Ap? + E2(1 - J — K21 31)
o214 !
1+ % Bwi —0

1 -
que es cero porque ——44 — 00. Luego, en un entorno del punto (0, —,\D2) la curva
w=0

de dispersién del modo longitudinal es tangente al eje w = 0 (es facil ver que %"k— = 0.
(2) Limite w # 0, k — 0

Busquemos las soluciones de las ecuaciones de dispersién en este limite. Es importante
tener en cuenta la forma de A(w, k) y IIj, en este caso. Se tiene

k? 2
8
44 = —'kzwp‘l (32)
4

donde

wl=— n (33)
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Alw,0) = —wg; (34)

llamaremos a wj, por razones que veremos después, masa del plasmén.
A muy alta temperatura, T >> m, se tiene de la Ec. (33) que

e1?

2~
Wy = 9

(35)
Entonces la solucién de las ecuaciones de dispersién las buscaremos en un entorno del
punto (wg,O).

En primer lugar, consideramos el caso de los modos transversos. Se tiene, aproximada-
mente (para k pequeno)

W+ k% + w;‘; — (w* — 2%k =0, (36)
de donde resulta
w? ~ k2 + w;‘: (37)

como una recta en el plano w?, k2, que pasa por el punto (w?,0). La expresién (37)

corresponde a la ecuacién de dispersién de una particula masiva de masa m? = wg, que
llamamos plasmén.
Para el modo longitudinal queda la ecuacién

L TR
1 = I=0. (38)
De la Ec. (32), haciendo k4 = 1w,
w? —wl +w =0 (39)

en un entorno del punto (wg, 0), tenemos como solucién de la Ec. (39) que

w? ~ w;‘;. (40)

Luego, la curva de dispersién para este modo pasa también por el punto (ws, 0). Y es de
esperar que en una mejor aproximacién, tengamos una ecuacién de dispersién andloga
a (37), para el plasmén longitudinal. Podemos dibujar entonces la grifica de la Fig. 2.

3.2. Region absorbente y region transparente

La grifica de la Fig. 2 sugiere que en la regién w < wp no hay modos estables, pues las
ecuaciones de dispersién se satisfacen para valores imaginarios puros de la frecuencia o del
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Fi1GURA 2. Curvas de dispersién para los modos transversos y longltudma.les Loca.liza.c:én de los
polos en el propagador bosénico que estdn determinados por w? = k? + A(w k) y w? = k? +

":“" £ 52 113, (w, k), en el caso de masa electrénica nula [10]. Note que para w < 4-, ambas soluciones,
longltudmal y tranSVersa tienen vector de onda imaginario, y que en el hmlte de altas frecuencias
w # 0 ambos modos corresponden a cuasiparticulas masivas.

nimero de ondas. Un modo de propagacién se considera estable si la frecuencia aparece
de la forma w+1I', donde I es una cantidad pequena, y representa el reciproco del tiempo
de vida media del modo en cuestidn.

La absorcién del medio es esencialmente debida a mecanismos de dispersién para w? <
4m?. Si w? > 4m?, los procesos de creacién de pares electrén-positrén juegan un papel
importante.

Esto se hace comprensible si se consideran los mecanismos de absorcion en los dos casos
limites estudiados anteriormente: w =0y k #0,yw#0y k — 0. Para ello desarrollamos
los términos a y b de las férmulas para A y IIj, de la manera que sigue:

(€p—k — €p — )(epk+ep+w)e —k—€p+w)ep-r + 6 —w)
€ptk + € —w)’

)
)& (a1)
w)(€p-
w)(

€p—k — €p + W)

€ptk — €p + W)

(

(ep+

- (p+k + €p + w)(€p+k — €p — W)(€p—k + €p —
(€p—k + €p + w)(€p—k — €p — wW)(

En el primer caso (w = 0y k # 0), a y b sélo se anulan a causa de procesos de dispersién
estdtica:

€Eptk — €p = 0. (42)
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En el segundo caso, tomemos w # 0 y k pequefo. Entonces, los términos a y b se anulan
en los casos

€ptk — €p — w = 0, (43)
€tk +€p—w=0. (44)

El primer caso referido corresponde a un mecanismo tipico de dispersién de un electrén
0 positrén; el segundo, a la creacién de un par electrén-positrén. El segundo proceso
requiere, evidentemente, w > 2m. El proceso de creacién de un par en el medio a partir
de un fotén es posible ahora porque la ley de dispersién se aparta del cono de luz w = k.
Las singularidades ocurren en este caso en la integral con respecto a p, para los valores

4m?

k w
L N ...l
P 2+2 +k2—w2’

(45)
con p = |pl, k = [k|.
Debido a estas singularidades, la parte imaginaria de A o la parte imaginaria de I, y

B gy
4 (A =3 (HW - k—p—HM)) son [9]:

Para w? > k2 + 4m2,

202 F2 2 1. coshf(%+k)+coshpj
Iml'Iw=—e(w & +3m) 2k — =1In ﬁ(z ) s (46)
4k ¢} coshﬁ(%—n)+coshﬁu
s g’ “ W) 2 2
ImIIj, = = nde, [k - w —4ep+4epw]; (47)
-
para w < k,
e? (K2 — w? + 2m? 1 coshfB (% + k)4 coshfBu
ImIle= ( ) w——=In (2 ) (48)
drk o] coshﬁ(—%+n)+coshﬁ,u
e * 72 2 2
Im Il = —o— (/ ndep[—k* + w? + 42 + depw]
+.[ ndep[lzz st G 46§+46pw]) 4 (49)
€2
donde
R 4m?
61:—§+K, 62:§+n, R 1+E2Tw2- (50)
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Si k es fijo, sea 0 < wy < k < wy. Para w) > k, €1 < 0; sea entonces € = |€1]. Para
wy < k, €2 > € ; ademds,

_— _832 @ i [kz_ 2 _ 42— 4 ]_i mnde €pw (51)
=g | ndelk’ —w; —dg —dgup| — =
€] =

En el caso degenerado, donde €; < €3 < pu < 00, n ~ 1, obtenemos que

€
/ dep [kz —wh —4el - 4epw2] = klw; — $u3 — 4x%wy — 4Kws; (52)
€1

como K > % para wy < k, entonces

4
%wg +4Kk%wy + 4nw§ > §w§ + kwy + kag > klw,, (53)
de manera que
ImIlyy — < 0. (54)
Por otra parte
€2
/ nde, [k2 - wi - 453, + 46pw1] = kw; - %w? — 4r’wy + 4K, (55)

a
como K < % para w; > k, entonces
k2w + dkw} < %wf’ + 4xw, (56)
de modo que
ImH44|wl>k > 0. (57)

Ademds se cumple que

€2
f nde, [kz —wi - 46: + 4epw1] <

€1

€2
/ nde, [k2 -wl - 46?, - 4epwg] y (58)
€

1

|Im Mg, > [Im e, - (59)
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Respecto a la parte imaginaria de II,, en el caso degenerado (T = 0) obtenemos que

2 -,
Imnwiwpk = —;r—k(w2 —k*+2m?k <0, (60)
e’ 2 2
Iml'leka = —m(k —w*+2m*)w > 0. (61)
Ademds
k2 — 2
IFxImA=1Im (% [n,,,, S H“D ; (62)
entonces

Ly

‘ﬂ > 1. (63)

PW]_)k

Luego, concluimos que la regién menos absorbente estd limitada inferiormente por la
curva umbral de creaciéon de pares w 2_k2 = 4m?. Para temperaturas suficientemente altas
g > 4m?, y las curvas de dispersién estén situadas entonces en la zona “transparente”.

Hay que sefialar que lo considerado en las dos subsecciones precedentes fue examinado
por Tsytovich [8] en otro camino, incluyendo un efecto fisico adicional, es decir, él obtiene
el espectro para los modos transverso y longitudinal a alta temperatura en el caso de
absorcién debido a la produccién de pares en adicién a la absorcién debido a la radiacién
Cerenkov de particulas en un medio altamente denso.

3.3. Masa del fotén y masa del plasmon

En el vacio, la masa del fotén es nula w? = k2. Esta condicién es demandada por la
invariancia de norma del campo electromagnético. Si en la lagrangiana hubiese un término
de masa 2mzA2 la invariancia de norma seria destruida. Esto se puede ver también en
las ecuaciones de Maxwell en el vacio, que serian

(8%6u — 8,0,) Ay + miA, =0, (64)

y obviamente (51) no es invariante de norma bajo la transformacién A, + 9, A (escribir
un término de masa, equivale a fijar una norma).

Esto se evidencia también en la electrodindmica cudntica cuando se calculan los polos
de la funcién de Green inversa del fotén. La funcién de Green inversa del fotén dependiente
del pardmetro de norma es

ky
Dy(e) = (m = %T) (k* — A(K?,m?)) + ak,k., (65)
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donde, en la aproximacién de un lazo,

1/2
2 e o [T (1 + 2;:1) ( 4':2)
2 = . 66
Ak ') 1272 2k /4 dz z(z + k? + ie) (66)

m2
Si se calcula det D;;} (), resulta
ak?(k? - AP =0; (67)

el término ak? es cancelado por el determinante de Faddeev-Popov [6] (corresponde a
modos no fisicos). Finalmente queda la ecuacién

1/2

2 oo 1+ 2o’ 1- Am?

K+ ——kt [ do i - =0 (68)
1272 § z(z + k? + 1€) '

m2

de donde se obtiene la solucién de masa nula
k=0 (69}

para la ecuacién de dispersion del fotén. Es decir, la correccién a la masa del fotén por el
operador de polarizacién en el vacio no cambia el valor nulo de ésta.

En el medio a temperatura y densidad finitas resultan dos casos y dos limites diferentes.
Para el caso de los modos transversos, la ecuacién de dispersién en el limite w = 0, k—0
es, segin (19), k% = 0, la cual corresponde al caso del vacio, es decir, al fotén de masa
nula (como ya se mencioné en el parrafo anterior). Naturalmente, esta solucién ocurre
en una regién fuertemente absorbente, donde los modos son inestables, pero que tiene
plena validez desde el punto de vista fisico (es consistente con la existencia de campos
magnéticos estdticos y uniformes en el medio).

Para el caso del modo longitudinal (que no existe en el vacio) la solucién de masa nula
no existe, el modo es masivo, pues en el limite w = 0, k2 = —A[‘)? # 0. Esta solucién
pone en evidencia el apantallamiento del modo eléctrico longitudinal (asociado a ondas
coulombianas) por la accién de las cargas en el medio.

Ahora bien, en el limite de altas frecuencias w # 0, las ecuaciones de dispersién de ambos
modos corresponden a particulas (o mds bien, a cuasi-particulas) masivas, en consecuencia
con tres grados de libertad (dos transversos y uno longitudinal). Aunque la masa (definida
como lim;_, (k T)) es la misma para los tres modos, la ley de dispersién del modo
longitudinal dlﬁere de la de los modos transversos, en analogia con la propagacién de ondas
en un medio eldstico. No podemos llamarlas fotones, pues las ondas electromagnéticas en el
medio dan lugar a fenémenos de polarizacién en términos de particulas reales (no virtuales,
como en el vacio) y esta polarizacién depende de las caracteristicas termodindmicas del
medio (temperatura y densidad). A estas cuasi-particulas las llamamos plasmones como

ya hemos dicho, y su masa, como se ha visto, depende de la temperatura (para T' > m,

2. £3r2
es wp = &5—).
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3.4. Ecuaciones de dispersion ezactas (limite m =0)

Si se toma la masa del electrén como igual a cero (lo cual es razonable en el limite,
T > m), es posible obtener expresiones explicitas para A y IT3,.

El célculo realizado por Weldon [10] da, para el limite asintético 7> k, T > w,

e2T? w. |lw+k
I, = — e
o 3\ oTRl) (70)
e2T? [w? Wi\ w w+k
A=- 5 §+ 1——1_0.—2 Z_klnw-—k (71)
Estas expresiones tienen las propiedades
- 272 =

M50, k) = -2 T A0 =0, (72)

272
Al = =2 g : (73)

A partir de ellas es posible obtener soluciones aproximadas de las ecuaciones de dispersién
dentro de los mismos limites de la aproximacién (T >> k, w).

Por ejemplo, para w #0 y k pequeno es

2T2 2
A:—(eg +%), (74)

entonces la ecuacién de dispersién para los modos transversos es

e*T2 -
w? = et 8k2. (75)

Para el modo longitudinal se comprueba que

k-t e2T? 2k
TH«——T 1-== ] (76)
entonces la ecuacién de dispersién para el modo longitudinal queda
272
o -
wl = T+§k2. (77)

Estas soluciones son véilidas en un entorno del punto (wg, 0).
Para w = 0, resulta para los modos transversos

k2 — A(0,k) = 0, (78)
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es decir,
k% =0, (79)
y para el longitudinal

22
k2+e§ =0 (80)

en concordancia con nuestros resultados anteriores. En la Fig. 2 se ilustra el comporta-
miento de estos modos.

3.5. La polémica Kirzhnitz-Linde y Kislinger-Morley

En 1967 y 1968 respectivamente, fue propuesto por Weinberg y Salam, el modelo que
unificaba las interacciones electromagnéticas y débiles en una teoria comin, basada en
una invariancia de norma no abeliana del grupo SU(2) x U(1) y en la idea de ruptura
espontinea de simetria (tomada de modelos que describian la superconductividad), como
un mecanismo para darle masa a los bosones vectoriales Wj Y Z,, intermediarios en las
interacciones débiles.

En 1972, Kirzhnitz y Linde [1] argumentaron, continuando la analogia con la supercon-
ductividad, que a una temperatura suficientemente alta la simetria debia restablecerse;
es decir, seria posible que a temperaturas diferentes de cero, el pardmetro £ de ruptura
de simetria se comportara como

£2 = a? — aT?, (81)

donde €2 = a’? en T = 0, y a dependa de las constantes de acoplamiento. Existe entonces
una temperatura critica T, definida por

T =

2
a

tal que para T > T¢, se tiene £ = 0; es decir, la simetria se restablece.

Entonces la masa de los bosones Wj‘ y Z,, dadas por 95{ y @{ (g9 y ¢’ son las cons-
tantes de acoplamiento) se anularian a esa temperatura, pasando a ser las interacciones
débiles de largo alcance.

En 1976, Kislinger y Morley [2] argumentaron que debido al efecto plasménico (ente-
ramente similar al que hemos visto en la seccién anterior para QED), para los campos
Wf Y Zu, debe haber una masa plasménica que no se anula para T > T, sino que, por
el contrario, aumenta con T (m? ~ g?T?).

Kirzhnitz y Linde [3] y Linde [4] argumentaron que el andlisis de Kislinger y Morley no
tomaba en cuenta la estructura mucho mds complicada de la funcién de Green bosénica
a T # 0, comparada con el caso de T' = 0. En particular sefialaron que en el limite en el
cual se anularian las masas de los campos Wf y Z, seria el infrarrojo que corresponde al

ca,sow=0,l—c'—-vOynoalcasow;éO,l_c'—»O.
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Si hacemos la hipétesis razonable de que para T > T, la funcién de Green para los
campos vectoriales en una teoria de norma (con simetria rota para T < T.) debe tener
un comportamiento cualitativamente similar al de la funcién de Green en la QED (al
menos, en el caso abeliano), es de esperar que los modos transversos tengan una curva de
dispersién andloga a la Fig. 2, que corresponde a la ecuacién

—w? + k2 — A(w, k) = 0. (83)
Supongamos que A(w, k) es aproximadamente constante (es decir, a T fija, A(w, k) =

~M*(T) ~ —€?T?%/9 para w > w,) y que A(0,k) ~ —bk?, para k pequefio. Haciendo la
suma estadistica

\/ —Aw, k) M(T ™)  Ty/-A0k)
Zk2 Zk? (T) _ (T

+E2 - wk) +E24+ MXT) K2+ M2T) k2- A(0,k)

Si se efectia la suma del primer término, queda

M/E ™ | TV-AG, k)
eB/T —1 K24 M2 k2 - A0,F)

1
S = 4o (84)

donde E = EE + M2,
En el limite k¥ — 0, queda

TVb 1
Bind = wm e o 85
= A rT Y ()

es decir, lim;_ S diverge, en correspondencia con lo que ocurre en un gas de particulas
bosénicas sin masa, a diferencia del caso M # 0 en que lim;_, S = % + % Luego, la
masa del plasmén transverso no contribuye a S en el limite infrarrojo. Lo mismo ocurre
para el potencial termodinamico Q.

El comportamiento de S en la Ec. (72) es similar al de la distribucién de Planck usual
para el gas de fotones (sin incluir correcciones radiativas):

lim § = : = z (86)
£—0 eF—1 k

Esto sugiere que el nimero de fotones transversos estdticos (w = 0, kE— 0) puede ser
arbitrariamente grande y que puede ocurrir un condensado de estos fotones magnéticos.

Analizaremos esto con mds detalle. Como observamos de la Fig. 2, en la regién fc'f <0,
la curva de dispersion estd descrita por una funcién bivaluada. En particular, para k — 0,
tenemos los dos valores w =0y w = wp.
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Comparemos la curva de dispersién con la que corresponde a un gas de bosones relati-
vistas de masa M y potencial quimico u. Consideremos la suma estadistica

MT M 1 1 ]
+1]. 87
° %: (b — 2+ %2 + M2 2B [ E=a/T —1 " BT —1 (87)

Esta suma contiene las contribuciones de las dos ramas del espectro:

i(ep + p), para las particulas;
ky = (88)
—i(ep — p), para las antiparticulas.

Para p = M, se tiene condensacién de las antiparticulas, es decir, la poblacién del estado
basico crece arbitrariamente.

La curva de dispersién w — pt = £¢, en el plano w, V' k? tiene la forma indicada en la
Fig. 3. La rama superior corresponde a las particulas, de espectro

wt =€+ p. (89)
La rama inferior, a las antiparticulas

w = —(€p — ). (90)

Obsérvese que para las antiparticulas tomamos por conveniencia w < 0; sin embargo,
usualmente se toma como la energia de las antiparticulas el valor positivo; es decir, w™ =
+(ep — p)-

La expresion para la densidad de particulas mds antiparticulas se puede escribir, de la
Ec. (87), como

2ES 1 1
n=7r T gear o1 T o1 (91)

Cuando ¢ — M, la poblacién del estado basico de las antiparticulas crece indefinida-
mente, esto es, se produce condensacién de Bose-Einstein. Esto corresponde en la curva
de dispersion de las antiparticulas a la interseccién con el eje w = 0 para k — 0.

Volvamos ahora al caso del espectro de los modos transversos en SQED. Observamos
que en la regién k% < 0, la curva de dispersién se comporta de modo similar al caso que
acabamos de analizar.

La densidad de particulas se puede escribir, entonces, como la suma de las contribu-
ciones de dos ramas. La rama plasmonica cuya ley de dispersion en un entorno de w # 0
y k— 0esw? 6k2 & mp (mp = eT'/3), y la rama foténica cuya ley de dispersién para

k2 < 0 es la de una particula de masa cero (la ecuacién de dispersién aproximada para

Ees —wi4+k2—3m2 (9 — wr — w2
w<Kkes —w+ P(kﬁ S E

del paréntesis resulta k? ~ +iv/3mpw. Una mejor aproximacién se obtiene tomando los

- ) = (. Tomando el primer término dentro
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w w
U* w+
W=
pM
Pl r’
izl g 1%l il -5 &l
AY W
\‘._‘ "--M
-M \ \_
W
ot +
w
(a) / (b)
(w-p) (i 1) 2= M2
{
\\
ilx| = 1<l
s wi* n : €
cpzl x2+M2

(c)

F1Gura 3. Curva de dispersién de un gas de bosones relativistas de masa M y potencial quimico
i, en los casos: (a) 0 =0, (b) 0 < p < M, (¢) p = M. La rama superior en las graficas corresponde
a las particulas mientras que la inferior a las antiparticulas. Nétese que en el iltimo caso donde hay
condensacién de Bose-Einstein obtenemos una gréfica de comportamiento semejante al espectro
de los modos transversos para w > 0.

términos siguientes. En todo caso resulta que k—0siw—0, pero para valores complejos
de k.

Ahora bien, esta regién de k2 < 0 tiene realidad fisica: corresponde a modos inestables
excepto en el limite w = 0, k2 = 0. En este caso en un entorno de w = 0, k2 = 0 se tiene
la expresion (73) en la que el primer término corresponde a la rama fotdnica, y sugiere
que el nimero de fotones transversos “suaves” o estdticos puede existir en el plasma y ser
arbitrariamente grande, es decir, puede ocurrir un condensado de estos fotones magnéticos
(la existencia de este condensado es compatible con la aparicién de un campo magnético
poco intenso). La analogia no es completa, porque no existe estrictamente una transicién
de fase de segundo orden. Sin embargo, el plasma electrén-positrén conjuntamente con
el gas foténico (w # 0, k # 0) puede existir en equilibrio termodindmico en presencia
de campos magnéticos intensos (v. gr., en las estrellas, en particular en los pulsares) a
temperaturas arbitrariamente altas. El tratamiento exacto de tal problema requeriria, sin
embargo, introducir el campo magnético externo en II,, y en las ecuaciones de dispersién.

3.6. Limite infrarrojo, restablecimiento de simetria y condensacidon de Bose-FEinstein

Consideremos un campo vectorial masivo (con masa adquirida por el mecanismo de Higgs)
a alta temperatura y densidad caracterizada por un potencial quimico .
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La funcién de Green inversa debe tener una expresién de la forma

Dy} = (k"2 + M2)bu — K3k + T (k°, My, T) + aklk;, (92)

donde k* = (kg —ip, k) y I, (k*, M, T) contiene las correcciones radiativas. En la norma
de Feynman a = 1 se tiene

D} = (k*? + M2)6 + M (K*, M, T). (93)
En el limite infrarrojo, k4 = 0, F— 0, los polos de la funcién de Green resultan de
D) = (—p* + M2)6, + 1, (0, M,,, T) = 0; (94)
luego vemos que de aqui resulta la condicién de condensacién
ut = M2+ f(I1,,(0, M, T)) (95)

(si no se toman en cuenta las correcciones radiativas la condicién de condensacién es

p = M, y resulta de tomar el limite ky =0 y k—0enel propagador inverso D7} =

it 0 pv
(ks —ip)? + k% + M2)6,.).
En este limite, la masa de los bosones resulta de diagonalizar el tensor

M26,, +1,,(0,M,,,T) (96)

y excluir los modos superfluos (obsérvese que esto se hace en el limite infrarrojo). En
este limite M2 debe decrecer con la temperatura [4]. Vemos asi que la condicién de
condensacién debe plantearse en el limite infrarrojo ks = 0, k—0 (particularmente para
los modos transversos) y no en el de masa plasménica que corresponderia a II,, en el
limite kg4 # 0, k — 0. Luego existe una correspondencia estrecha entre las transiciones de
fase de restablecimiento de simetria y de condensacién de Bose-Einstein.

4. CONCLUSIONES

Hemos obtenido soluciones aproximadas de las ecuaciones de dispersién en los limites
=1 E—0 yw#0, k—0 para los modos transversos, y w = 0, k — —)\51; w # 0,
k — 0 para los modos longitudinales que concuerdan con los obtenidos por Weldon [10] en
el limite asintGtico de temperaturas muy altas y m = 0. Se concluye que los mecanismos
causantes de la absorcién de estos modos son procesos de dispersién para w? < 4m? y
procesos de dispersién y creacién de pares para w? > 4m?. La regiéon menos absorbente
estd limitada inferiormente por la curva umbral de creacién de pares w? — k2 = 4m?2. Para
temperaturas suficientemente altas wg > 4m?, y las curvas de dispersion estan situadas
entonces en la zona “transparente”.
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La curva de dispersién para los modos transversos en la regién inestable u “opaca”,
muestra dos ramas: la rama plasmdénica, correspondiente a particulas masivas, y la rama
foténica, correspondiente a particulas sin masa.

La funcién de distribucién plasménica difiere de la de Planck, es decir, corresponde al
caso de cuasi-particulas masivas. Por otra parte en la foténica se tiene un comportamiento
divergente para k — 0 como ocurre en un gas de particulas sin masa; es decir, el limite
infrarrojo es w = 0, k — 0 y en este, el mimero de cuasi-particulas transversas puede ser
arbitrariamente grande.

Se observa una compatibilidad de este iiltimo limite con la aparicién de un “conden-
sado transverso” y, con este hecho, la posibilidad de existencia del plasma en equilibrio
termodindmico en un campo magnético constante y uniforme.

En el limite infrarrojo (particularmente para la solucién de masa nula), se establece
una relacién estrecha entre las transiciones de fase de restablecimiento de simetria y de
condensacién de Bose-Einstein para campos vectoriales masivos en teorias con ruptura
espontdnea de simetria.
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