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RESUMEN. Se realiza una investigacién completa de algunos modelos de interaccion entre pobla-
ciones de linfocitos y de células cancerosas. Se describen las bifurcaciones que pueden sufrir estos
sistemas dindmicos. Se hacen recomendaciones para el tratamiento.

ABSTRACT. A complete investigation of some models of interaction between population of lim-
phocytes and cancer cells was carried out. Bifurcations of this dynamical systems are described.
Some recommendations are given for the medical treatment.

PACS: 87.10.+¢

1. INTRODUCCION

Partimos de un modelo bdsico sencillo, propuesto por Romanovsky y colaboradores [1]
para describir la interaccidon entre el sistema inmune y la formacién neoplésica:

i—f = ax — bzxy, (1.a)
-i%- =d(z - ex®)y - fy+ V. (1.b)

Aqui, x y y representan, respectivamente, las poblaciones de células cancerosas y lin-
focitos (killers). El término azx describe la reproduccién de células cancerosas, las cuales
son destruidas en su encuentro con los linfocitos (miembro —bzy). La reproduccién de
linfocitos se modela con el término d(z — ex?), donde se tiene en cuenta que inicialmente
la presencia de pequenas cantidades de células malignas estimula la proliferacién de lin-
focitos, mientras que grandes cantidades inhiben al sistema inmunolégico. Los términos
—fy y V corresponden, respectivamente, a la muerte natural de linfocitos y al flujo de los
mismos desde otras células.
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Primero haremos una investigacién general del sistema (1), mostrando todas las bi-
furcaciones que puede sufrir y los aspectos cualitativos del modelo. Posteriormente se
introducirdn nuevos términos en el modelo, los cuales describen acciones externas sobre
el tumor y la participacién de la inmunidad no especifica. Finalmente se analizard la
informacién que se puede obtener del modelo, las aplicaciones médicas del mismo, la
forma en que el modelo explica diferentes casos clinicos y se dardn recomendaciones para
tratamientos del cancer.

2. MODELO BASICO

El sistema dindmico (1) puede tener, en principio, hasta tres puntos criticos:
D)z =0,y =V/f;

II) z; = 1/2e + 1/ (1/4€? — h), y2 = a/b;

III) z3 = 1/2e — /(1/4€® — h), y3 = a/b;

donde h = (1/de)(f — Vb/a).
Por supuesto, para que los puntos II y III tengan sentido fisico, deben ser reales y estar
en el primer cuadrante. La condicién para esto se expresa por las desigualdades

(1/4€2 — ] > 0, (2.a)
h > 0. (2.b)

Esta iltima es necesaria para el punto III. Después de hacer la clasificacién de los
puntos criticos, estudiar su estabilidad y construir los retratos de fase globales, tenemos
las siguientes situaciones de interés:

A)si h <0 [af <V, el punto I es un nodo estable. En el cuadrante positivo aparece
ademds el punto II, que es una silla (véase Fig. 1).

B) Si h > 0y [1/4€* — h] > 0 los tres puntos criticos coexisten en el primer cuadrante.
El punto I pierde su estabilidad (se convierte en una silla), el II continta siendo silla
y a su izquierda se encuentra el punto III, que es estable (véase Fig. 2).

C) Si1/4e? — h <0 [Vb+ (ad/4e) < af], entonces existe solamente el punto (z =0,y =
V/f), que es inestable y todas las trayectorias tienden al infinito (z — oo).

Para que pueda realizarse un andlisis cuantitativo de la dindmica, damos las expresiones
para los valores propios de la matriz de Jacobi correspondientes a los puntos criticos:
Punto I: Ay = a — (Vb/f), A2 = —f.

Punto II: A} = 3[B+ /(B2 - 4C)], Ay = 3[B—+/(B? - 4C)], donde B = d(zy—exd) - f,

C = bd(1 — exy)zays.

Punto III: A\; = 3[B++/(B? — 4C)], A, = 3[B—+/(B? — 4C)), donde B = d(z3—ex?)-f,

C = bd(l — ex3)$3y3.
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FIGURA 1. Retrato de fase del sistema (1) cuando h < 0.

.

FIGURA 2. Retrato de fase del sistema (1) cuando h > 0, [1/4€% — h] > 0.

En una vecindad del punto II la separatriz que se sefiala en las Figs. 1 y 2 con trazo
grueso puede aproximarse por la recta

_ /\2 a+/\2

Cualquier punto correspondiente a las condiciones iniciales del problema que se en-
cuentre a la derecha de esta separatriz conduce a un prondstico fatal, mientras que si
las condiciones iniciales corresponden a un punto situado a la izquierda de la separatriz,
evolucionara hacia un estado estable.
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Usando la Ec. (3) podemos obtener aproximadamente el valor umbral o critico de células
cancerosas que en ausencia de linfocitos crecerd sin limites:

a+ Az
iy =2 ) ,\2) 2, (4)
2

Nétese que los diferentes estados cualitativos A, B y C descritos arriba dependen fuer-
temente de la competencia entre los pardmetros que describen las “potencialidades” del
sistema inmunolégico y los que describen la “fuerza” del tumor.

El caso A representa a un sistema inmunolégico competitivo que en principio es capaz
de reducir a cero cualquier formacién pequefa de células cancerosas. El caso B muestra
cierto equilibrio entre las fuerzas opositoras, lo que puede conducir a la formacién de
estructuras cancerosas estables que, aunque muy peligrosas, por ahora estdn controladas
por el organismo. Por iltimo, el caso C es el resultado de un sistema inmunolégico muy
deprimido, incapaz de sostener la lucha.

3. OTROS MODELOS

Vamos a considerar ahora un modelo donde se tiene en cuenta un término de muerte de

células cancerosas a velocidad constante que puede describir cierta accién externa sobre
el tumor:

% = ax — bzy — k,
dy (5)
= =d@ - ex®)y — fy +v.
Los puntos criticos en z estdn dados por los ceros del polinomio cibico
F(z)=2°- Lz + Nz - M, (6)

donde N = (af +dk — Vb)/ade, M = kf/ade y L = (ad + kde)/ade.

A medida que hacemos crecer a k, el grifico de F(x) va a ir variando como se muestra
en la Fig. 3.

Como se puede notar, los puntos I y III (partiendo del caso B en el que los tres puntos
coexisten) tienden a acercarse entre si, mientras que el punto II se aleja hacia la derecha
(considerando solamente la coordenada ).

Cuando se cumple la condicién

Mz.’E?n—szn—N-Tma (7)
donde z,, = (L/3)[1 - VA — 3N/L?], se produce la bifurcacién de unién (primero) y

desaparicién (después) de los puntos I y ITI. El movimiento de los puntos se puede observar
también en la Fig. 4.
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FIGURA 3. Gréfico de F(z) a medida que k crece.

Otro modelo que presenta interés es el que considera que la accién de la inmunidad no
especifica, la cual se introduce con el término —g/(z + ), el cual afecta la velocidad de

crecimiento del tumor [1]:

dx-'[a— }.’L‘—b
dt T+T = i

(8)

%% =d(z — ex®)y — fy+ V.

El punto I se mantiene en su posicién original (z; = 0,y; = V/f). Sin embargo, a medida
que crece g, el punto II se aleja hacia la derecha y desciende, mientras que el punto III

tiende a acercarse al 1.

Los valores propios de la matriz de Jacobi para el punto I son

g Vb

A =w = T e Ay =—f. (9)
T

f b
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FIGURA 4. Retrato de fase del sistema (5). Se indica con flechas el movimiento de los puntos I y
III a media que k crece.

Cuando (g/r) alcanza el valor [a — (Vb/f)], los puntos I y II se unen en la posicién
(zy = 0,y; = V/f). Si g continda creciendo [g/r > (a — bV/f)], el punto I se convierte en
estable (véanse Figs. 5y 6).

Otros estudios que pueden ser de ayuda para analizar la dindmica del sistema (1) son
los siguientes:

a) Las isoclinas del sistema pueden obtenerse de la expresién

dy _dx—ex®)y—fy+V _
dr ~ az — by B

m, (10)

donde m es la pendiente de las trayectorias de fase. La expresion explicita de las isoclinas
es

amz —V

= . 11
" d(r — em?) + bmz — f (1)
Veamos las isoclinas principales. Para m = oo, tenemos dos rectas:
=0, y =a/b, (12)
mientras que para m = 0,
v
(13)

y=f—d(x—e:c2)'

Es necesario diferenciar los casos: d > def y d < 4ef (véase Fig. 7).
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FIGURA 5. Retrato de fase del sistema (8). Se indica con flechas el movimiento de los puntos II y
ITI a medida que g crece.
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FIGURA 6. Retrato de fase del sistema (8) cuando g/r > [a — bV/f].

Un estudio profundo de la influencia de la disposicién de las separatrices en el compor-
tamiento de las trayectorias de fase nos permite concluir que la condicién

d> 4ef (14)

ofrece una seguridad adicional (en particular, nétese que la condicién (14), aunque no
es necesaria, es suficiente para no caer en la situacién C). Pero, ademds, la zona que se
encuentra a la izquierda de la separatriz del punto II es mucho m4s amplia. Sin embargo,
aun cuando se cumpla (14), la zona sombreada de la Fig. 7a puede ser extremadamente
peligrosa.
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FiGUura 7. Isoclinas principales. Caso a) d < 4ef. Caso b) d > d4ef, donde Z; =

(d — \/d? — 4def)/2de, T = (d — \/d® — 4def)/2de.

En muchos casos puede ser conveniente tener el sistema (1) expresado como una ecua-
cién tinica donde aparezca como variable solamente z, independientemente de y:

2
d—$+[f—d(x—ex2)d—x—l(f£—s:

2
75 T ) = (af — Vb)z — adz? + adez®. (15)

La Ec. (15) se puede escribir de la forma [2,3]

2z dz U (z)
e + Fyis (3:, E) = ar (16)

donde U(z) = (Vb — af)z? + (ad/3)z® — (ade/4)z* y

dr\ ade 1 fdz L
Fdls(l',a)—[f—d(l‘—'eﬂf)a—;(ﬁ) ‘
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wix)

a)

FIGURA 8. Gréficos del potencial U(z). Caso a) 9e(bV — af) + 2ad > 0, caso b) 9e(bV — af) +
2ad > 0.

La Ec. (16) se puede ver como una ecuacién de Newton para una particula que se mueve
en el potencial U(x) bajo la accién de las fuerzas disipativas no lineales Fy;s. El potencial
U(z) para la situacién B tiene la forma de la Fig. 8.

Es necesario notar que cuando se cumple la desigualdad

9e(Vb — af) + 2ad > 0, (17)

entonces la altura del méximo de la derecha es superior a la altura del maximo que se
encuentra en z = 0 (Fig. 8a). En el caso contrario, U(z) tiene la forma de la Fig. 8b.

El anélisis de la dindmica de la particula bajo la accién de la fuerza disipativa Fyg
es bastante complejo. Supongamos que la “velocidad” de la particula no es muy grande
en el momento inicial del movimiento. Entonces el caso de la Fig. 8b ofrece mayores
posibilidades para que la particula salte por encima del méximo de la derecha, lo que es
equivalente a un crecimiento ilimitado del nimero de células cancerosas.
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Una condicién suficiente para que se cumplan (17) y (14) es
2d > 9ef. (18)

Por lo tanto, (18) es una condicidn de alta seguridad. Por otra parte, para restringir el
crecimiento canceroso, es conveniente que los valores propios del punto III sean reales y
negativos, es decir, se comporte como un nodo y no como un foco. Esto limita la inercia
de movimiento de la “particula” en el minimo central del potencial U(z) y hace menos
probable los “saltos” por encima del mdximo de la derecha.

4. APLICACIONES Y CONCLUSIONES

Modelos del tipo (1), ajustados usando métodos inversos a partir de datos experimentales,
pueden ser usados en la solucién de varias tareas, tales como pronéstico, control del
tratamiento, investigacién de la etapa temprana, investigacién epidemiolégica, etc.

A manera de ejemplo, veamos el caso de potenciacién del sistema inmunolégico median-
te linfocinas: Se ha mostrado que existe sinergia entre interleukinas, por ejemplo, IL-2 con
IL-1, IL-2 con interferdn, etc. [8]. En estos casos, la efectividad de la combinacién presenta
un maximo para cierto valor de una de ellas, manteniendo constante la otra. Ademds, este
comportamiento se cumple para un intervalo alto de concentraciones de IL-2, incluyendo
valores bajos.

El efecto de las linfocinas puede ser tomado en cuenta en el valor del pardmetro b de (1):
si b < M, estamos en el caso C; si M < b < af/V, estamos en el caso B; y si b > af/V,
en el caso A (M =af/V — ad/4eV).

Por ser C el caso mds desfavorable, se ve que la accién de las linfocinas (y su sinergia), es
beneficiosa para el paciente. Un caso concreto se ejemplifica con los datos experimentales
en ratones [6]. En este experimento se utilizé ciclofosfamida conjuntamente con sobrena-
dante de cultivo de linfocitos estimulados (SCLE). De los varios grupos de ratones, en uno
se desarroll6 el tumor con violencia, en otro se encontraron depésitos de tumor, y en el de
estudio, se detectd la ausencia completa del mismo. Esto pudiera explicarse suponiendo
que el primer grupo mencionado era representado por el estado C, el segundo por el
B (se traté con sobrenadante de cultivo de linfocitos estimulados mitogénico (SCLN) y
ciclofosfamida). en donde existe el punto II1, estable, y el tercer grupo, por el A, en donde
existe la posibilidad de reducir completamente el tumor (punto I).

Utilizando el modelo (5) hemos visto que una accién externa que produzca una des-
truccion a velocidad constante de las células cancerosas puede conducir a situaciones muy
favorables. Sin embargo, en la practica, si no se logra una selectividad en la destruccién
de las células cancerosas pueden ser dafiados también tejidos vecinos y las propias células
del sistema inmunolégico pueden sufrir pérdidas.

Sien (5) el aumento de k conlleva a una reduccién de V, podemos caer en una situacién
muy peligrosa (recuérdese que V' juega un papel muy importante en las condiciones de
estabilidad del sistema). Basta observar que una drdstica reduccién de V' puede llevar al
sistema a la situacién C, que es la mds desfavorable para el paciente.
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Por otro lado, usando el modelo (6) probamos que se pueden obtener resultados favo-
rables similares al modelo anterior con una potenciacién de la inmunidad no especifica (si
es que ésta realmente juega un papel importante en oncologia). Nétese que potenciando
la inmunidad podemos llegar a una situacién semejante a la A del modelo (1), que es la
mds favorable. Es importante sefialar que la condicién (18) de alta seguridad implica una
reproduccién eficiente de linfocitos.

Todo este andlisis nos conduce a la conclusién de que, en muchos casos, es recomendable
el uso de tratamiento inmunoldgico, si no para sustituir los tratamientos méds comunes
(radio y quimioterapia), al menos para complementarlos. Entre los métodos conocidos para
potenciar el sistema inmune tenemos: Uso de virus no carcinogénicos, reforzamiento de
los linfocitos con determinados firmacos o sustancias activas, estimulacién de inmunidad
no especifica mediante vacunas contra la turberculosis, introduccién de glucosa desde
fuera [4,5]. Recientemente se han desarrollado nuevos métodos relacionados con el TNF
y las ya mencionadas interleukinas.

Los autores han estado investigando una nueva metodologia [7] para potenciar el sis-
tema inmunoldgico utilizando radiaciones electromagnéticas en general y ldser de baja
potencia en particular, la cual parece estar resultando extremadamente eficaz. Esto serd
tema de una préxima comunicacidn.
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