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RESUMEN. La evaluacién de la capacitancia de un condensador toroidal se lleva a cabo cons-
truyendo los campos de potencial y de fuerza asociados, y determinando a partir del iltimo las
distribuciones de carga y las cargas totales de los electrodos. El problema y su solucién son es-
pecialmente interesantes debido a la R-separabilidad de la ecuacién de Laplace en coordenadas
toroidales.

ABSTRACT. The evaluation of the capacitance of a toroidal condenser is carried out by constructing
the associated potential and force fields, and determining from the latter the charge distributions
and total charges on the electrodes. The problem and its solution are specially interesting due to
the R-separability of the Laplace equation in toroidal coordinates.

PACS: 41.10.Dq

1. INTRODUCCION

La evaluacién de la capacitancia de condensadores con electrodos paralelos, cilindricos
circulares y esféricos aparece desde los textos introductorios de electricidad [1,2]. La simpli-
cidad de tal evaluacién se extiende a condensadores cilindricos con otras secciones cénicas
y también a condensadores cuyos electrodos son conoides de revolucién alrededor de un
eje de simetria, debido a la separabilidad de la ecuacién de Laplace en las coordenadas
curvilineas ortogonales asociadas a cada geometria. Efectivamente, en todos estos casos el
potencial electrostdtico entre los electrodos se puede escribir como una funcién armoénica
de una sola variable, que es la coordenada que define las posiciones de los electrodos y de
las superficies equipotenciales entre los mismos; ademas la funcién arménica corresponde
a la armonicidad mds baja [3,4]. Conocido el potencial electrostitico es inmediata la
determinacién del campo de intensidad eléctrica, y de los valores de ésta en los electrodos
se determina a su vez la distribuciéon de carga y la carga total sobre los 1ltimos; entonces
la capacitancia del condensador, definida como la razén de la carga de un electrodo a la
diferencia de potencial entre los electrodos, queda también determinada.

La situacién fisica y geométrica del pdrrafo anterior se presenta también en el caso de
condensadores cuyos electrodos son toroides con un corazén anular comun. Sin embargo
la evaluacién del potencial electrostdtico y por ende de la capacitancia, difiere cualitativa
y cuantitativamente de los casos mencionados debido a que la ecuacién de Laplace es
solamente R-separable en coordenadas toroidales [4,5]. Este articulo estd orientado al
cdlculo de la capacitancia del condensador toroidal construyendo en la Sec. 2 el potencial
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electrostdtico entre los electrodos usando la técnica de la funcién de Green, y determinando
en la Sec. 3 el campo de intensidad eléctrica entre y sobre los electrodos. La Sec. 4 estd
dedicada a discutir las analogias y las diferencias de las expresiones para los campos
de potencial y de fuerza y para la capacidad en el caso toroidal con respecto a las otras
geometrias. En el Apéndice se bosqueja la construccién de la funcién de Green de Dirichlet
para fronteras toroidales.

2. POTENCIAL ELECTROSTATICO DE UN CONDENSADOR TOROIDAL

La funcién de potencial electrostitico de un condensador queda determinada por las
condiciones de que satisfaga la ecuacién de Laplace y tome valores constantes sobre las
posiciones de los electrodos [3]. En el caso de un condensador toroidal es conveniente usar
coordenadas toroidales [4,5], para las cuales y en la notacién de la Ref. [5] la ecuacién de
Laplace tiene la forma

(cosh§ —cosx)* [@ semh§ 9 9 semh§ 9
a?senh¢ O¢ coshé —cosxy 8¢  @x cosh& — cos x Ox

(cosh ¢ — cos x)?
a?senh? ¢

52
3(,02 } ¢(£Xa ‘P) =0, (1)

siendo a el radio del corazén, y (0 < £ < 00,0 < x < 21,0 < ¢ < 27) las coordenadas
toroidales, esféricas y azimutal, respectivamente. Las condiciones de frontera se toman
como

¢(E = ‘ED:X’ (P) = %i (23.)
¢(€ = &1, Xo (P) =0, (2b)

correspondientes al electrodo toroidal £ = &y al potencial V; y al electrodo toroidal £ =
Er > & a tierra.

Las funciones arménicas, soluciones de la Ec. (1), son solamente R-separables y tienen
la forma general [4,5]

d(€,x, ) = (cosh & — cos x)!/? Z E [AnmP:‘_%(cosh &)+ Ban’:’_%(cosh f)] X

n=0 m=0

[Cn cosnx + Dy, sen nx][Em cosmy + Fp,senme], (3)

que involucra funciones asociadas de Legendre en la coordenada toroidal y funciones
trigonométricas en las otras coordenadas. La presencia del factor binomial dependiente
de ambas coordenadas toroidal y esférica en la Ec. (3), no permite que se satisfagan de
manera simple y directa las condiciones de frontera de las Ecs. (2a,b), en contraste con
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la situacién ya descrita para otras geometrias en la Sec. 1, para las cuales la ecuacién de
Laplace es completamente separable.

Es claro que el problema definido por las Ecs. (1) y (2a,b) corresponde a un problema
de condiciones a la frontera de Dirichlet, cuya solucién se puede construir de manera
sistemdtica [6]. En efecto, la ecuacién de Poisson para un fuente puntual,

V2G(F, ') = —4mé(F — 7'), (4)
con la condicién de frontera de Dirichlet para la funcién de Green
Gp(7,7)|g =0, (5)

utilizadas como ecuaciones auxiliares, permiten construir la solucién de la Ec. (1) sujeta
a las condiciones de las Ecs. (2a,b) en la forma

o0 =3 § 20 g ©)

siendo n' el desplazamiento normal a la superficie de frontera S. En la presente situacion de
electrodos toroidales ese desplazamiento normal es el asociado a la coordenada toroidal £’

La funcién de Green de Dirichlet para la geometria del condensador toroidal y sus deri-
vadas normales se construyen en el Apéndice, Ecs. (A3-5). La aplicacién de la Ec. (6) para
las condiciones de frontera de las Ecs. (2a,b) involucra la integracién sobre el electrodo &
solamente, ya que la integral sobre el electrodo a tierra es nula:

Vo [T ,/2" ; 0GD(E, x5 €', X'y ')
v Wi = — hy d hor d 78.)
#&x:¢) 47"/0 e 0 v hg OE' =t :

Nétese la presencia de los factores de escala asociados al elemento de 4rea y a la operacién
de derivada normal, asi como la cancelacién del factor comiin h,: = h¢. El uso de la forma
explicita de hy y de la Ec. (A5) en la Ec. (7a) lleva a

7 T = (cosh & — cos x)1/2
8(6,x,9) = —Q—ZZU i T

P™ (cosh §T)Qnm_ (cosh§) — Q?_ 1 (cosh ET)P::}_ ! (cosh &)

1 1
2 2

Q@ (cosh &) P™  (cosh &) — P, (cosh €)@, (cosh £5)

2T 2w

asenh

x f dx’/ dy’ ﬁ%ﬁsnsm(cosh £o — cos x')/2
0 0

x cosn(x — x') cos m(p — ). (7b)
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La integracién sobre el dngulo azimutal es inmediata,

2x
Em ] dy' cosm(p — ¢') = 2wbmo, (7c)
0

y muestra que debido a la simetria axial sélo contribuyen los términos con m = 0. La
integracién sobre la coordenada esférica es también conocida [7]:

2 "
i cosn(x — x')
=2v2 h ) 7d
/o ax (cosh & — cos x')1/2 \/_Qn_é(COS £o) cos ny (7d)

La sustitucién de los valores de las integrales de la Ecs. (7c,d) en la Ec. (7b) conduce a
la forma final para el potencial electrostdtico

66.3.9) = L2037 ,Q, y (cosh ) cosh  — cos )/ cosx
n=0

(coshéx)P._ 1 (cosh £)
(coshé0)@,_1 (COSh ér)

B 1 (cosh ET)QH_%(cosh £) — Qn_% (1)
H

X

Qn_% (cosh &) P, _%(cosh ér) - P, _
Aqui cabe hacer notar que la Ec. (7e) es un desarrollo arménico del potencial del tipo de
la Ec. (3) con coeficientes que garantizan que se satisfacen las condiciones de frontera de
las Ecs. (2a,b). Efectivamente, la combinacién de las funciones de Legendre en la Ec. (7e)

asegura que el potencial del electrodo {r se anula, y que el otro electrodo estd al potencial
Vo, al tomar en cuenta el valor de la suma [7]

2 oo
% z EnQn_%(COSh &o) cos nx = (cosh &y — cos x)"m. (71)

n=0

La integral de la Ec. (7d) estd directamente conectada con los coeficientes de esta serie
de Fourier.

3. INTENSIDAD ELI:ICTRICA, CARGAS DE LOS ELECTRODOS Y CAPACITANCIA

El campo de intensidad eléctrica se obtiene como el negativo del gradiente del potencial
electrostdtico descrito por la Ec. (7e),

> EERE S N S
E(¢ x,p) = " +3 ha &€ x, )
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_ V2V, i": enQn_ 1(cosh &)
T Tma s Q,_ 1 (cosh &) P, _ 1 (cosh ET) ﬂ___ 1(cosh &p)@Q,,_1 1 (coshér)

dQ,_1

1
2

3 h

dP__, h
n__(cosh 6’]‘ __?__E(COS—E)J

d§

+ -;— senh &(cosh € — cos x)1/2 [Pn_% (cosh {T)Qn_% (cosh &)

- Qn_%(cosh ET)Pn_%(cosh §)] )
+ X [P -] (cosh {T)Qn_%(cosh £) - Qn_% (cosh {T)Pn_%(cosh {)]
X [—(cosh & — cos x)*?nsenny + 1(cosh & — cos x)*/? sen x cos nx| } (8a)

Es claro que la intensidad eléctrica en el electrodo a tierra est4 en la direccién £ perpen-
dicular al toroide { = £r puesto que sobre el mismo los dltimos renglones de la Ec. (8a)
se anulan obviamente. Usando ademds la forma explicita del Wronskiano de las funciones
de Legendre del renglén precedente se obtiene la expresién

V2 Vo (cosh & — cos x)*/?
masenh ér

(6 ETa X, ¥ )

sﬂQn_% (cosh 1) cosny
Z Q,_ 1 (cosh&)P, _ %(cosh ér) — Pn_%(cosh EO)QT,_% (coshéy)

(8b)

Por otra parte, no es tan trivialmente claro que la intensidad eléctrica en el otro electrodo
esta en la direccién f perpendicular al toroide { = &,. Sin embargo, tal es el caso como se
muestra a continuacién al reconocer que las componentes en la direccién ¥ de la Ec. (8a)
para §{ = {p se anulan en virtud de la Ec. (7f) y de su derivada con respecto a la coordenada
esférica,

-1/2 _ sen y
2(cosh &g — cos x)3/2

%(cosh &o — cos x)

- g ; ann_% (cosh &)(—nsenny). (8¢c)
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Entonces la forma resultante es

V2 Vo s o
— £ Z an"__%(cosh &o) cos nyx

n=0

E(€ =0, x,0) = —

X {(cosh £o — cos x)*/?

dQ,,_1(cosh {g) n__(cosh o)
P,_ (cosh &) —— Q,_ (cosh ) —"—L ——
% d€o d€o
Qn___(cosh o) n__(coshET) ﬂ_1(cosh &0)Q n__(cosh £r)
+ 1 senh & (cosh & — cos x)'/? } (8d)

Las densidades superficiales de carga sobre cada uno de los electrodos siguen de la
aplicacién de la Ley de Gauss y quedan expresadas, respectivamente, como

é'E.(E:ETaX’Qo)

0'(£ =& X, ‘P) = e (93.)
o€ = b0, o) = S S TN, (9b)

La integracién de estas densidades de carga sobre la superficie de cada electrodo conduce
a las cargas totales respectivas. Para el electrodo a tierra,

QE=¢r) = /f o(€ = €r X, P)hy dE hp dp
ann_% (cosh &)

B \/_Voa Z
N 472 . cosh &) n_%(cosh &r) — Pn_%(cosh {g)Qn_,%(cosh Ex)

y /2" dy cosny /‘z“d
o (coshér —cosx)1/? J, a
Vi o EnQn__(cosh £0)Q,,_ (cosh Ex)
. ; Qp— 1 (cosh §o) F,_y(coshér) — ﬂdl(COSh £0)Q,,_1(cosh ér)’

(10a)
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donde la integracién sobre la coordenada esférica se basa en la Ec. (7d). Para el otro
electrodo,

QU = &) = / f o€ = b, %, Wy b dp

oo 2r
_ V2V EgnQn_%(cosh &) fo dy

472
n=0
dQ,,_1(cosh &) dP, _1(coshy)
P, _1(coshér) 2 Qn_l (cosh &p) —L——
2 déo d€o

x < senh &g Qn_3(coshéo) P, _1(coshér) — P,_;(cosh &)Q,,_1(cosh &)

g - dx cosny
o (cosh& — cos x)1/2

27
dx cosh x
1 senh? . 10b
+ 3sen Eu] Tt — G (10b)

Aqui se repite el uso de la Ec. (7d) para la primera integral sobre la coordenada esférica
y también para la segunda derivando la Ec. (7d) con respecto a la variable toroidal,
obteniéndose

iyt comnly — X) 42 dQn_%(coshég) s o

/0. (cosh€& —cosx')3/2 ~  senh&p déo X

Entonces,
_Voa
QE =6&) = ensenh §o@Q,_1(cosh £o)
n=0
dQn_%(cosh Eg) dPn_% (cosh &)
) Pn_%(cosh £r) T n__(cosh ér) T

Q3 (cosh &)P, _ (coshér) — P,_1 (cosh £0)Q,,_3 (cosh&x)

dQn_% (cosh &)
d&o

Q.. 1 1(cosh &) —
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ann_% (cosh fg)Qu_% (coshér)
%(cosh &)P, _%(cosh £x)— P _%(cosh fo)Q"_%(cosh £r)

,(10d)

® L,
Al pasar de la peniiltima forma a la dltima en la Ec. (10d) se reducen los términos dentro
de los corchetes y se usa la expresién para el Wronskiano de las funciones de Legendre.
La comparacién de las Ecs. (10a) y (10d) muestra la igualdad en la magnitud y los
signos opuestos de las cargas en los electrodos del condensador toroidal. De cualquiera de
esas ecuaciones se obtiene la expresién para la capacitancia del condensador:

_QE=¢) _ 2 €n
k' Vo N ™ E Pﬂ_%(COShET) P, _%(cosh Eo) ’ (11)

Q-

(coshér) ~ Q,_y(cosh&o)

1
2

4. DISCUSION

En las Secs. 2 y 3 se construyeron las funciones de potencial electrostdtico [Ec. (7e)] y
de intensidad de campo eléctrico [Ec. (8a)] para el condensador toroidal como desarrollos
en serie de funciones armdnicas toroidales. Esto permite exhibir que el potencial elec-
trostdtico satisface las condiciones de frontera en los electrodos, Ecs. (2a,b), y también
determinar las distribuciones de carga Ecs. (8) y (9) y las cargas totales, Ecs. (10), sobre
los electrodos. La informacién anterior permitié obtener la Ec. (11) para la capacitancia
del condensador toroidal. Aqui cabe destacar que la R-separabilidad de la ecuacién de
Laplace es la responsable de la necesidad de expresar cada una de las cantidades fisicas
relevantes como series de funciones arménicas toroidales.

La situacién descrita en el parrafo anterior se puede contrastar con las situaciones bien
conocidas de los condensadores con electrodos paralelos, cilindricos circulares y esféricos

1. i

o) = 2=, o=V I =V i (a2
@ =g Blewn =t snoe = (9
i memar  Rp M
= T CTTE ™

En estos casos la separabilidad completa de la ecuacién de Laplace permite que los po-
tenciales se expresen en términos de las funciones arménicas de una sola variable y de
la armonicidad mds baja asegurandose que se satisfacen las condiciones de frontera de
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/ ¥z
Y, X=Tr/4

Fi1GUurA 1. Distribuciones arménicas de carga en condensador toroidal para componentes de ar-
monicidades n = 0,1, 2, 3.

manera inmediatamente obvia. Consecuentemente, es natural que las lineas de campo
eléctrico siguen la direccién de los vectores perpendiculares a los electrodos. Los cdlculos
de las distribuciones de carga, cargas totales y capacitancias son correspondientemente
directos.

En el caso del condensador toroidal aunque cada cantidad fisica es una superposicién
de un numero infinito de componentes armoénicos, el andlisis de las Secs. 2 y 3 muestra
que hay una correspondencia univoca entre los componentes de una armonicidad definida
para los campos de potencial y de fuerza y las fuentes. La Fig. 1 ilustra las distribuciones
de carga en los electrodos para los términos de armonicidades mds bajas. También es
diddctico hacer notar la estructura comin de cada uno de los términos en el desarrollo
armonico de la capacitancia de la Ec. (11) y las capacitancias de la Ec. (15), radicando
sus diferencias en las funciones arménicas respectivas. La suma de la Ec. (11) corresponde
a la combinacién en paralelo de todas las contribuciones arménicas a la capacitancia.
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También es apropiado sefialar que de las Ecs. (7e) y (8a) no es inmediatamente trivial
apreciar que los toroides entre los electrodos, & < € = & < &, son superficies equipoten-
ciales y que el campo de intensidad eléctrica sélo tiene componentes en la direccién de .
Desde luego, ambas afirmaciones tienen una base fisica y geométrica sélida. La justificacién
matemética sigue del teorema de la unicidad [6] y de los mismos lineamientos ya utilizados
en el toroide equipotencial £ = £, siendo directamente adaptables con la sustitucién del
subindice 0 por el subindice i. En particular, es posible identificar el potencial V; a que
se encuentra el toroide &; a través de la relacién resultante de tal adaptacion:

VienQp_1(cosh §i)Q, 1 (cosh ér)
Qn_1(cosh&)P, 4 (coshér) — P,_1(cosh §i)Q,_1 (cosh &r)

Vgann_% (cosh £O)Qn_% (coshér)

- Qn_%(cosh §0)Pn_% (cosh&r) — P, _%(cosh §O)Qn_%(cosh £r)’

(16)

vélida para cada componente armoénica.

La comparacién con las Ecs. (10a,d) permite ver que el valor de las expresiones en la
Ec. (16) es proporcional a la contribucién arménica respectiva a la carga de los electrodos
y, por lo tanto, al flujo eléctrico a través de cada toroide equipotencial. Correspondiente-
mente, el factor que multiplica a Vj en la Ec. (16) se reconoce que es proporcional a la
contribucién arménica a la capacitancia [Ec. (11)].

APENDICE

La ecuacién de Poisson para la funcién de Green [Ec. (4)] en coordenadas toroidales toma
la forma explicita

{(cosh§ —cosx)’ [@  senh§ 9 N 9 senh{ 9
a?senh{ ¢ cosh€é —cos x €  Ox cosh§ — cos x ax

(cosh € — cos x)? 82
a’senh?¢é  9p?

}G(é, e € x, ¢

- 3
L ﬂ_(cosE cos x)

_ LS cosnty - y) S I _y
a®senh £ 6(¢ £)ZOQWC°S"(X X)Z_%zﬂcosm(tp ¢), (A1)

dondegg=1ye;=2parai=1,23...
La funcién de Green para condiciones de Dirichlet en la geometria toroidal debe satis-
facer las condiciones de frontera

Gp(€ = 0, . 0;€, X', ¢') =0, (A2a)

Gp(€ =&r.x, 06, x,¢) =0. (A2b)
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Se proponen los desarrollos de la funcién de Green en términos de funciones arménicas
[Ec. (3)]:

Go(&x, v €, X, ¢")

oo oo
= (cosh &’ — cos x')/2(cosh & — cos y)!/2 Z Z Anmcosn(x — x') cosm(p — ¢)

n=0 m=0

% [Qn’"_% (cosh )P 1 (coshéc) — B ! (cosh &)@ 1 (cosh ¢ )]
% [P 1 (cosh §r)Qn_ 1 (cosh &) ~ Qn_ 1 (cosh §o) Py ) (cosh & )], (A3)

donde £« y &> son el menor y el mayor de los valores de £y €. Los coeficientes de
las funciones de las diversas variables estin escogidos para asegurar la simetria de la
funcién de Green bajo el intercambio de los puntos fuente Yy campo, y para satisfacer
las condiciones de frontera de las Ecs. (2a,b). Los coeficientes A, comunes para ambas
situaciones £ < &' y € > ¢ aseguran la continuidad de la funcién de Green cuando el
punto campo pasa por el punto fuente, £ = £’. La determinacién de esos coeficientes se
logra sustituyendo los desarrollos de la Ec. (A3) en la Ec. (1), usando la independencia
lineal de las bases de Fourier en las coordenadas esféricas y azimutales e integrando la
ecuacion resultante en la coordenada toroidal alrededor del punto fuente. Los detalles de
la evaluacién son similares a los de la Ref. [5] y conducen a la relacién

Apmsenh ¢’ [Qf_% (cosh §0)P:l_% (coshér) — P ! (cosh &g )Qn’"_% (cosh )]

dQy_y (cosh ') dP?  (coshg)] .
X P:f_%(coshf)—%?——Q:‘_%(coshg')_zg— =— :ram' (A4)

Nétese que excepto por el primer factor en corchetes, el cual se debe a las condiciones de
frontera de Dirichlet, la Ec. (A4) tiene su contraparte en la Ec. (15) de la Ref. [5] para la
funcién de Green vélida para todo el espacio.

La Ec. (7a) para el potencial electrostatico del condensador toroidal requiere la derivada
de la funcién de Green, Ec. (A3), con respecto a la coordenada toroidal £ < ¢ en el
electrodo &' = &:

BGD(& X P5 5' = 601 Xlr (P’)

o¢!
= (cosh & — cos X')"/*(cosh € — c0sX)"/> ) Y~ Anm cosn(x = x') cosm(y — ¢)
n=0m=0
dpP :_.L(COSh &o) dQ:‘_ 1 (cosh &)
2 3

x QM 1 (cosh &) — P™ (cosh &)

déo déo
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% [P:‘_ (cosh&r)QT 1 (cosh&) — Q™ ,(cosh §T)P:'_% (cosh ¢ )]

1 1
2 2

= (cosh & — cos x')/?(cosh £ — cos x)'/?

oo [ =]
1 ! /
X — E E enemcosn(y — x')cosm(p — ¢')
!
masenh § g i

Py (cosh &)@ 4 (cosh§) — Q7 4 (cosh &r) P 4 (cosh )
8 Qr ! (cosh §o)P™ 5 (cosh§r) — P™ : (cosh &)Q™ ! (coshér)’

(A5)

Al pasar de la primera forma de la Ec. (A5) a la segunda se hace uso de la Ec. (A4) para

¢ = .
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