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RESU~IE:-:. En este artÍCulo presentamos una teoría rigurosa de la difracción de un haz electro-
magnético gaussiano que incide normalmcntc sobre dos rendija.s iguales en una pantalla metálica
infinitamente conductora e infinitamente delgada (espesor cero). En un artículo previo de esta
serie (II), se considere) que el campo eléctrico de la onda incidente era paralelo a las rendijas
(polarización T.E.). En este artículo trataremos con el otro caso de polarizaci611 independiente;
supondremos ahora que el campo magnético es paralelo a las rendijas (polarizaci6n T.~1.). Se
muestra que el método clásico para determinar la posición de los máximos y de los mínimos en el
patrón de difracción, mediante la diferencia de caminos ópticos, tiene ciertas restricciones cuando
la longitud de onda es del orden del ancho de las rendijas (región vectorial).

ABSTRACT. In this paper we have studied the diffractioll of electromagnetic Gaussia.ll beams by
two slits in a perfcctly conducting scrceTl. \Vc llave considered tIJe T.~l. poiarization, i.e., the
magnetic fichl is parallel to the slits. A rigorolls diffractioll tiJeory is prcscntcd h,l.,,('d in 1.1axwell's
cqllations. \Ve disclIss the coupling hctweclJ slits.

rAes: 42.2.5.F

l. I:"TRODUCCIÓ'"

Como mencionamos en el segundo artículo de esta serie [1]' que llamaremos de aquí en
adelante 11, en los ültimos ailOs ha hahido 11tlinterés creeiPllte el! el estudio de la difracción
de haces de ancho finito [2,3]. En particular, este interés se ha centrado el! la difracción
de haces de tipo gallssiano, debido principalmente a que éste es el modo fundamental de
emisión de un 1;íS(,L El lector inten's,Hlo encontrará en la Hef. [4]' Bümero I d(' esta serie,
\lna extensa bihliografía acerca. de la difracci6n de ha('('s de ancho finito por diferentes
ol)stáculos.

EH II, presentamos IIna Hueva teoría rigurosa de la difracci6n de un haz e1ectromaguético
gallssiano por dos rendijas iguales l'lI una pantalla IIlctrilic(t <le cOllductivida<l infinita e
infinitamente delgada. (espesor BlIlo). En esta teoría se resuelven sin aproximacionrs las
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eeuaciones de I-.Iaxwell (vía la ecuaClOn de Helmholtz) con las cor.diciones de frontera
adecuadas, dando lugar a que la teoría pueda ser aplicable en la región vectorial (defi-
nida en la ReL [4]) dada por la condición 0.2 < ).,/1, donde)., es la longitud de onda
en el vacío y I es el ancho de las rendijas; se mostró que los efectos de polarización
son importantes y que una teoría escalar, como por ejemplo la de Kirchhoff o la de
Rayleigh-Sommerfeld, no puede ser aplicable en esta región vectorial si se desean resul-
tados precisos. En 11, se supuso que el campo eléctrico de la onda incidente era paralelo
a las rendijas, es decir, se consideró la polarización T.E. En partícular se obtuvieron dos
resultados muy interesantes. Se mostró que el método clásico (basado en la diferencia de
caminos ópticos) para determinar la posición de los máximos y mínimos en un patrón de
difracción no puede en general aplciarse en la región vectorial. Este resultado nos muestra
claramente que no es siempre correcto extrapolar conclusiones de la región escalar (4]
()"/l < 0.2) a la región vectorial. En segundo lugar, se analizó la manera en que el
coeficiente de transmisión dppcllde de la separación entre rendijas, ('5 dccir. se estudió
el acoplamiento entre rendijas. Se mostró que el acoplamiento da lugar a una función
oscilante de período ,\ y de amplitud decreciente conforme se incrementa la separación
entre las dos rendijas.

En este artículo consideraremos que la onda incidcnte tiene polarización T.~I.,es decir.
supondremos que el campo magnético de la onda incidente es paralelo a la~,rendijas. Es
importante mencionar <¡ne la teoría de 11 (caso T.E.), es totalmente ind"l)endiente de
la presentada aquí para el caso T .1\1., no siendo posihle expresar UIla en términos de la
otra. Con la teoría de 11y con la de este artícnlo, dispondremos finalmente de la solnción
completa para una onda de polarización arbitraria que incide normalmente sobre dos
rendijas; esta solución completa l'S combinación lineal de los dos casos de polarización T.E.
y T.~I.Al igual quc en 11, fijarclllos nucstra ateneión en la región vectorial .Yanalizarcmos
el método clásico ele dift'rcncias de caminos ópticos, así como la influencia de cicrtos
parámct ros optogeomét.riros.

2. FOI\~IULACIÓ:" DE LA TEOItÍA

2.1. La base de FOlt7'ie7'

Nuestra configuración ('onsta de una pantalla plana, infinitamente conductora e infinita-
mente delgada (espesor nulo), localizada en el vado. En la pantalla se hallan dos rendijas,
infinitamente largas, de ancho 1 y separadas ulla distancia d. 0:uestro sistcma de coor-
denadas Oxyz está colon"lo de tal manera, que las rendijas son paralelas al <'je Oz y
la pantalla se localiza en el plano O.!::. Las rcndija8 son iluminadas perpclldicularmente
(incidencia normal) por IIn haz gaussiano de longitud de onda)., = 2"1 ko. el cual es
independiente de la varialhc.:, es decir, las relldijas son iluminadas por lIlla onda cilíndrica
mOllocrom;itica de tipo gaussiano. La intellsidad del haz gaussiano 50bn' la pantalla ticnc
ancho L y su posición con respecto al ejl' Oy l'stá dada por el paránll'1 ro b, como se
ilustra ('n la Fig. 1. En lo qUl' sigue admitiremos la depl'ndencia en l'1 tit'mpo dl' la forma
exp( -;",1).

En el caso T.i\l. la cOllllHHlcnte del campo magnético sobre el rjc O:, <¡lit' dCIlotan1lllos
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FIGURA 1. Nuestro sistema. Las rendijas de ancho 1 son paralelas al eje Oz, es decir, son perpen-
diculares al plano de la figura. El ángulo 8 es usado para describir los patrones de difracción.

por H, verifica a la ecuación de Helmholtz [S):

(1 )

Así, el problema a tratar vectorialmente, se reduce a un problema escalar.
Al igual que en 11, la solución arriba de la pantalla (en el vacío), que denotaremos por

H¡(x, y), puede expresarse mediante un desarrollo de ondas planas [S):

[1to [1roo
H1(x,y) = V;¡; Lko A(a)exp[i(ax-¡Jy)] da+v;¡; Loo B(a)exp[i(ax+¡Jy)] da, (2)

en donde hemos definido ¡J2= k3 - a2, con ¡J ~ O o ¡Jli ~ O. Identificaremos al primer
término de esta última ecuación con el campo magnético incidente ¡¡i(x, y), y al segundo
término con el campo difractado hacia arriba de la pantalla. El campo magnético difrac-
tado abajo de la pantalla tiene el siguiente desarrollo en ondas planas [S):

112(x, y) = ¡¡;1:C(a) exp [i(ax - ¡Jy)] da. (3)

Analicemos ahora la solución de la ecuación de Helmholtz en la pantalla y ell las dos
rendijas (y = O,-00 < x < 00),y denotemos por H3(X, O) este campo magnético. Debido a
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que estamos tratando con una pantalla de conductividad infinita y con una onda incidente
con polarización T.1\1., las condiciones matemáticas que debemos imponer a las soluciones
de la ecuación de Helmholtz son la anulación del campo magnético en el interior de la
pantalla y de su derivada normal en la superficie de la misma. Por lo tanto, podremos
expresar a Il3(x, O) mediante el siguiente desarrollo modal:

00 00

H3(X, O) = ¿:>~</>~(x) + ¿:>~</>~(x),
0=0 n=O

donde la base </>~(x) está dada por

(4)

. {cos [(:r - (i -I)(d + E))n
E

,,],
</>~(x) =

O

(i - 1)(d + E) ::; x ::; E + (i - 1)(d + E),

en cualquier otro x.
(5)

Notamos que en este caso de polarización T.l\l., la base se expresa en terminas de la
función coseno, mientras que en el caso T.E., es en términos de la función seno. Existe
entre las </>~(x) las siguientes relaciones de ortogonalidad:

(6)

donde el asterisco denota el complejo conjugado.
Se acostumbra decir que las soluciones Hj(x,y), para j = 1,2,3, están expresadas en

la base de Fourier.

2.2. Una propiedad del campo magnético

Podría pensarse que para obtener la solución de nuestro problema, que es la determinaeión
del campo magnético en todo el espacio, es suficiente aplicar un método similar al utilizado
en 11, pero como veremos, esto no es así. De las Ecs. (2) y (3), Y de la continuidad de la
derivada normal eH !I = O, con -00 < :r:< 00, se tiene

-A(o) + B(o) = -C(o). (i)

Por otro lado, la continuidad' del campo magnético en las dos rendijas y el hecho de que
las funciones </>;.(x) se anulen fuera de estas dos rendijas [El'. (5)1, nos conducen a

(H¡(x,O) - H3(X,0),<p;,,(:r.)) = O,

(lI2(x, O) - H3(X, O), <P;" (1:)) = O.

(8)

(9)
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De estas tres últimas ecuaciones y de las Ecs. (2)-(4), se tiene que es posible expresar a
los coeficientes modales a~ que intervienen en la Ec. (4) en términos del campo magnético
incidente H'(x, O):

(A(o),d?,..(o))

(d?,..(o).d?,..(o))
(l/i(X, O), <M,(x))
(/2(1 + 6"0)

(10)

Para obtener este resultado se utilizó el teorema de Parseval-Plancherel (f(.r),g(x)) =
(j(0),9(0)), donde ¡(o) es la transformada de Fourier de ¡(x). Si reemplazamos este
resultado en la Ec. (4), se obtendrá sin dificultad

(con x en las rendijas); (11 )

luego, la utilización del método cIllpleado en 11 nos conduce a la Sigllicllt<> propiedad: (lB

polarización T.:'.l., el campo magnético total en las abertnras es igual al campo magnético
incidente.

Para completarl mCllcionan'lIlOS qnc es posible dentro de la teoría de JI obteller Ull

resultado similar a la Ec. (11):

DEI DE;
,,(J., O) = ,,(x. O)
uY uil

(con x en las rendijas). ( 12)

Esta propiedad del campo eléctrico puede expresar,e así: en polarización T.E., la derivada
normal del campo eléctrico total en las aberturas ('s igual a la derivada normal del campo
eléctrico incidente. La propi,'dad dada por la Ec. (12) fue lltilizada por Otsuki [61 eu
1990 en la difracción por múltiples rendijas en una pantalla de espesor cero. Aunque sus
resultados numéricos concuerdan bien COIl el exp.crimcllt.o y eDIl la teoría rigurosa de 11
(para el caso de una onda plana incidente), Otsuki no fue capaz de probar qll(' su método
es riguroso1 como él mismo mellciona en 511artículo.

Antes de dejar esta sección, dehemos mencionar que las dos propiedad"s IEcs. (11) Y
(12)] fueron obtenidas por Fack [7) ntilizando un método totalmente diferente (hasado
en las funciones de Green) para el caso de nna rendija y para lma onda incidente plana.
Con nuestra demostraciün hemos extendido S1I conclusiün a dos rendijas y, por lo tanto,
suponemos que estas propiedades seráll validas también para el caso de f\' rt)wlija .."I.

2.3. La ...•olución

Como hemos visto, si se lleva a cabo \lB pro('e<!imiclIto similar al fPalizaeio para pi caso
T.E., no es posible obtcner la solución a Iluestro problema, que ('S la deh)rmillacic>n del
campo lIlagll('~ti('o en lodo el espado. Para o1>tel1er la soludc'))) debemos haccr uu camhio
sutil C importallte Cl! la eiclllostrm:ic'llI.

Por HtI 1ll0llH~nto cOllsiderelllos qllC' la pantalla ticne espesor h. Estalldo el cje OL eH la
partc 1Ilt'<!iade la pantalla, es de<'ir, la parte supcrior de la pantalla ticlle la coordenada
y = "/2 Y la parte inferior la coord('llada !/ = -/,/2. La sol "ció" ll;¡(:r.!/) "n la franja



ESTUDIO TEÓRICO Y NU~IÉRICO DE LA DIFRACCIÓN EN ÓPTICA... 851

determinada por la pantalla y las dos rendijas ya no estará dada por la Ec. (4), sino por
la siguiente:

2 00

HJ(x, y) =¿2]a~cos(JlnY) + b~ sen(¡'nY) ] 4>~(x) (-h/2 < Y < h/2, -00 < x < 00),
1::;:1n=O

( 13)
donde ¡,~ = kJ - (n2rr2/{2, con ¡in 2: O O ¡in/i 2: O. Mientras que la Ec. (2) sigue siendo
válida para y > h/2, y la Ec. (3) para y < -h/2.
Con este cambio en el espesor de la pantalla estamos ahora en condiciones de aplicar

con éxito un método parecido al utilizado en 11. La continuidad de la derivada normal del
campo magnético en y = :f:h/2, estando x en el intervalo -00 < x < 00, y la continuidad
del campo magnético en las dos rendijas para y = :f:h/2, nos conducen al siguiente sistema
matricial si hacemos tender h a cero (espesor nulo):

(14 )

con i = 1,2 Y m = O,1,2,3, ... ,oo. Representemos a este sistema en forma matricial. Si
bl Y b2 son matrices columna, formadas respectivamente con los coeficientes modales b~
y b~, se tiene

Mllbl + MI2b2 = SI,

M2! bl + Mnb¡ = S2,

(15 )

( 16)

donde IVlik (i, k = 1,2) son matrices cuadradas que dependen de los parámetros op-
togeométricos y Si (i = 1,2) son matrices columnas, en las cuales sus elementos son
funciones lineales de ..1(0).
Notamos que esta ecuación matricial está dada en términos de los coeficientes modales

b~ y no en función de los coeficientes o~ que inten'ienen en la Ec. (4). Para el caso
que estamos tratando (pantalla de espesor cero) podemos considerar a los coeficientes b:,
como coeficientes auxiliares a nuestro problema, ya que cuando h = O, éstos no tienen
sentido físico. Sin embargo, estos coeficientes auxiliares nos permiten determinar el campo
magnético en todo el espacio. La amplitud B(o) del campo difractado arriba de la pantalla
[Ec. (2)), la podemos expresar así:

2 00

B(o) = ..1(0) + i~¿¿ lJ,'¡i" J,;,(o), (1 i)
j=l n=O

y la amplitud C(o) del campo difractado abajo de la pantalla [Ec. (3)1 se expresa en
términos de estos coeficientes auxiliares de la siguieute manera:

2 00

C(o) = ~;¿L bi'¡i" J,;,(o). (18)
j=1 n=O
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En conclusión, la solución del sistema matricial dado en la Ec. (14) nos determina el
campo difractado arriba de la pantalla mediante las Ecs. (2) y (17), yel campo difractado
abajo de la pantalla a partir de las Ecs. (3) y (18). :Vlientras que el campo en la abertura se
determina directamente a partir de la propiedad obtenida en la sección anterior lEc. (11)).
Finalmente, al igual que en 11, el cálculo de los elementos matriciales hacen intervenir

integrales de -00 a 00, cuyos integrandos son muy oscilantes:

do. (19)

Estas integrales se pueden calcular con alta precisión si se utiliza la misma técnica de
deformación de contorno en el plano complejo que se utilizó en JI. Sólo mencionaremos.
que en este caso de polarización T.:vt, una nueva dificultad surge del hecho que 13(0) se
encuentra en el denominar.

2.4. Conservación de la energía

Definiremos corno coeficiente de transmisión T, al cociente entre la energía transmitida y
la energía incidente. El coeficiente de reflexión R será el cociente entre la energía reflejada
y la energía incidente. Luego, la conservación de la energía se expresa como

R+T=l. (20)

La ley de conservación de la energía es uno de los principales criterios que utilizarnos
para saber si nuestros programas trabajan bien. En todos nuestros cálculos este criterio
se verificó con una precisión mejor que 10-4•
La utilización del vector de Poynting nos indjca que la intensidad difractada en el

ángulo () abajo de la pantalla está dada por (véase la Fig. 1)

(21 )

En todos los patrones de difracción presentados en este artículo, la intensidad difractada
dada por la Ec. (21) se normalizará a la energía incidente lo, es decir, se graficará el
cociente I(())! lo.

3. RESULTADOS NUMÉHICOS

Como haz incidente, admitiremos lino cuya distribuci61l de intensidades sobre la pantalla
es de tipo gaussiano 11-4J:

[
4(x - b)2]

I(x) = exp - £2 . (22)
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FIGURA 2. Coeficiente de transmisión en función de la longitnd de onda (normalizada al ancho
de la rendija): L/l = 0.5355, d/l = 0.5 Y b/l = 1.25.

Este haz incide normalmente sobre la pantalla, tiene un ancho £ y se fija su posición con
respecto al eje Oy con el parámetro b (véase Fig. 1). Por lo tanto, la amplitud A(o) del
campo incidente está dada por

L ( 02£2)A(o) = "2exp(-iob)exp --8- . (23)

Antes de llevar a cabo una explotación sistemática de nuestros programas numéricos
se cuidó que el criterio de conservación de la energía se cumpliera. Observamos que con
10 coeficientes modales en cada una de las rendijas, este .criterio se satisfacía con una
precisión mejor que 10-4, indicándonos esto que es posible garantizar los resultados al
menos hasta la tercera cifra decim,,:, pudiendo mejorarse la precisión si se toman más
coeficientes modales y más pasos de integración.
Hemos probado en nn artículo previo 14J que en la región escalar la teoría de Rayleigh-

Sonullerfeld (TRS) da excelentes resultados. Para verificar nnestro programas numéricos
comparamos en esta región nuestros resultados con la TRS. Obtuvimos una buena con-
cordancia; en particular, se reprodujo la Fig. 3 de IIcon muy buena precisión.
En la Fig. 2 mostramos cómo varía el coeficiente de transmisión en función de la

longitud de onda. Si se compara esta figura con la correspondinte del caso T.E. (Fig. 4 de
II), se observará que existe una fuerte influencia de la polarización, principalmente para
longitudes de onda grandes. Cnando la longitnd de onda se aproxima a 0.2, el efecto de
polarización desapart'ce debido a qne nos acercamos a la región escalar.
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ración de las rendijas (d//), para L/I = 500/J'i, >-/1 = 0.8 Y b/I = 0.5.

En la Fig. 3 mostramos la influencia de la longitud de onda en los patrones de difracción.
La energía difractada está normalizada a la energía incidente. Los patrones de difracción
para este caso T.M., son muy parecidos a los obtenidos en el caso T.E. (Fig. 5 de 11),
excepto cuando el ángulo de difracción se encuentra muy cerca de la pantalla (para () = 0°
y 180°). Para estos valores angulares extremos el efecto de polarización es muy notorio.
En la Fig. 3 señalamos con flechas pequeñas, para la parte izquierda de cada patrón, la
posición de los máximos (salvo el máximo central) y mínimos, determinados mediante el
método clásico de la diferencia de caminos ópticos [Ecs. (26) y (27) de IIJ. Concluimos de
esta figura que la posición de los máximos y mínimos determinados mediante la diferencia
de caminos ópticos está más de acuerdo con los resultados del caso T.M. que con los del
caso T.E. En los extremo, de los patrones de difracción (para () = 0° Y 180°), en donde
el efecto de polarización es más importante, el método clásico prefiere los resultados del
caso T.M.
Por último, en la Fig. <1,presentamos la influencia de la separación de las rendijas

(d/I) en cI coeficiente de transmisión, es decir, esta figura nos muestra cualitativamente
el acoplamiento entre rendijas. Las conclusiones generales son las mismas que las qne se
obtuvieron en el caso T.E., y son:

1. El acoplamiclIto da lugar a IIIla función oscilante de amplitud decrt'cit'Ilte conforme
se incrementa la separación entre las rendijas.
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2. En la región vectorial, la separación entre máximos o mínimos (período de oscilación)
es precisamente la longitud de onda .\, si no se toma en consideración el primer
máximo. Resultado que es independiente de la polarización y, por lo tanto, lo podemos
considerar como un efecto de interferencia puro.

4. CONCLUSIONES

En este artículo hemos presentado una teoría rigurosa de la difracción por dos rendijas
en una pantalla metálica de conductividad infinita e infinitamente delgada. La teoría fue
hecha de tal manera que es adecuada para el estudio de la difracción de haces gaussiano.
En un artículo previo de esta serie (11) se consideró el caso T.E. de polarización y en este
trabajo lo completamos al considerar el otro caso de polarización fundamental, el caso
T.:-'1. Las teorías presentadas en estos dos artículos son totalmente independientes, no
siendo posible expresar una en términos de la otra. Con estas dos soluciones independientes
se dispone de la solución completa para una onda incidente gaussiana con polarización
arbitraria. Se prueba que en la región vectorial el método clásico de diferencias de caminos
ópticos para determinar la posición de los máximos y mínimos, está más de acuerdo con
los resultados del caso T.:vl. que con los del caso T.E. Se muestra que el acoplamiento
entre rendijas sigue un comportamiento muy parecido al del caso T.E.
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