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RESUMEN. En este articulo presentamos una teoria rigurosa de la difraccién de un haz electro-
magnético gaussiano que incide normalmente sobre dos rendijas iguales en una pantalla metdlica
infinitamente conductora e infinitamente delgada (espesor cero). En un articulo previo de esta
serie (II), se considerd que el campo eléctrico de la onda incidente era paralelo a las rendijas
(polarizacién T.E.). En este articulo trataremos con el otro caso de polarizacién independiente;
supondremos ahora que el campo magnético es paralelo a las rendijas (polarizacion T.M.). Se
muestra que el método clasico para determinar la posicién de los maximos y de los minimos en el
patrén de difraccion, mediante la diferencia de caminos dpticos, tiene ciertas restricciones cuando
la longitud de onda es del orden del ancho de las rendijas (regién vectorial).

ABSTRACT. In this paper we have studied the diffraction of electromagnetic Gaussian beams by
two slits in a perfectly conducting screen. We have considered the T.M. polarization, i.e., the
magnetic field is parallel to the slits. A rigorous diffraction theory is presented based in Maxwell’s
equations. We discuss the coupling between slits.

PACS: 42.25.F

1. INTRODUCCION

Como mencionamos en el segundo articulo de esta serie [1], que llamaremos de aqui en
adelante II, en los 1ltimos afios ha habido un interés creciente en el estudio de la difraccion
de haces de ancho finito [2,3]. En particular, este interés se ha centrado en la difraccién
de haces de tipo gaussiano, debido principalmente a que éste es el modo fundamental de
emision de un ldser. El lector interesado encontrard en la Ref. [4], niimero I de esta serie,
una extensa bibliografia acerca de la difraccion de haces de ancho finito por diferentes
obstdculos.

En II, presentamos una nueva teoria rigurosa de la difraccion de un haz electromagnético
gaussiano por dos rendijas iguales en una pantalla metalica de conductividad infinita e
infinitamente delgada (espesor nulo). En esta teoria se resuelven sin aproximaciones las
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ecuaciones de Maxwell (via la ecuacién de Helmholtz) con las condiciones de frontera
adecuadas, dando lugar a que la teorfa pueda ser aplicable en la regién vectorial (defi-
nida en la Ref. [4]) dada por la condicién 0.2 < A/l, donde X es la longitud de onda
en el vacio y | es el ancho de las rendijas; se mostré que los efectos de polarizacién
son importantes y que una teoria escalar, como por ejemplo la de Kirchhoff o la de
Rayleigh-Sommerfeld, no puede ser aplicable en esta regién vectorial si se desean resul-
tados precisos. En II, se supuso que el campo eléctrico de la onda incidente era paralelo
a las rendijas, es decir, se consider¢ la polarizacion T.E. En particular se obtuvieron dos
resultados muy interesantes. Se mostré que el método cldsico (basado en la diferencia de
caminos 6pticos) para determinar la posicién de los maximos y minimos en un patron de
difraccién no puede en general aplciarse en la regién vectorial. Este resultado nos muestra
claramente que no es siempre correcto extrapolar conclusiones de la regién escalar [4]
(M1 < 0.2) a la regién vectorial. En segundo lugar, se analizé la manera en que el
coeficiente de transmisién depende de la separacion entre rendijas, es decir, se estudié
el acoplamiento entre rendijas. Se mostré que el acoplamiento da lugar a una funcién
oscilante de periodo A y de amplitud decreciente conforme se incrementa la separacion
entre las dos rendijas.

En este articulo consideraremos que la onda incidente tiene polarizacién T.M., es decir,
supondremos que el campo magnético de la onda incidente es paralelo a las rendijas. Es
importante mencionar que la teoria de II (caso T.E.), es totalmente independiente de
la presentada aqui para el caso T.M., no siendo posible expresar una en términos de la
otra. Con la teoria de I y con la de este articulo, dispondremos finalmente de la solucion
completa para una onda de polarizacion arbitraria que incide normalmente sobre dos
rendijas; esta solucién completa es combinacion lineal de los dos casos de polarizacion T.E.
y T.M. Al igual que en II, fijaremos nuestra atencion en la region vectorial y analizaremos
el método cldsico de diferencias de caminos dpticos, asi como la influencia de ciertos
parametros optogeométricos.

2. FORMULACION DE LA TEORIA

2.1. La base de Fourier

Nuestra configuracién consta de una pantalla plana, infinitamente conductora e infinita-
mente delgada (espesor nulo), localizada en el vacio. En la pantalla se hallan dos rendijas,
infinitamente largas, de ancho ! y separadas una distancia d. Nuestro sistema de coor-
denadas Oazyz estd colocado de tal manera, que las rendijas son paralelas al eje Oz y
la pantalla se localiza en el plano Oxz. Las rendijas son iluminadas perpendicularmente
(incidencia normal) por un haz gaussiano de longitud de onda A = 27/kp, el cual es
independiente de la varialbe z, es decir, las rendijas son iluminadas por una onda cilindrica
monocromdtica de tipo gaussiano. La intensidad del haz gaussiano sobre la pantalla tiene
ancho L y su posicion con respecto al eje Oy estd dada por el pardametro b, como se
ilustra en la Fig. 1. En lo que sigue admitiremos la dependencia en el tiempo de la forma
exp(—iwt).

En el caso T.M. la componente del campo magnético sobre el eje Oz, que denotaremos
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FIGURA 1. Nuestro sistema. Las rendijas de ancho [ son paralelas al eje Oz, es decir, son perpen-
diculares al plano de la figura. El dngulo 6 es usado para describir los patrones de difraccién.

por H, verifica a la ecuacién de Helmholtz [5):

O'H 9*H ,
W‘i‘?}?-{-koﬂ'zo. (1)

Asi, el problema a tratar vectorialmente, se reduce a un problema escalar.
Al igual que en II, la solucién arriba de la pantalla (en el vacio), que denotaremos por
Hy(z,y), puede expresarse mediante un desarrollo de ondas planas [5]:

ko o0
Hi(x,y) = \/g/k A(a) exp [i(az—ﬂy)} da+\/;i;/ B(a)exp[i(aaz+ﬁy)] da, (2)

en donde hemos definido §* = k2 — a?, con 8 > 0 o B/i > 0. Identificaremos al primer
término de esta iltima ecuacién con el campo magnético incidente H'(z,y), y al segundo
término con el campo difractado hacia arriba de la pantalla. El campo magnético difrac-
tado abajo de la pantalla tiene el siguiente desarrollo en ondas planas [5]:

Hy(z,y) = 4/ %/ C(a)exp[i(az — fy)] da. (3)

Analicemos ahora la solucién de la ecuacion de Helmholtz en la pantalla y en las dos
rendijas (y = 0, —00 < x < 00), y denotemos por H3(z,0) este campo magnético. Debido a
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que estamos tratando con una pantalla de conductividad infinita y con una onda incidente
con polarizacion T.M., las condiciones matematicas que debemos imponer a las soluciones
de la ecuacién de Helmholtz son la anulacién del campo magnético en el interior de la
pantalla y de su derivada normal en la superficie de la misma. Por lo tanto, podremos
expresar a H3(z,0) mediante el siguiente desarrollo modal:

oo

Hy(z,0) = ) ap ¢n(x) + Y al 62(), (4)
0 n=0

=

donde la base ¢i (x) estd dada por

, cos [(.1: -(i- 1)(d+f))%] , (=1)d+0) <z <+ (i—1)d+0),
n(Z) = (5)

0 en cualquier otro x.

Notamos que en este caso de polarizacién T.M., la base se expresa en terminos de la
funcién coseno, mientras que en el caso T.E., es en términos de la funcién seno. Existe
entre las ¢} (x) las siguientes relaciones de ortogonalidad:

(9h(2), #h(2)) = / (@) ()" dz = §(1 + 600)8nmbij, (6)

donde el asterisco denota el complejo conjugado.

Se acostumbra decir que las soluciones Hj(z,y), para j = 1,2,3, estdn expresadas en
la base de Fourier.

2.2. Una propiedad del campo magnético

Podria pensarse que para obtener la solucién de nuestro problema, que es la determinacién
del campo magnético en todo el espacio, es suficiente aplicar un método similar al utilizado
en II, pero como veremos, esto no es asi. De las Ecs. (2) y (3), y de la continuidad de la
derivada normal en y = 0, con —00 < x < 00, se tiene

—A(a) + B(a) = —-C(a). (7)

Por otro lado, la continuidad-del campo magnético en las dos rendijas y el hecho de que
las funciones ¢7,(z) se anulen fuera de estas dos rendijas [Ec. (5)], nos conducen a

(H}(’I‘,O) —Hg(I,O),QS’Zn(SE)) =0, (8)

(Ha(z,0) — H3(z,0), ¢7, (2)) = 0. (9)
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De estas tres dltimas ecuaciones y de las Ecs. (2)-(4), se tiene que es posible expresar a
los coeficientes modales a;, que intervienen en la Ec. (4) en términos del campo magnético
incidente H'(z,0):

=A@, F(e)) _ (H(x,0),63())
" (Gh(a), dh()) 21 +6n0)

(10)

Para obtener este resultado se utilizé el teorema de Parseval-Plancherel (f(z),g(z)) =
(f(a),§(a)), donde f(a) es la transformada de Fourier de f(x). Si reemplazamos este
resultado en la Ec. (4), se obtendra sin dificultad

Hy(x,0) = Hi(a:,O) (con z en las rendijas); (11)

luego, la utilizacion del método empleado en II nos conduce a la siguiente propiedad: en
polarizacién T.M., el campo magnético total en las aberturas es igual al campo magnético
incidente.

Para completar, mencionaremos que es posible dentro de la teoria de II obtener un
resultado similar a la Ec. (11):

9E, _ OF

a—y(ra(j) = Ay

(z,0) (con z en las rendijas). (12)

Esta propiedad del campo eléctrico puede expresarse asi: en polarizacion T.E., la derivada
normal del campo eléctrico total en las aberturas es igual a la derivada normal del campo
eléctrico incidente. La propiedad dada por la Ec. (12) fue utilizada por Otsuki [6] en
1990 en la difraccién por muiltiples rendijas en una pantalla de espesor cero. Aunque sus
resultados numéricos concuerdan bien con el experimento y con la teoria rigurosa de II
(para el caso de una onda plana incidente), Otsuki no fue capaz de probar que su método
es riguroso, como él mismo menciona en su articulo.

Antes de dejar esta seccién, debemos mencionar que las dos propiedades [Ecs. (11) y
(12)] fueron obtenidas por Fack [7] utilizando un método totalmente diferente (basado
en las funciones de Green) para el caso de una rendija y para una onda incidente plana.
Con nuestra demostracion hemos extendido su conclusion a dos rendijas y, por lo tanto,
suponemos que estas propiedades serdn validas también para el caso de N rendijas.

2.3. La solucion

Como hemos visto, si se lleva a cabo un procedimiento similar al realizado para el caso
T.E., no es posible obtener la solucién a nuestro problema, que es la determinacion del
campo magnético en todo el espacio. Para obtener la solucién debemos hacer un cambio
sutil e importante en la demostracion.

Por un momento consideremos que la pantalla tiene espesor h. Estando el ¢je Ox en la
parte media de la pantalla, es decir, la parte superior de la pantalla tiene la coordenada
y = h/2 y la parte inferior la coordenada y = —h/2. La solucién Hz(x,y) en la franja
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determinada por la pantalla y las dos rendijas ya no estard dada por la Ec. (4), sino por
la siguiente:

2 o
Hi(z,y) = Z Z a} cos(pnay) + b, sen(,uny)] () (-h/2<y<h/2, —0<z<0),
i=1 n=0
(13)
donde p}; = k§ — (n®n2/€%, con pyn > 0 0 pn/i > 0. Mientras que la Ec. (2) sigue siendo
vélida para y > h/2, y la Ec. (3) para y < —h/2.

Con este cambio en el espesor de la pantalla estamos ahora en condiciones de aplicar
con éxito un método parecido al utilizado en II. La continuidad de la derivada normal del
campo magnético en y = +h/2, estando x en el intervalo —0co < r < o0, y la continuidad
del campo magnético en las dos rendijas para y = £h/2, nos conducen al siguiente sistema
matricial si hacemos tender h a cero (espesor nulo):

Zbl (@) ¢ Zb (S ) = - diln. (9

cont=1,2ym=0,1,2,3,...,00. Representemos a este sistema en forma matricial. Si

b; y by son matrices columna, formadas respectivamente con los coeficientes modales bl
1 Y p

y b2, se tiene

Mjb; + Mj3by = Sy, (15)
My, b; + Mysby = S,, (16)

donde My (i,k = 1,2) son matrices cuadradas que dependen de los parametros op-
togeométricos y S; (i = 1,2) son matrices columnas, en las cuales sus elementos son
funciones lineales de A(a).

Notamos que esta ecuacién matricial estd dada en términos de los coeficientes modales
b, vy no en funcién de los coeficientes ay que intervienen en la Ec. (4). Para el caso
que estamos tratando (pantalla de espesor cero) podemos considerar a los coeficientes bi,
como coeficientes auxiliares a nuestro problema, ya que cuando h = 0, éstos no tienen
sentido fisico. Sin embargo, estos coeficientes auxiliares nos permiten determinar el campo
magnético en todo el espacio. La amplitud B(a) del campo difractado arriba de la pantalla
[Ec. (2)], la podemos expresar asi:

2 o
B(a) = A(@) + 75 3 3 by in A a), (17)

1=1 n=0

y la amplitud C(a) del campo difractado abajo de la pantalla [Ec. (3)] se expresa en
términos de estos coeficientes auxiliares de la siguiente manera:

C(a) = T3 3° 3 bhn e 1)
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En conclusién, la solucién del sistema matricial dado en la Ec. (14) nos determina el
campo difractado arriba de la pantalla mediante las Ecs. (2) y (17), y el campo difractado
abajo de la pantalla a partir de las Ecs. (3) y (18). Mientras que el campo en la abertura se
determina directamente a partir de la propiedad obtenida en la seccién anterior [Ec. (11)].

Finalmente, al igual que en II, el cdlculo de los elementos matriciales hacen intervenir
integrales de —oo a oo, cuyos integrandos son muy oscilantes:

/ a exp(iaf) o (19)

—00 ﬁ(a) 2 7127(2 2 m27r2
Oy o £—2 Q== 3—2)

Estas integrales se pueden calcular con alta precisién si se utiliza la misma técnica de

deformacién de contorno en el plano complejo que se utilizé en II. Sélo mencionaremos,

que en este caso de polarizacién T.M., una nueva dificultad surge del hecho que 53(a) se

encuentra en el denominar.

2.4. Conservacion de la energia

Definiremos como coeficiente de transmisién T, al cociente entre la energia transmitida y
la energia incidente. El coeficiente de reflexién R serd el cociente entre la energia reflejada
y la energia incidente. Luego, la conservacién de la energia se expresa como

R+T=1 (20)

La ley de conservacién de la energia es uno de los principales criterios que utilizamos
para saber si nuestros programas trabajan bien. En todos nuestros cdlculos este criterio
se verificé con una precisién mejor que 107,

La utilizacién del vector de Poynting nos indica que la intensidad difractada en el
dngulo @ abajo de la pantalla estd dada por (véase la Fig. 1)

2

k 5
I8 = ﬁ sen2(8)|H2(k0 cos 9,0)|

g (21)

En todos los patrones de difraccién presentados en este articulo, la intensidad difractada
dada por la Ec. (21) se normalizard a la energia incidente Iy, es decir, se graficard el
cociente I1(6)/Iy.

3. RESULTADOS NUMERICOS

Como haz incidente, admitiremos uno cuya distribucién de intensidades sobre la pantalla
es de tipo gaussiano [1-4]:

b b)g] . (22)

I{x) = exp {— 72
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FIGURA 2. Coeficiente de transmision en funcién de la longitud de onda (normalizada al ancho
de la rendija): L/l =0.5355,d/l =05y b/l =1.25.

Este haz incide normalmente sobre la pantalla, tiene un ancho L y se fija su posicién con
respecto al eje Oy con el pardmetro b (véase Fig. 1). Por lo tanto, la amplitud A(a) del
campo incidente estd dada por

272
A(a) = %exp(—iab) exp (—GSL ) . (23)

Antes de llevar a cabo una explotacion sistematica de nuestros programas numeéricos
se cuido que el criterio de conservacion de la energia se cumpliera. Observamos que con
10 coeficientes modales en cada una de las rendijas, este criterio se satisfacia con una
precisién mejor que 107*, indicindonos esto que es posible garantizar los resultados al
menos hasta la tercera cifra decimal, pudiendo mejorarse la precision si se toman mas
coeficientes modales y mas pasos de integracion.

Hemos probado en un articulo previo [4] que en la regién escalar la teoria de Rayleigh-
Sommerfeld (TRS) da excelentes resultados. Para verificar nuestro programas numeéricos
comparamos en esta region nuestros resultados con la TRS. Obtuvimos una buena con-
cordancia; en particular, se reprodujo la Fig. 3 de II con muy buena precisién.

En la Fig. 2 mostramos cémo varia el coeficiente de transmisiéon en funcién de la
longitud de onda. Si se compara esta figura con la correspondinte del caso T.E. (Fig. 4 de
IT), se observara que existe una fuerte influencia de la polarizacién, principalmente para
longitudes de onda grandes. Cuando la longitud de onda se aproxima a 0.2, el efecto de
polarizacion desaparece debido a que nos acercamos a la region escalar.
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FIGURA 3. Patrones de difraccién normalizados (1(6)/1y) para dos rendijas. Mismos pardmetros que en la Fig. 2 para: a) A/l = 0.4,
b) A/l =08, ¢c) A/l =15,d) A/l =2.5.
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FIGURrA 4. Acoplamiento entre dos rendijas. El coeficiente de transmisién en funcién de la sepa-
racién de las rendijas (d/l), para L/l = 500/v/2, A/l = 0.8 y b/l = 0.5.

En la Fig. 3 mostramos la influencia de la longitud de onda en los patrones de difraccién.
La energia difractada estd normalizada a la energia incidente. Los patrones de difraccién
para este caso T.M., son muy parecidos a los obtenidos en el caso T.E. (Fig. 5 de II),
excepto cuando el dngulo de difraccién se encuentra muy cerca de la pantalla (para 6 = 0°
y 180°). Para estos valores angulares extremos el efecto de polarizacién es muy notorio.
En la Fig. 3 senalamos con flechas pequeiias , para la parte izquierda de cada patrdn, la
posicién de los maximos (salvo el mdximo central) y minimos, determinados mediante el
método cldsico de la diferencia de caminos 6pticos [Ecs. (26) y (27) de II]. Concluimos de
esta figura que la posicién de los mdximos y minimos determinados mediante la diferencia
de caminos épticos estd mas de acuerdo con los resultados del caso T.M. que con los del
caso T.E. En los extremos de los patrones de difraccién (para § = 0° y 180°), en donde
el efecto de polarizacién es mds importante, el método cldsico prefiere los resultados del
caso T.M.

Por tultimo, en la Fig. 4, presentamos la influencia de la separacién de las rendijas
(d/l) en el coeficiente de transmision, es decir, esta figura nos muestra cualitativamente
el acoplamiento entre rendijas. Las conclusiones generales son las mismas que las que se
obtuvieron en el caso T.E., y son:

1. El acoplamiento da lugar a una funcién oscilante de amplitud decreciente conforme
se incrementa la separacion entre las rendijas.
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2. En la regién vectorial, la separacién entre maximos o minimos (periodo de oscilacion)
es precisamente la longitud de onda A, si no se toma en consideracién el primer
méximo. Resultado que es independiente de la polarizacién y, por lo tanto, lo podemos
considerar como un efecto de interferencia puro.

4. CONCLUSIONES

En este articulo hemos presentado una teoria rigurosa de la difraccién por dos rendijas
en una pantalla metélica de conductividad infinita e infinitamente delgada. La teoria fue
hecha de tal manera que es adecuada para el estudio de la difraccién de haces gaussiano.
En un articulo previo de esta serie (II) se consideré el caso T.E. de polarizacién y en este
trabajo lo completamos al considerar el otro caso de polarizacién fundamental, el caso
T.M. Las teorias presentadas en estos dos articulos son totalmente independientes, no
siendo posible expresar una en términos de la otra. Con estas dos soluciones independientes
se dispone de la solucion completa para una onda incidente gaussiana con polarizacion
arbitraria. Se prueba que en la regién vectorial el método clasico de diferencias de caminos
épticos para determinar la posicién de los mdximos y minimos, estd mas de acuerdo con
los resultados del caso T.M. que con los del caso T.E. Se muestra que el acoplamiento
entre rendijas sigue un comportamiento muy parecido al del caso T.E.
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