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RESU~1E:'\. La desviación hacia el orif'llte quc sufre un cuerpo en caída libre fue utilizada como ulla
prueba de la rotación terrestre. Se presellta la derivación que hizo Laplace de csta dcsviación, en
la que utilizó la fuerza "de Coriolis", la cual él había descubierto \In cuarto de siglo antes, cutllldo
el propio Coriolis todavía no había nacido. Se calcula el término dominante df'1 desplazallliellto
meridional, debido a UJla minúscula curvatura del campo gravitatorio terrestre en la rpgiólI de
caída. Esta des\.iación es tau pequpiia que el presente resultado es, desde lln punto de vista
práctico, Hila confirmación de la predicción de Laplace de 1111 desplazamiento nulo hacia el ecuador.
Se demuestra que para obtl'ller este resultado, la acción de la componcnte 1\0 ccntral del campo
gravitatorio terrestre es fundamclltal. Finalmcnte, se incluyclI una serie de problemas para facilitar
la comprensión del estudiante.

AUSTHACT. The deftection towards the Ea.st tlJat expcriences a frec-fallillg body ha.s OCCll IIs('11a.s
a proof of Earth 's rotation. Laplace's derivation of this detlection is presentl'd, derivatioll in which
he used the "Coriolis force". \\'hich he had discovered a <¡lIarter of a ccntury befare. when Coriolis
himself had not been bOfll. The lea<iing ordcr t('rm of the meridional detlectioll is calculated and
confirmed to be negligable for aH practical purposes, therehy confirllling Lapla.ce's null predictioll
for this displacelllent. Final1y, a ~eril'S of problems are alsa incilld('d, to hdp the studcut IIl1dcrstand
the subject.

rAes, 01.40; 0I.GO, 03.20.+i

l. bTHOlJtJCCIÓ:\

Si se deja caer un objeto desde la punta de IIna torre, a una altura. .: = !t, su velocidad
vertical crece linealmente con el tiempo. o sea i = -gi, donde !J es la. aceleración de la
gravedad (tomada como cow;tallte) yel sigilO lll'gativo significa qm' el1ll0VilllclIto es hacia
abajo. Integrando esta última ecuación obtenemos.:: = h - ~!Jt'.!,l':; decir, el cuerpo llega
al suelo. z = O, el! un tiempo

-j¥-"te - -.
r¡

(1.1)

Por ejemplo, para IIna altura iniei"l de " = 1 111, lOO m, lO km y 1 ?\lm, el tiempo de
caída predicho es ie = 0.452 s, 4.52 s, 45.2 s y 452 s, respectivamente. Este céi1culo sencillo
no tiene en cuenta ni el retardamiento dehido a la fricción COII el aire (Problema 1) ni
la disminución de la atracción gravit.atoria con la distancia a la Tierra (Prohlema 2).
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FIGUHA l. Argumento en contra de Copérnico, \'isto por tilia observadora inercial (fija al espacio
absoluto): 1-1icntras la Tierra gira hacia el este (derecha de la figura), la piedra sólo se lIlueve hacia
el centro del planeta y por lo tanto aterriza al oeste del lugar de lanzamiento. EII esta figura y otras
similares, las dimensiones relativas han sido exageradas y distorsionadas a los efectos de mayor
claridad.

Otros efectos 110 tomados en ClIenta en estl' análisis sCllcillo son los debidos a la rotación
terrestre; a ellos está dedicado este artículo.
Un tema que apasionó durallle lIlucho tiempo a la humallidad es el de dónde aterriza

el objeto: ¿lo hace eu la base de la torre o es desviado debido al movimieuto de la Tierra?
En primer lugar, este experimento fue usado como un argumento en contra de la rotación
terrestre [1]: Si la Tierra girara hacia el este mientras el cuerpo cac, entonces éste atc-
rrizarÍa a uua distancia enorme, hacia el pouiente del puuto donde se lo dejó caer (\'éase
Fig. 1l. ¿Cuál será esta distancia? Sea rl la \'elocidad angular de rotacióu terre,tre y JI
el radio de la Tierra (por el luomeuto, considerada uua esfera perfecta). Vu punto sobre
cl ecuador tcrrestre se mueve COH rcspccto al espacio ahsoluto con lIna velocidad igual a
rlJl = (40 Ivlmlj(24 h) = 463 mjs, mieutras que nn punto a una latitnd iJ se mneve con
nua \'elocidad de rlR cos O. Si .T es la coordenada horizouta! hacia el este, de acuerdo a
este argumcnto el cuerpo aterrizaría a lIna distallcia

I¥_h
Cl.T = -Rcos O rli, = -flJlcos O _,

9
(1.2)

de la POSICIOU original, donde el signo negativo corresponde a una des\'iación hacia el
ponielltc, (Nótese que esta fórmula es válida aun t.cniendo en clIcnta la esfericidad terres-
tre.) Esta distancia es mny grande: por ejemplo, para h = 1 m o 100 m la magnitud de
la dcftección cu {) = :£:450 es de j 150 111 o 1.5 km!.

Galileo [2] considera el argulllento anterior utilizando la allalogía de lll1a piedra dejada
caer desde la punta del mástil de 11I1 harca: de acuerdo a él, "de la caída de la roca en ('1
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FIGUHA 2. Primera parte del rOlltrargumcnto de Galileo: Una piedra arrojada desde la pUllta del
mástil no cae hacia la popa, sino que sigue al barco y aterriza exactamente en su base.

pie del mástil se infiere 'lile el barco está quieto, y de que caiga separado se deduce que
el barco está en movimient.o"; luego concluye que '\Ic la caída de una roca al pie de la
torre se debe necesariamente inferir la inmovilidad del globo terrestre". Galileo pasa luego
a rebatir este argumento, deduciendo el principio de inercia (constancia, en ausencia de
fricción, de la velocidad horizontal) [3]' con base CII ulla serie de experimentos pensados
(los Gedankenexperimcnte de ~Iach). Luego muestra que, al ser liberada, la piedra tiene
la misma velocidad horizolltal que el barco, por lo que de acuerdo a ese principio "la roca
siempre cae en el mismo lugar del barco, ya sea que éste esté quieto o llloviélHlosc COIl la
velocidad de le[sl plazca" (véase Fig. 2), es decir, lo acolllpaiia en su movimient.o, a pesar
de que la fricción con el aire lell<ierÍa a frenarla UII poco. Igualmente, razona Galileo, un
cuerpo dejado caer desde lo alto de una torre sigue a la Tierra en sn movimiento (yen
este caso el aire también la sigue), por lo que en vez de la predicción (1.2) tenemos

.6.x = O, (1.3)

con todo y que la Tierra está girando (véase Fig. 3). Finalmente concluye Galileo en
lG32: "ya que la misma causa es hucna para la Tierra o el harco, nada puede ser inferido
sobre el movimiento o reposo de la Tierra del hecho que la piedra caiga siempre en forma
perpelldicular [a la horizont.al, llegando) al pie de la torre".

Algo más de \lU siglo antes, Leonardo Da Vinci ya afirmaba que "la piedra arrojada
desde una torre no golpea el costado de la torre autes de llegar al piso" [4J, o sea, desde
el punto de vista de un terrícola el movimiento es vertical y rectilíneo. Sin embargo,
en la época de Newton, medio siglo después de Galileo y un siglo y lIledio después de
Leonardo, todavía no se aceptaba completamente la idea de la rotación terrestre. A fines
de lG79 ~ewton le pscribc a Hooke, sugiriéndole utilizar el experimento de caída libre
para demostrar la rotación terrestre, hasado eJl el siguiente razonamiento {5]: La punta
de la torre desde donde se inicia la caída libre está uu poquito más alejada del eje de la
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FIGUHA 3. Segunda parte del cOlltrargllll1cnto de Galileo: De igual fOfma la piedra sigue él la
Tierra y aterriza en la bast.~de la tone. Con el experimento de caída libre 110 se puede dicl'rnir, de
acuerdo a Galileo, si la Tierra gira () 110.

Tierra que la base de la misma, por lo que se llIueve UIl poquito m.ls r,ipido que <'sta COIl
respecto al espacio absoluto. COIlCrt'tamcllte, ell el instante ('11que se suelta el. la piedra, la
piedra tieue una ,'elocidad de n(¡¡+ h) cos {J, respecto del espacio absoluto, mientras que
la base se mueve eDil ulla velocidad de 0.R cos 1J. Como en la caída libre la componente
horizontal de la velocidad no cambia (de acuerdo al razonamiento dc N'cwton), el exceso
de ,'elocidad Oh cos {J redundará eu que la piedra se adelante a la torre aterrizaudo con
uua deftección neta hacia el oriente de 63' = Oh cos ¡'Jie, o sea

(1.4)

respecto del punto ubicado justo por debajo del lugar dc lanzamient.o (est.e PUllto puede
ser determinado con el auxilio de una plomada), Esta defleccÍón predicha por Newton
es muy pequcüal porque así lo SOlJ tanto pI tipmpo de caída rOll1o el ('X('l'SO de velocidad
Oh cos {J, Por ejemplo, para la Torre de Pisa 16] ,'sta cantidad es igual a tres milímetros por
segundo (unos escasos diez metros por hora o aproximadamente el doble de la velocidad
de crucero de un caracol),
El 6 de enero de 1680 lIooke le escribe a Newton diciéndole que ha logrado hacer

exitosamente el experimental mediante una caída de 9 metros dentro de una catedral.
Concretamente, en tres caídas diferentes lIooke dice haber observado una deftección de
unos 8 mm hacia el oriente y una desviación aún mayor hacia el sur 15]. Sin etnbargol para
esa altura y en esa latitud de deflección debe ser mucho Inenor (del orden de un tercio
de milímetro)l por lo que el re.sultado de Hooke es prohablemellte \lB error experimclltal;
ademá.'''l y más importantel el razollamiento de Newtoll es incorrecto. romo también lo es
la fórmula (1.4),
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2. LAI'LACE y LA FÓRMULA CORRECTA DE LAS DESVIACIO),;ES

Al principio del siglo pasado la realidad de la rotación terrestre ya era generalmente
aceptada y aparentemente varios investigadores habían realizado el experimento de caída
libre u opinado sobre la predicción teórica de la de/lección hacia el oriente y sobre si
debía haber o no una desviación adicional hacia el ecuador (como había predicho y
supuestamente verificado Hooke). En 1803 Laplace [7] publica la teoría correcta de la
caída libre (que inmediatamente veremos) utilizando lo que luego se conocería por fuerza
"de Coriolis". Laplace había descubierto esa fuerza un cuarto de siglo antes, al formular
la teoría correcta de las mareas [81. El trabajo de Gustave Coriolis [91 fue publicado 57 y
32 años más tarde que los de Laplace, por lo que es injusto que los efectos de la rotación
terrestre sean conocidos por el nombre de aquél y no por el de Laplace.

Por otra part.e, la forma en que Laplare deriva las fómulas de movimiento eH un sistema
de rot ación y cómo toma cn CUCllta la dcformaciólI de la Tierra respecto de Ulla ('sfcra
perfecta, son IllUY didácticas, por lo que IllcreCCll ser destacadas. Lo que hace Laplacc es
conceptualmente muy sencillo: escribe el principio de trabajos virtuales cn coordenadas
cartesianas fijas al espacio absoluto (X, Y, Z), pero a su vez relaciona éstas con coonle-
nadas esféricas fijas a la Tierra (A, í!, r) en la forma

X = rcosí!coS(A + fU),

Y = r cos ,7 sen(A + fll),

Z = r sení!.

(2.1 )

El eje Z está en la dirección del eje terrestre (no considero aquí el movimiento de traslación
de la Tierra) y los ejes (X, }') están en el plano ecuatorial, pero fijos al espacio absoluto.
Por otra parte, la coordenada ,. es igual a la distancia del objeto al centro de la Tierra,
() es la "latitud geocéntrica" (que no es exactamente la verdadera latitud, como veremos
más adelante) y A es la longitud con respecto a un meridiano que rota con el plaueta
(v.gr., el de Greenwich); coordenadas esféricas fijas al espacio absoluto son en cambio
(A + ílt, í!, r).
Laplace hace dos cosas que, por simplicidad, no haré aquí: en primer lugar, incluye el

efecto de fricción con el aire (mediante uua fuerza F¡, que es proporcional al cuadrado
de la rapidez y no a su primera potencia como en el Problema 1). Eu segundo lugar,
considera una forma más geueral de la forma de la Tierra, r = R(.\. í!), que la de un
esferoide de revolución, r = R(í!), que es la que usaremos aquí (o sea, en este artícnlo el
eje de rotación es tamuién 11110 de simetría).
Lap!ace trabaja con lo que ahora se conoce como principio de "trabajos virtuales" (o

de D'Alembert-Lagrange), 6X. eX: - F¡,) + 6\1 = O, donde \1 es el potencia! de atracción
gravitatoria (nótese quc estoy trabajando con cantidades ¡'por unidad de 1llasa"). Yo
prefiero utilizar el lagrangiano L = T - \1, donde T (= X2/2) es la energía cinética, y
derivar las ecuaciones de Euler-Lagrange [10]. Ambos métodos son equivalentes y pueden
ser escritos en cualquier sistema de coordenadas [11]. La astucia de Laplace consiste
l'n obtener las cC\laciones de movimiento en las coordenadas fijas a la Tierra (A, '0,1')
utilizando formalmcnte el principio de trahajos virtuales en el sistema inercial (X, y, Z).
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Calculando T = )(2/2 de (2.1) y suponiendo <¡ue la atracción terrestre es independiente
de la longitud, se obtiene facilmente

(2.2)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange [111 correspondientes a este lagrangiano pueden ser
escri las como

"2 + a31/.¡- a¡1/.3= f¡1/.3- hu¡ - 1'rl2 sen 19cos 19-

donde

r\celeraci611

=h,,¡-f¡1/.2 +,.rl2cos219
'---v---' v

Coriolis Centrífuga

1 DV
;: Df)'

DV
D;:'
'-v--'

Gravitatoria

(2.3)

(U¡,1/.2,":I):= (1'cos19.\,,.,jJ)'

(a¡,a2,a3):= (-1/.2/1', "1/",1/.¡ tan 19/1'),

(f¡,hh):= (O,2rlcos19,2rlsen19).

(2.4)

Las 1/.) son las tres componentes del vector velocidad n (medido desde la Tierra) co-
rrespondientes a las coordenadas ortogonales ('\,19,1'). los aj son coeficientes geométricos
cuyo significado sení explicado inmediatamente, y las f) son las componentes del doble del
vector de rotación f. Nótese que las COIllIH)l}Clltes de la aceleración, en el lado izquierdo,
se escriben utilizando las derivadas temporales ¡'¡j y UIlOS términos geométricos, los cuales
aparecen debido a que las coordenadas (A, V,1") 110 son rectilíneas. Por ejemplo, un movi-
miento rectilíneo.y uniforme no corresponde él (Ül, 1i.2, Ú3) = (0,010) y, efect.ivalllcllte, para
movimiento libre e11 un sistema illerrial, O = U Y V'F = O, el sistema (2.3) lIlucstra que
(1/.¡,"2, 1/.3)deben variar con t. El primer término del lado derecho es la fuerza de Coriolis,
igual al producto vectorial u x r, el siguiente es la fuerza centrífuga y el último la atracción
gravitatoria de la Tierra (la única fuerza real en este caso; las dos primeras existen por
estar trabajando en UII sistema en rotación y desaparecen al hacer n = O). Nótese que
estas fuerzas salen "automáticamente" del lagrangiano1 sin necesidad de utilizar el difícil
concepto de "derivada tcmporal absoluta de un vector medio en un sistpma en rotación" 1

de hechol sin siquiera nece:::;itar el concepto de vclocidad angular.
Las ecuaciones del sistema (2.3) son algo complicadas, pero por el momento se pueden

simplificar considerando coordenadas cartesianas apropiadas para PUlltos cercanos a lIllO
en la superficie de la Tierra. Si este origen corresponde a ,\ = '\0, f) = 190, y ,. = ,.(190)
(=: Ro), estas coordenadas están dadas por

~'¡:= Ro cas 190('\ - '\0),

.7:2 := Ro(19 - 190),

~:3 := ,. - Ro.

(2.5 )
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FIGURA 4A. Sistemas de coordenadas y fuerzas en un esferoide de revolución. El peso g es la suma
vectorial de la atracción gravitatoria G y la fuerza centrífuga C. A su vez, g acttÍa ell la dirección
de la vertical local, la que forma uu áugulo 1>7+ Q(>7)Jcou el plano ecuatoriaL Las flechas gruesas
indican los dos sistemas de coordenadas cartesianas utilizados en la proximidad de 1111 punto de la
superficie.

Reemplazando en el lagrangiano (2.2) y conservando hasta términos de segundo orden en
x y x se obtiene las ecuaciones de movimiento

X¡ = hi2 - hi3,

X2 = -hit + C2 + G2,

X3 = hi¡ + C3 + G3,
(2.6)

"-----.---" '----v--" '--.----" '----v--"
Aceleración Coriolis Centrífuga Gravitatoria

donde J, C y G son campos uniformes, es decir, los de (2.3) evaluados ell 1.\, {J, 1'1
[.\0, {Jo, Rol.
Nótese que debido a que R'({J) t O, aunque la dirección del eje XI es horizontal y

hacia el oriente, la del eje X2 no es exactamente horizolltal hacia el lIorte ni tampoco
la del eje X3 es exactamente hacia arriba. De hecho, los ejes X2 Y X3 forman un ángulo
a({Jo) con la horizontal y vertical, respectivamente, como se muestra en la Fig. 4. (Esta
gráfica corresponde a un elipsoide de MacLaurin [131 cercano al de máxima rotación).
Para calcnlar a({J) consideremos un desplazamiento infinitesimal hacia el norte sobre la
horizontal, es decir, a lo largo de l' = R( {J): dr = l' d{J X2+dr X3 == R( {J) d{J X2+R' ({J) d{J X3,
donde X2 y X3 son vectores unitarios. En la Fig. 4 se ve fácilmente que dr = Idrl cos aX2 -
Idrl sen aX3, por lo que igualando componentes es

R'({J)
tan a = - R( {J) . (2.7)

La verdadera latitud, por ejemplo la medida por UII navegante, está definida por el
ángulo que forma la vertical con el plano ecuatorial y por lo tanto es igual a ,7 + o:({J)
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FIGUHA 4B. Detalle. Nótese <¡\le eH la dirección de 'V'{) {la del eje xz) tanto e COIIIO G ticne 1IIIa
componente ha.cia el ecuador, llliclltras qnc en la dirección horizontal (la del eje y) la COlllPOIlClltc

de G es hacia el polo. En la dirección !Iorizolltai, e y G están en equilibrio, por defillicióu. La
deformación del planeta, respecto de una esfera perfecta, se manifiesta en el ángulo O: cntre las
direcciones vertical y radial y en el hecho que la alracción gravitatoria G no sea exactamente radial.
Las fuerzas mostradas en ambas partes de esta figura corresponden a un esferoide de McLaurin
con, '" 1/3.

y no {). Ésta una definición geométrica de vertical y horizontal; se necesita también nna
definición est,itim de estas direcciones para poder entender mejor al sistema (2.G). Para
eso, consideramos el caso de un objeto en reposo con respecto a la Tienu, ('.5 decir, gi-
rando con velocidad angular O COII respecto al espacio absoluto. La fllerza de Coriolis
que experimenta ese cuerpo es nula (ya que su velocidad relativa a la Tierra es igual a
cero), por lo quc el objeto s610 está slljeto a las fuerzas centrífuga C y de atracción G,
más alguna otra fu('rza (vertical) que lo mantenga quieto. Por ejemplo, CIl el ca...'iode ulla
plomada, la tensión del hilo contrarrcsta a (C + G) y por lo tanto la dirccción vertical es
la de -(C + G) (véase Fig. 4). Otro ejemplo (que lleva al mismo resultado) es el de un
cuerpo apoyado en una superficie horizontal y sin fricción: para que la reacción normal
de la superficie pueda contrarrestar a (C + G) es necesario que éste sea perpendicular a
la horizontal.
La suma (vectorial) de las fuerzas centrífuga y gravitatoria es lo que llamamos el "pcso

específico" o gravedad g := C + G; de ambos ejemplos deducimos que

2 1 av-rO sen {)cos{} - - - = -gsenQ = g. ;(2,
r a{)

2 2 avrO COS {) - - = -g COS Q = g.;(3ar
en r = R({)), donde g({)) = Igl. Nótese que el campo de gravedad es también derivable de
un escalar, el llamado "g:copotcncial", g = - V(V - r2n2 cos2 {) /2).
Laplace 171 utilizó las coordenadas del sistema (2.G) y su relación con la forma de

la Tierra, dada por (2.7) y (2.8), para derivar el valor correcto de los desplazamientos
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FIGl'HA 5. Desviaci6n en caída Iihre hacia el orieute (derecha ele la figura) dsta por un observador
fijo a la Tierra. LiBea cortada: predicción (incorrecta) de ;\'cwtoll. Línca licua: prediccióll correcta
de Laplare. :\ótesc que la separación cntre el objeto y la torre "l1l1Ucuta COIllO el cuadrado del
tiempo y 110 l'!j proporcioHal a éste. romo implica el razonamiento de :\cwtoll.

horizontales que se producen en Ulla caída libre, en la forma siguiente. Las condiciones
iniciales son (1'1. X1 •.1'3) = (O." sen a," cos a) y X = O. En cnanto a las ecuaciones de
mO\'imiento. La place agrega al lado derecho del sistema (2.G) un término de fricción con
el aire. -l\lbl X, quc es tilla muy buena aproximación de -A"Jx] X, ya que el movimiento
es prácticamente ,'ertieal: Ihl» l.i'II.I.i'21. Lnego de,precia el término hj,} en la tercera
l'cuación y los proporcionales a 13 y cn las dos prillleras ecuaciones. Oc esta forma obtieue
para el movimiento eu la dirección radial la ecuacióu .1'3 = -1\'li31.i3 - 9 cos (1 (donde 9
y (l SOll cOllsiderados cOllstantes). la que resuelve en forIlla analítica. Para la primera co-
ordenada ohtielll' x¡ = -l\li'31.r¡ - lz.i'3. ecuación que también logra resolver conociendo
.i'3(t). encontrando de esa forma una expresión para i'I.r = 1'1(/.,) - .1'1(0). que en el caso
sin fricción (1\' = O) se reduce a

i'I.1: = 2n tOS ¡} J2"3
3 !J

(2.D)

Por ejl'mplo, para It = 100 m y ¡} = :1:.15' es i'I.1' = 1.5 cm. Nólese que esta fórmula
corresponde a 2/3 de la predicción (1..1) de i"ewlon, la qne es en realidad incorrecta
(Y(~ase Fig. 5); más adelante \'oy a explicar porqué.
Finalmente, con la relacióu (2.8) la ecuación para la seguuda coordenada toma la forma

.i'2 = -1\'l-i'31.1'2 - 9 sen a: ya que Laplace había resuelto ;[3 = - 1''l-i:31 i:3 - 9 cos (1, deduce
rápidamC'llte ~~r'l = .:3.~r3tan o. o sea

~Tl = -/¡ sC'n o. (2.10)

Estl' 11\11111..'1'0 t'S hastalltt' grallde: por ejemplo, para h = 100 111 Y 1) = ::l:45° es ~J'2 =
=t=34 ('JlI. Sill ('Illhargo, (':-,t(' \'a101' no implica \111desplazallli('llto !la('ia ('1 ecuador. pucs
la ('ourd(,lla<1a ,1''1110 l'S ('xaetallH'llte horizolltal (\'éase Fig, ,1), De h('cho. la ('oor<1clJada
horizolltal hacia ('1 1101'1(' está dada por !J := coso ,I'"l - sin o J';I, por lo <¡Ue' del l"l's\lltado

~'''2 = tan (\~,l';¡ Laplac(' d('dll(,(, ('n realidad

"'9 = O. (2.11)
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en contra de todos los que habían predicho y/o creían haber observado un desplazamienlo
hacia el ecuador similar a .3.T.

Para referencia futura, voy a dejar sentada la solución de Laplace para el mO\'imiellto
en el plano vertical/meridional, para el caso sin fricción (/\. = O):

y

q cos o.t2
r(t) '" Ro + hcos o. -' 2

u(l) '" V h sen o. _ y sen o.t2

0+ Ro 2Ro

(2.12)

(2.1:3)

:'\ótese que la latitud geocéntrica iuicia!' u(O), no es igual a la de la base de la tOlTe. VA.
SillO que hay \lila pequciia correcci61l hacia el polo 1Il.1s ccrcaJlo~ seno hl ROl debido a que
las direcdollCS H,rtical y radial 110coincidCII cxáctalllente (véase Fig. -4). Pequcüa pero
importante. ya que es la I'l'sponsabl" de la diferencia elltre (2.10) y (2.11).

:3. CA~IIlIO A LAS COORDE:"ADAS DEL "LAIlORATOHIO

El valor grande de ~X2 en (2.10) es sólo el reflejo de usar las coordenadas cartesiauas
('''1, "2, X3) ligadas a las esféricas por (2.5). Sin embargo ese sistema no es el más natmal
cerca de un punto de la superficie terrestre: ('s claramente más didáctico trabajar eDil las
direcciones horizont.ales y H'rtical C0ll10 coordenadas. Realizando la rotacióll

G) = G O
ros 00

sen 00

o )(:1'1)- S('IJ no ;I':?

tos 00 ;rJ
(:31)

con (lo = o(uo), el "je :l' ('S horizontal y hacia el ori"nle, el eje y es horizonlal y hacia el
norte, y el eje z es vertical hacia arriba. Efectuando la misma rotaci6n en las ecuaciollcs
de mO\'imienlo (2.G) se obtiene

~. =fiJ-f::.
y = -f.r.

donde

'----v----'
Aceleración

= f:r
'---v---'
Coriolis

y,

'----v----'
GraVe(i;Hi

(:3.2)

f := 20 sen(vo + flojo

f := 20eos(vo + (la).
(:3:3)

Son las componentes vertical y horizonlal hacia el norte del dohle de la \'eloeidad angnlar
tt'lT('strc.
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El sistema (3.2) -o el (2.6)- tiene una solución exacta (véanse Problemas 3 y 4);
sin embargo, es más ilustrativo resolver el problema de caída libre en forma iterativa, en
potencias de n, ya que lite es pequeño. Además, se puede despreciar a <lo en las definiciones
(3.3) de J y 1, pues es <lo = 0(n2), como se demostrará más adelante. Pasemos ahora
a resolver (3.2), con la condición inicial de velocidad nula, con respecto a la Tierra, y
(x,y,z) = (O,O,h).
En primer lugar, en la tercera ecuación en (3.2) se puede despreciar el término 1r, ya

que es O(n2). De esta forma tenemos z = -g cuya solución, que ya utilizamos, es z = h-
gt2/2; este resultado da el tiempo de caída (1.1). Luego, despreciando JiJ en la primera
ecuación de (3.2), tenemos i = - li, cuya solución es x = 19t2/3!, ecuación que predice un
desplazamiento neto hacia el oriente de 1gt~/3!, que es precisamente el resultado (2.9) de
Laplace. Por último, de la segunda ecuación en (3.2), ii = - Ji: = - J19t2 /2!, integrando
dos veces resulta y = - J lqi4 /4!, lo que representa un minúsculo desplazamiento hacia el
ecuador igual a c.y = - J j!lt~/4!, es decir

(34)

en vez de (2.11). Este valor es en realidad muy pequeño; por ejemplo, para h = 100 m y
v = :1:450 es jc.y = :¡:2 ILln' (existen bacterias mucho más grandes que esta distancia).

Este valor fue obtenido suponiendo 1lB campo g uniforme en el sistema (3.2) y no
es la única contribución dominante al desvío meridional: hay otra parte, igualmente
minúscula, debida a que las direcciones vertical y radial no coinciden exactamente. La
latitud geocéntrica a lo largo de la torre (x = y = O, O ::; z ::; h) varía como -véanse
Fig. 4 Y Ecs. (2.12)-(2.13)-

v(z) = vo + senm/R + O(z/R)2; (3.5)

por ejemplo para la punta de la torre (z = h), esta expresión da el valor de V(O) de (2.13).
La orientación de la gravedad !I es la del eje z en la base de la torre, por construcción.
Sin embargo, ,\ji la torre e.., exactamente recta, g tendrá una pequeña compollente hacia
el ecuador para z > O; esta componente es igual a -g sen[v(z) - vo]y '" -y sen <l(z/ R)y
por lo que la ecuación meridional horizontal (3.2b) debe ser modificada a

ii = -Ji: - ysellllz/R.

Finalmente, utilizando z = h - gt2/2 y i = - 1z e integrando hasta t = te resulta

n2h2 h2
ñy = -~scn{)cos{)-- - ~scll(t-R'

!I

(3.6)

(3.7)

Ambas contribuciones son O(n2) y minúsculas, por lo que no se debe ver a este resultado
como una corrección importante sino más bien como una confirmación de la fórmula (2.11)

de Laplace.
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4. LA FOII~IA DE LA TIEIUIA

Un resultado interesante es que para obtener los desplazamientos horizontales (2.D) y
(2.11), no se necesita C01wce1'el valor de n; sólo usamos el hecho de que es 0(r¡2). Sin
embargo, las relaciones (2.D) y (2.11) son válidas aun para un valor grande de n, el de un
esferoide muy deformado, como el de la Fig. 4, siempre y cuando se utilice la verdadera
latitud V + (l, como en las definiciones de (3.3), y no la "latitud geocéntrica" v. De todos
modos, sea (l pequeiio o no. la transformación (3.!) es fundamental para llegar al sistema
(3.2), donde no hay fuerza de gravedad en las direcciones horizontales.

A unque la forllla de la Tierra [12] difiere IllUY poco de la de ulla esfera, esa deformación
es fundamelltal para compensar la fuerza celltrífuga en una superficie horizontal. Por otra
parte, la deforlllaciólI hace quc el campo gravitatorio 110 sea exactamente central, es decir,
,.-¡aV/av en (2.8) no es nulo sino, como ,'eremos, similar en magnitud a la componente
V de la fuerza centrífuga ,.r¡2 sen V cos v.

En primer lugar vamos a calcular el campo gravitatorio G = -VV de un planeta
homogélleo con la fOfma de Ull elipsoide de revolución de elipticidad e lllUY pequeüa, la
que luego vamos a relaciollar eOIl la velocidad de rot.ación n, de manera que la gravedad
g = -V(V - ,.2r¡2cos2V/2) sea vertical en todo punto de la superficie (véase Fig. 4).
Esta relación fue correctamente calculada por primera vez por Newtoll [I3] integrando
explícitamente la fuerza de tlIl plipsoi<1e de revoluciólI. Aquí empl('aremos UII mét.odo más
~ellcillo, bc-u;ado ell el hechu de que el poteucial gravitat.orio de !IU cuerpo hOlllogénco cs
t.al quc su laplaciano es ccro fuera del cuerpo e igual aUlla constaut.e 110 nula dClltro de
Ü

La elipticidad se define por e := 1- Rp/ Re. donde Rp y R. Son los radios (distancia al
centro del planeta) polar y ecuatorial 114). Para un elipsoide de revolución es

R(iJ) ~ R.I! + eP(v)), (4.1 )

donde P(iJ) = cos2 iJ - ~, R. es el radio de un planeta esférico de ignal volumen, y
el símbolo ~ indica que la expresión es válida a 0(e2). De la relación geométrica (2.7)
obtenemos el ángulo entre la vert ical y la direccióu hacia el ceut ro del planeta como

(l(iJ) ~ 2eseuiJcosiJ. (4.2)

En el Problema 5 se muestra que el potencial gravitatorio de este elipsoide puede ser
escrito en la forma

{

9.1.2 [1 - "ieP(iJ)) + cte., ,. < R(iJ),
2R.

V(r, iJ) ~

9. R; [ 2
--,.- 1 + ".ef'(iJ)(II./r)), ,. > R(iJ).

(4.3)

donde 9. es el peso específico 'lile tendría en Sil sllperficie, ,. = Ro, el plalleta sill defor-
mar [15J. Los coeficientes 1\.1 y tic SOIl det.erminados exigiendo quc el gradielltc <1('\1 sea
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continuo eu la superficie. Coucretamente, eu l' = R( íI) es

DFa;: ~ y.[I + (1 - ",)cP(íI)] ~ y.11 + (3", - 2)eP(íI)],

I DF
-;: DíI ~ y.ti,cseu ílcosíl ~ 2g.ti,esenílcosíl,

de donde resulta fácilmente tii = G/5 Y ti, = :1/5.
La importancia de la rotaCi('lll es medida por el coeficient.e

,.-
y.

(4.4 )

(4.5 )

El paso siguieute es encoutrar el valor d•. , asociado a la •.lipticidael e, o SI'a, tal que
se satisfagan (2.7) y (2.8), o sea la relarión ele o(íI) con la forma ele la Tierra y con la
dirección de la gravedad y. Hay dos forlllas de \'er la COl'l'(,spolleiellcia cntre ( y c. Podemos
pensar que el planeta es líquido y UDSpregulItamos cuál es la rotación a capaz de producir
la elipticidad e. También podemos pellsar que el planeta ('s súlido pero sin fricción, y nos
preguntamos cuál es la elipticidad e que produce una fuerza hacia los polos tal que UlI

cuerpo pucda rotar con n~locidad angular n, es decir. tal que se vca quieto en el sistema
no-inercial de nn terrícola. Para hallar la respnest a reemplazamos la expresión (4.4) ele la
fuerza gravitatoria en la (2.8); nsando ". = :l/5 se obtiene

_1'(12 selll} cos íI - ~C!I. sen íI cos íI = -'1 sen (l,

"¡ 2 I,.Il'('os 1) - y.[I - ~eJ!(I1)1 = -yros",
(4.G)

En ('sta pClIa('iúll el ;lllgll\O (1 dl'iJ(' ser tal q\l(' la COlllpolltnte lJOrizolltal del P('SO t'~Bula.
g. y == U. H""lUplazaudo f'l ,'alor (,1.2) d,' (l, ,"'bido 'a la "lipt i('idad t"rr('stn', ('u la prilUera
eCllaci611. se ohtielle el resultado de :\('\\'tOIl

(4.7)

Otra forma equivalente de {,lIColltrar es1 a relación es ('xigielldo que el geopotcncial V -
1'2í)2 ('os2 íI/2 sea coustaute eu l' = I1(iJ).

Usando estos resultados ('11 la primera de las tCUaciOlH.'S (4.G) se ve quc la compo-
nente iJ lh. la fuerza gra\"itatoria. -r-1üF/ü¡'). es 3/2 \.('("cs mayor quc la correspondiente
componente dI' la fuerza ("('l1trífuga1 _I'n'l S('ll 1)COS1); el cambio del campo gravitatorio
debido a la (lt-formaciúll (!PI plancta cs lllllY importante (\'éasl' Fig. --lh). En cuanto a
las cOlUpoueut"s radiales, usaudo ('oso ~ 1 Y (4.7) •.u la seguuda d(' las Ecs. (,I.G), se
encucntra que la gravcdad 1'11 llll PUlltO ("lIalqllil'ra de la superficie del planet.a est<\ dada

por

y( íI) ~ y. (1 + ,/G) - y. (f / ,1)('os2 íI - y.' (,0,2 íI.
~

Gravit ari() 11 Ceut rífuga (4.8)
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Por lo tauto, eu lo que se refiere a las variaciones del peso cou la latitud, la fuerza
centrífuga es cuatro veces más importaute que la parte de la gra\'itatoria debida a la
deformación del planeta. Esta ecuación es consistente con la obtenida por Laplace [81 eu
1778:

(4.9)

donde ge es el peso específico en el ecuador, sólo que la deducción de Laplace es más
geueral, ya que uo supoue uu planeta simétrico, es decir, utiliza l' = R(.\, iJ) en vez de la
aproximacióu r = R(íJ) usada aquí.
En su libro sobre la fuerza de Coriolis, Stommel y Moore [16] presentan el cálculo

de la deformacióu de la Tierra debido a Huygens [l7j, en el cual se comete el error de
suponer DV/Di) = O a la hora de calcular y se obtiene un ángulo o(íJ) que es 2/5 del
correcto. Sin embargo, Stollllllel y ~loore llegan <le t.odos modos al resultado correcto
de las desviacioues horizoutales, Eco. (2.9) y (2.11), ya que sólo se ,"'('('sita saber que
" = 0(112) para obteuerlos.
Para la Tierra [l81 es Re '" 6378.2 km y Rp '" 6356.8 km, por lo que e '" 1/298 Y

R. = v'R;Rp '" 6371.1 km. Por otra parte, con g. '" 9.82 m/s2 es < '" 1/290 que cou
(4.7) predice uua elipticidad de 5</4 '" 1/232, que es un 28% mayor que la observada.
Esta discrepaucia es atribuida a la distribución inbomogénea de masa (véase Problema
G), y constituía lIlla preocupación en la época de Laplacc, cuando se quería establecer UIl
sistema de l)('sa..'3y lIlcdidas 10 más '¡t1l1in ..'r~al" posible. De (4.2) se ve que el valor máximo
de 101 es igual a c (y ocurre eu ,) = :1:45°). Para la elipticidad de la Tierra este ,ingulo ('S de
tan sólo 11.5 milllltos de arco; es por eso <¡II(" desde HII punto de vista práctico. St' plll'de

trabajar en una geometría esférica (.\, iJ, r) ignomndo al mismo tiempo la compo'Jeute ()
de g. Desde el punto de vista conceptual, sin embargo, la diferencia entre los dos sistemas
de coordenadas relacionados por (3.1) es fundamental.
Con los resultados de esta sección podemos evaluar la importancia relativa de ambas

contribuciones al desplazamiento meridional (3.7): de (4.2) es sen o ~ 2e sen íJ cos íJ, por
lo que, usando la definición (4.5), la razóu entre el primer y segundo término en el lado
derecho de (3.7) es igual a 2</5e. Por ejemplo, para un planeta homogéneo es 2</5e = 8/25,
eu virtud de la relación (4.7) de Newtou, es decir la contribución de t:.y debida al áugulo
eutre g y la dirección de la torre, Ec. (3.5), es 3.125 veces mayor que la debida a la fuerza
de Coriolis en el plano horizont.al (segundo versus primcr término en el lado dl'l'('('liO de
(3,6)). Sumando ambos t.t~nl1il1os en (3.7), para un plancta homogéneo se obtiene

n2h2
t:.¡¡ = - '11 sen iJ cos íJ--.

9
(4.10)

(Esta f"nuula fu" verificada analítica y numéricamente.) A pesar del factor 33/8 = 4.125
respecto de (3.4) esta desviación sigue siendo IIlUY pequeña (por ejemplo, para h = 100 m
y iJ = :1:45° es t:.¡¡ = :1:7.5 ¡lln), por lo que la pr"dicción (2.11) de La]>lace está más que
confirmada. Sin cmbargo, cs interesante sabrr que la pl'edicciólI obteuida con coordcllada ..'i
cartesianas ell la Sec, :3 110 es dd tudo correcto, pues aun para uu d('splazalllicllto tan
pl'quciio la HU llllifol"luidad dl'1 call1po g es importante.
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5. LA EXPLICACIÓ:" DE U:"A OBSERVADORA II'ERCIAL

Hasta el lHOlIll'llto hemos visto cómo fue Laplacc, en sus estudios del movimiento de las
aguas 18] y los cncrpos Cll caída lihre [7]' qlli('1l dio la formulación correcta de la lIlcní.llica

en un planeta Pll rotación, en términos de coordenadas fijas al planeta. Concretamente.
Laplace descubrió la fuerza ..de Coriolis" autes de que éste publicara su trabajo [01 y
mostró que la fuerza ceutrífuga aparece sólo en las definiciones de la dirección vertical y
de la gravedad efectiva locales. Aunque esta descripción de los fenómenos, en un sistema
fijo a la Tierra, es claramente la más sCllcilla, es justo preguntarse cómo los explica una
observadora. inercial, fija al espacio absoluto, quien no utiliza ni la fuerza oc Coriolis ni la
centrífuga, sino sólo la fuerza gravitatoria G = - VV para calcular el movimiento.

Para rcspouder esta pregunta. se puede utilizar un sistema de coordenadas esféricas
fijas al espacio absoluto, las que son

(,\',1)', ,.') = (,\+ rH, iJ, ,.). (5.1)

En adelante suprimiré la prima de {J' y 1", ya que en este caso particular los valores de
estas coordenadas coinciden con los de iJ y 1".Para obtener el lagrangiano y las ecnaciones
de movimiento hasta hacer n = O en las Ecs. (2.2), (2.3) Y (2.4), con V(iJ,") de (4.3). Del
hecho que V no depende de ,\ se deriva fáeilmente la ley de conservación del 1110mento
angnlar en la dirección del eje simetría Z:

Mz = ,.2("os'iJ~' = cte.; (5.2)

en función de las variahles del sistema no-lineal es Mz = ,.2 cos2 iJ(~ + n) = ,.cos iJ(u¡ +
1'nCosiJ). Nótese quC'para ohtener el teorema (5.2) es necesario para ~' = sec17u/I/1'; no
se pnede aproximar a 1"por 11: al hacer el tratamiento del problema desde el pnnto de
vista del sistema inercial la geometría esférica es fundamental.

En el instante en que la piedra es dejarla caer, S11 velocidad angular respecto del sistema
inercial es ~, = n, ya que ésta es la de todos los puntos fijos al planeta. Luego la longitud
'\'(1) puede ser hallada integrando la Ec. (5.2), es decir,

, l' ,.2(0) cos2 iJ(O)
'\(I)='\o+n ~(.) 2iJ()ds.01SCOS s

(5.3)

Aunque la ,.ariaClOn de ~, está delerminada por las de ,. y Y. comparando (2.12) con
(2.13) se ve facilmente que la influencia tle ,)(1) es un factor de 0(0) = O(e) inferior a la
de r(t). La explicación de la observadora inercial es entonces lIlUY sencilla: al a~'eITarse a
la Tierra, 1"(t) < 1"(0), el cuerpo en caída lihre aumenta su velocidad angular, ,\'(1) > n,
y es por eso que se adelanta a la torre, A' > ni, la que por c~tar fija a la Tierra tiene una
velocidad angular n (véase Fig. fi). Cuantitativamente, de (2.12) y (5.3) es

n, ¡3
'\'(1) = '\(1) + ni '" '\0 + ni + ;~o . (5.4)
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FIGUHA G. Explicación inercial de la C!es\'iaciún hacia el oriente. Consen'ación del tllOIllcnto an-
gular (v.gr., segunda Ley de Kcplf'r) Ilace que la velocidad angular absoluta dc la piedra é\lllll('lItc

al acercarse al centro de la Tierra, y por lo tanto ~c adelanta a la base, cuya velocidad angular es
constante. La desviación es por lo tanto mllY pcquef1a al principio, lo que se aprecia muy Lieu en
la Fig. 5. La predicción (incorrecta) de Newtoll utilizaba conservación de la velocidad horizontal.

Como la lougitud de la torre eu Pi sistema iuereial es),' = ),o+S1t, Pi valor de Ro ('Os do()"-
),0 - S1t) 1= Ro ('oS1'lo(), - ),0)1 eu t = 1, da la desviaci6u hacia Pi orieule observada por
un terrícola; usaudo t, de (1.1) es f,ícil ver 'PI(' se obtieue la f6rmula (2.U) de Laplan'.
Podría pCllsars(' qllt' la trayectoria de la piedra cs \l1l arro dl' tilla órbita keplerian<l

clásica, pero no es a,:jÍ. La explicación de HIla observadora illercial est ti basada e11 la COll-
servaci<Í1I de la COlllpouellte Mz dellllomellto allgular ell la dil'ecci611 del eje de rotaci<Íu (y
de simetría). Las otra~ dos eOlllpouelltes dellllollleulo allglllar (JJx, M1,) 110se cOlIser\"all.
ya que la fuerza gravitatoria uo es exactauH'lltl' c(.'lItral iJF/DO 't. o: Si las trrs compolleutes
del momento angular se conservaran, la trayectoria estaría contenida en un plallo y su
proyección sobre la esfera (A', il) sería l1l1arco de círculo Imtximo, <lIH' corresponde a

(5.5 )

(véase prohlema ¡). Sill elllbargo, las solnciOlH's (2.13) para ,1(1) y (5.4) para ),'(1) illdicall

e , 2c>v = --selldocosvo(C>),) ,
f

(5.6)

por lo que la uo (,ollservacióll de las componentes X y Y del momento angular es relati-
vamente importaute" Por ejemplo. para el caso de UIl planeta homogélleo la obsl'rvadora
obscn"a HU valor de ~lJ que ('S igual a 5/2 del qtlt' ("OlT('spoudc a círculo máximo (\"l;a5("
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FICUHA 7. Trayectoria (le caída libre en las coordenadas de longitud )..1 y latitud iJ de una obser-
\'adora inercial; la proyccciülI de la torre en este plano es indicada con línea gruC'sa. El punto de
vista es en la dirección radial (eje ;[3 de la Fig. 4) Y uo en la dirección de la torre (eje z ell aquella
figura). Las líIlCa..'5 de plintos son paralelos de latillld:Oo para la base de la torre y iJ(O) para su
punta. La línea cortada indica un afCO de círculo máximo, que es la trayectoria que tenuría el
objeto si el campo G fllera exactamcnte radial (eH cuyo caso se conscrvaríaula.s tres componentes
delmomcllto angular). La.s escalas hall sido grandemente distorsionadas por claridad; Ia..o;;distancias
típicas ,on: entre los paralelo, lIolvo -,)(O)J = O(dlll), desplazamiento zonal Jlo ens ')of1t, = O(klll),
neta al oriente ~.r = Uo COS1)o!.,\I(tc) - >'0 - n/el = O(CIIl), y desviación neta hacia ('1 ecuador
:e.y = lIo[v(t,) - ,)01 = 0(10 /1111).

Fil;, 7). Es importante recordar que este valor de D.l? es precisamente el necesario para
dar el desplazamiento meridinnal (prácticamente) nulo, es decir, la Ec. (2.11) de Laplace.
El error de Newton, que lleva a la expresión incorrecta (1.4), fue suponer que era la

velocidad "horizontal" (r cos ;),.\') y no el momento angular (,.2 C082 iI"\') lo que se mantenía
constante. El desplazamiento hacia el oriente en el sistema inercial (lIcosilíltc) no es
demasiado grande (lino o dos kilómetros), por lo que es instructivo también analizar
el problema en coordenadas cartesianas inerciales (.T', y', ::') tales que el eje ::' coincide
illicialmclltc con la dircceióll de la torre. Aruol'd [5] scüala que al dcspla~alllicllto hacia
el oriente debido a la diferenci" de velocid"d horizontal de la base y la punta de la torre
(cousiderado por Newton) hay qne agregarle otro despl"zamienlo haci" el poniente, debido
,,1 cambio de orientación de la fuerza de atraccióu gravitatoria G. Es fácil ver que en el
orden más bajo la ecuación de movimiento de la piedra es

.., , /11x = -x g. o. (5.7)

Usaudo las coudiciones ¡uiciales .r'(O) = OY :;:'(0) = n(lIo + h) cos ,) ,e obtiene fácilmente

, ( 91.
3
),r (1) '" nllo cos ilt + nrosil ht - 31 . (5.8)

El primer ténniuo del lado derecho es igual al desplazamiento de la base de la torre, por
lo que el segundo es 1" deflección que sufre 1" piedra: entre paréntesis se observan las
dos contribuciones menciunadas por Arnol'd. Al ('valuar el segundo término eH t = te
se obtiene nuevamente el :e..¡: dado por la fóruml" (2.9) de Laplace. (Amol'd se!iala que
podría ser que la contribución negativa fuera mayor que la considcrada por r\c\\'ton y la
desviación Bcta fucra hacia el ponicnte, pero desde el punto de vista de la conservación
del momento angnlar (5.:J), esto 110 es posible.)
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6. CO¡-';CLUSIO:->ES

Laplace [7-8J mostró la forma más sencilla de derivar las ecuaciones de la mecamca
en un planeta en rotación: escribir el prillcipio de trabajos virtuales (o, mejor aún, el
lagrangiano) formalmente en coordenadas cartesianas en un sistema inercial, pero a su
vez escribir a éstas en función de coordenadas esféricas cn el sistema en rotación. En
esta forma las fuerzas centrífuga .,,' la que ahora se COnoce como "de Coriolis" aparecen
automáticamente. Laplace también mostró que la fuerza ceutrífuga se emplea solamente
en la redefinicióu de la direccióu vertical y gravedad locales; la variación de la fuerza
gravitatoria debida a la dcformacióu de la Tierra (respecto de una esfera perfecta) es
iguahncnte importantc. LapIace también calcul6 correctamente ambas componcnt.cs del
desvío. respecto de la vertical, que sufre un cuerpo en eaída libre. La obsel'\'ación del
desplazamiento, pcqueilo pero medible, hacia el oriente, había sido sugerido por Nc\',.'ton
como una prueba de la rotación terrestrc. Sin embargo, el razonamiento de Newton (con-
servación de velocidad horizontal en vez de la compouente del momento angular en la
direceión del eje terrestre) era incorrecto y resulta en un valor demasiado grande por un
factor de 3/2. Finalmente, Laplace también demostró que el desplazamiento meridional
es nulo, contra lo que Hooke había predicho y tanto él como los que le siguieron había
creído ohservar. Usando coordenadas cartesianas locales se predice Ull valor millúsculo
pero incorrecto de este desplazamiento, debido a la fucrza horizontal de Coriolis. Esta
fuerza sí es responsable de la precesión del péndulo de Fotlcault, que es el experimento
que terminó de convencer a los ('seépticos de la rotación terrestre,

El problema de la caída libre está caracterizado por cinco parámetros pequeúos: el
ángulo n entre la vertical local y la dirección al centro de la Tierra, la elipticidad e de la
Tierra, la razón f. entre las fuerzas centrífugas y gravitatoria en el ecuador, el ángulo v
que gira el planeta durante el tiempo de caída, y la altura relativa de la torre /', o sea

-1 (R'(O))
n=-tan 11(0)' e = 1 <=

h
/' = R (6.1 )

Logicamente, no t.odos estos panimetros SOIl independientes: ü es del orden de e por Ulla
simple razón de geometría (4.2); luego e es del orden de <, pues ell la horizontal debe
haber \In balance entre las fuerzas gravitatoria y centrífuga (4.7); finalmente, la fórmula
(1.1) del tiempo de caída indica ,,2 = 2</l. Valores típicos corresponden a las relaciones

1 » o ~ e ~ < » v » Ji. (6.2)

La enorme desviación hacia el poniente, cuya ausencia se esgriJnía como un argumento
en contra de la rotación terrestre, es del orden de vR; en cambio, la pequeña deAección
llx hacia el oriente, predicha por Newton y corregida por Lap!ace, es del orden de vh. El
cambio de latitud durante la caída corresponde a una distancia llx2 del orden de oh ~ eh;
sin embargo, el desplazamiento horizontal hada el ecuador 6y es lIluchísimo fileno!', del
orden de f/Lh, por lo que para todos los efectos prácticos se lo puede considerar nlllo, como
dedujo Laplace.

Hooke fue el primero en realizar el experimento de caída libre para verificar la realidad
de la rotación terrestre, además uc afirmar haber medido \lila desviación hacia el ecuador
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maY07' que aquél hacia el oriente. Sin embargo, el valor de .6.x para el experimento de
Hooke es de 0.3 mm, por lo que no pudo haberlo detectado. Laplaee propone en su
artículo [71 el utilizar el pozo de 54 m existente en el Observatorio de París; el pozo
que señala fue hecho expresamente para experiencias de este tipo. Luego de calcular la
desviación hacia el oriente de la fórmula (2.9) dice que "el acuerdo de este r<'sultado con la
experiencia mostrará el movimiento de rotación de la Tierra". Para ('sa época (comienzo
del siglo pasado) aparcntcm('ntc varios investigadores habían intentado el experimento:
El Editor de la revista dice que Guglielmini lo había hecho en 1791, desde una altura h =
78 m, midiendo L'.:r = 1.8 ("lIlY L'.y = -1.1 cm. Aunque no se cita la latitud, la defleeeión
hacia el oriente es del orden de un factor 2 demasiado grande y la desviación hacia el
eeuador es inmensa frente a la predicción teórica de la Ee. (4.10). También llezenberg hizo
en 1802 el experimento en llamburgo desde una altura h = 76 m, obteniendo L'.x = 8.8 m
y D.y = -3.4 mm; el primer valor es muy cercano a la predicción teórica y el segundo es
demasiado grande, eOlllo ya se señaló.

Estos experimentos 5011 poco precisos y sospechosamente cercanos a los prejuicios
del momento (en particular, ulla desviación considerable hacia el ecuador, que Laplacc
demostró ser incorrecta). G. I3ruhat [IU] indica <tIU' la experiencia fUl' hl'cha 1lIá.., cui-
dadosamente por TIei("h, en el pozo de nna mina de Freyberg (í! = 51°) en 1831, con
\lila caída considerabl('lIlellt.e mayor que los anteriores, h = 158 m (recuérdese que .6.x
aUlllcuta C01110 la pot.ellcia :3/2 dc h). En est.e experilllPllto ya hay resultados estadísticos:
IOG caídas dieron \lila desviación entre 2.7U cm y 2.87 cmi la predicción teórica cs de
2.74 cm.
l'io fue sino hasta 1851, euando Foueault hizo su célebre experimento con el péndulo,

en que se disipó cualquier duda que hubiera sobre la realidad de la rotación terrestre. La
genialidad de FOllcau1t .consiste en que CHSil experimento, y a difercJlcia del mucho lIlás
difícil de caída libre, los efectos de la rotación teITestre. aUllque peqlletlOs, se aculIlulan.
En la notación de este ("apit nlo, para el experillll'nto de Foneault es " = O( 1) en vez del
de la rotaeión (6.2).

P ItolJLBtAS

Problema I.~lejorar el análisis que He,.a a la Ec. (1.1) agregando una fuerza de fricción
proporcional a la velocidad, es decir, resolviendo'; + !:/Y = -!J, z(O) = It )" !:(o) = O,
donde T es una constante de decaimiento. Demostrar que el resultado de la Ec. (1.1)
para el tiempo de caída camhia scnsihlemente para alt.uras supcriores a gT

2
. ¿Cómo se

modifican los ejemplos presentados luego de \;, Ec. (1.1) si la fricción es tal qne !Jy2 =
lOO m.!

Problema 2. Mejorar el an,ilisis que lleva a la Ec. (1.1) teniendo en cllellta 'lile la atracción
gravitatoria disminuye COIllO el cuadrado de la distallCia al ccntro de la Tierra (U + .::).
donde Res cl radio de la TieITa. Para resolver la eClla<'ióll

z=
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conviene primero demostrar que se conserva la energía

1 .2 g1l2 g1l2
;:¡Z =-----
. lI+z R+II

y luego hacer el cambio de variables z(t) = h - (R + h) cos2 ((t). Respuesta: te está
dado por el valor de la fórmula (1.1) muir iplicado por (o csc(2(0) + sec( (0)/2, doude
tan2 (o = h/ R. ¿Cómo se modifican los ejemplos preseutados luego de la Ec. (1.1)? N.13.:
Tomar R = (40 Mm)/2" = 6.36 Mm.

Problema 3. La Ec. (2.6) puede s('r escrita en la forma x = g - 2nn x X, donde g es
uniforme (hacia abajo) y n es uu vector unitario (n . n = 1) eu la dirección d'" eje
de rotación terrestre. Encontrar la solución exacta para lIlla condición inicial arbitraria,
x(O) = Xo y x(O) = vo, demost.raudo eu primer lugar que

x(t) = Vo + g. n ni - n x (s x n)(1 - cos 2nt) + s x n seu 2nt,

doude s := Vo - g x n/2n, y luq;o int.egraudo en el t.i('mpo.

Problema 4. En base a los result.ados del problema anterior, con n = (O,cos(iJ+a), seu(iJ+
a)) y g = -g(0,0,1), resolver los problemas de caída libre, x(O) = (O,O,k) Y x(O) =
(O, O, O), Y el de un cuerpo que es arrojado desde el suelo hacia arriba de manera que
llegue a la altura h, x(O) = (O, O, O) Y x(O) = (O, O, -/2gh). ¿Cómo se compara el Ll.x de
ambos casos?

Problema 5. Demost.rar que la., expresioues (4.1) y (4.3) son exact.as para uu plauet.a
esférico y homogéueo, e", O, que ('1 volumeu correspondieut.e a ,. :S R(11) en (4.1) es igual
a 1"R: + 0(c2), y que

mientras que

En consecuencia, (.1.:3) es una forllla correcta para el pot.encial gravitatorio dentro y fuera
de la Tierra.

Problema G. Considérese Ull planeta levemente inilomogéllCO, con la forma de un elipsoide
de revolución (4.1); el pot.encial gravit.at.orio eu el ext.erior y cerca de su superficie est.á
dado por la segunda línea de (4.3). Debido a las in homogeneidades, los parámet.ros e y €

110cstáll relacionados por (4.7), sino que deben ser considerados independientes. ivfostrar
que la coudición de verticalidad de la gravedad, Ecs. (2.7) Y (2.8), requiere

€ = 2e(1 - "e),
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y que la gravedad local está dada por

Evaluar estas expresiones para el caso de la Tierra: e '" 1/298,9, '" 9.82 m/s2 y' '" 1/290.

Pro hlema 7. Utilizar coordenadas esféricas inerciales (>.", ¡J", r), tales que la hase de la
torre esté sobre su ecuador, es decir en (>.",¡J",r) = (O,O,Ro). La transformación entre
coordenadas se encuentra fácilmente haciendo una rotación de 190de los ejes cartesianos
(X, Y, Z) a nuevos ejes (X", Y", Z") Y utilizando (2.1); el resultado es

(

cos¡JCOS(>" - >'0)) (cos¡Jo °
cos ¡Jsen(>.' - >'0) = O 1

sen ¡J sen ¡Jo °
- sen ¡JO) (COS ¡J" cos >''' )

O cos 1)" sen >.." ,
('os va setl iJ"

donde, a su vez, >..' = ..\+ fU. ~Iostrar <¡ue las ecuaciones de movimiento son

{

U'; := ,.cos ¡J"ji'
u~:= nJ"

" .u3:= T

y

./1 011 UII _1.(jI/O\!
11 1 + a2 113 - a3 U2 = - r sec v a>..11

./1 11 1/ fI If DV
113+a¡uZ - aZUl =--D,.

donde (a~, a2' a3) = (~"2Ir. "U,., ,,';tan ¡J"/,.) y tal que \1 está dado por la segnnda línea
en (4.3), con

P( ¡J) = ~- (<:os110sen ¡J" + sen ¡Jocos ¡J" cos >.")2.

El momento angular inicial está en la dirección del eje Z". Demostrar que la componente
en esa dirección no se conserva, es decir,

. D\I
Mz" = --- t O,, D>'''

donde 1\1 z" = 1'2 C052 {lit ~I/.

Finalmente, demostrar quc si las tres compOllclItrs del momento angular se conserva-
ran sería 1)"(t) = O Y que esta órbita corresponde a un círclllo máximo sobre la esfera
(>.', ¡J, Ro), para el que, en el orden más bajo en >." se cumple (5.5).
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