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RESUMEN. En este trabajo se discute un enfoque estocéstico para describir procesos de agregacién
que ocurren en sistemas dispersos. Suponiendo que estos procesos son estocasticos y markovianos,
se construye explicitamente una ecuacién maestra para la distribucién de probabilidad P(m,t) de
que el sistema tenga m; ciimulos de tamafio k al tiempo ¢. A partir de esta ecuacién se muestra
que el valor medio del tamaiio de ciimulo obedece la ecuacién macroscopica de Smoluchowski, en
términos de la cual se describen usualmente tales sistemas. De esta manera se exhibe que la des-
cripcién estocdstica contiene a la descripcién estadistica usual como caso particular. Se menciona
qué tipo de informacién adicional contiene la descripcién estocastica respecto a la de Smoluchowski
¥y, en particular, se discute brevemente cémo pueden calcularse los momentos superiores de la
distribucién de probabilidad P(m,t) y su relacién con las fluctuaciones en el nimero de ctimulos.
También se comenta sobre la relacién entre este método y otros usados en la literatura.

ABSTRACT. We discuss a stochastic approach to describe some aggregation processes that occur in
disperse systems. We view these processes as stochastic and Markovian and we construct a master
equation for the probability distribution function P(m, t) to have my aggregates of size k at time ¢.
From this equation we show that the mean size of a cluster obeys the Smoluchowski’s equation, in
terms of which the usual description of aggregating systems is made. In this way it is then exhibited
that the usual statistical description is contained in the stochastic description as a particular case.
The type of additional information that is contained in the latter with respect to the former
description is pointed out; it is also indicated how the higher order moments of P(m,t) may be
calculated and its relation with the fluctuations in the number of clusters is given. We also comment
on the relation between the method developed in this work and others used in the literature.

PACS: 05.40.+j; 82.35.+k; 82.70.Gg

1. INTRODUCCION

Un sistema disperso es aquel que estd constituido por un gran nimero de particulas
liquidas, sdlidas o gaseosas de diferentes tamafios, inmersas en un fluido. En estos siste-
mas, una fase se dispersa en otra, de tal forma que pueden ocurrir diversos procesos de
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transporte de masa, momento y energia entre ellas. Algunos de estos procesos, llamados de
agregacién, producen un cambio en el nimero de particulas de una cierta clase o tamano
en funcién del tiempo. Los procesos de coagulacién aumentan el nimero de particulas
de un cierto tamaifio, mientras que los de fragmentaciéon disminuyen su nimero. Otros
ejemplos de procesos de agregacién, que pueden ocurrir en un sistema disperso, son la
sedimentacién, la cristalizacién, la evaporacién, etc. En este trabajo sélo se consideraran
procesos de coagulacién y fragmentacién.

Los fenémenos de agregacién en sistemas dispersos ocurren en campos muy diversos de
la ciencia y la tecnologfa. En el campo de la medicina, ejemplos de procesos de agregacién
se encuentran en fenémenos como el crecimiento de tumores, aglutinacién antigeno-anti-
cuerpo o la agregacién de eritrocitos [1], entre otros. En meteorologia y ecologia los pro-
cesos de agregacion intervienen en fenémenos como la coalescencia de particulas de humo
y la contaminacién [2] y dan lugar a la formacién de sistemas dispersos como las nubes.

Por otra parte, como ejemplos de sistemas dispersos de interés en ingenieria, pueden
mencionarse los aerosoles que se desarrollan en turbinas, hornos y miquinas de com-
bustién interna [3], en los que tienen lugar procesos de evaporacién, nucleacién y com-
bustién. En ingenieria quimica, diversos sistemas dispersos se producen como consecuencia
de fenémenos de agregacién muy diversos como son la polimerizacién en suspensién y
emulsién, atomizacién, molienda, absorcién de gases, etc., los cuales ocurren en sistemas
como reactores de lecho fluidizado [4], columnas de burbujas [5], sistemas de extraccién
liquido-liquido, etc. En el campo de la ingenieria nuclear, los aerosoles que se producen
en el subsistema de enfriamiento de reactores de potencia, adquieren vital importancia
en lo que concierne a la seguridad del reactor [6]. En quimica los sistemas dispersos se
presentan en fenémenos como la formacién de geles o en la floculacién de coloides [7], etc.

Dada la diversidad de situaciones en que ocurren los fenémenos de agregacién es evi-
dente que pueden ser analizados desde puntos de vista muy diferentes. Asi por ejemplo,
cuando se utiliza la conexién que existe entre la estadistica de polimeros, la percolacién
y los fenémenos criticos (8], se les caracteriza en términos de leyes de escalamiento y
universalidad. En este caso, estos fenémenos se estudian considerando la evolucién tem-
poral de la distribucién de tamanos de las particulas que se agregan para formar cimulos
més grandes o que se fragmentan para dar lugar a otros mds pequeifios. Por otra parte,
la teoria de fractales [9], describe a los fendmenos de agregacién en términos puramente
geométricos, considerando que no es necesario describir al sistema en términos de una
hamiltoniana o utilizando la mecénica estadistica.

Cualquier evento que tenga como consecuencia la creacién espontdnea de particulas
o la aniquilacién de particulas existentes es, estrictamente hablando, un evento proba-
bilistico. Es posible formular una descripcién mds completa de los sistemas de agregacion
en términos estadisticos, es decir, en términos de distribuciones de probabilidad. Sin em-
bargo, una descripcién estadistica no implica necesariamente un modelo estocastico. La
diferencia fundamental entre ambas descripciones radica en la importancia de las fluctua-
ciones de las variables de estado mds relevantes. Asi, por ejemplo, es necesario introducir
una descripcién estocdstica de un sistema aunque tenga una poblacién pequena, si las
fluctuaciones en el nimero de particulas son importantes; pero puede describirse una
poblacién grande con un modelo estadistico y determinista, en donde sélo se considera
el comportamiento promedio, cuando las fluctuaciones alrededor del valor promedio son
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despreciables. Cuando las fluctuaciones son importantes no basta con conocer el prome-
dio, también es necesario tomar en cuenta momentos de orden superior de la funcién
de distribucién de probabilidad del proceso. Es bien conocido que cuando los sistemas
se encuentran en equilibrio termodindmico, las fluctuaciones en el ntimero de particulas
de cualquier tamafio son y permanecen pequeiias, pero existen situaciones fisicas en las
que éstas pueden aumentar considerablemente. Esto ocurre con frecuencia en sistemas
dispersos multiestables, no lineales, que se encuentran en estados fuera de equilibrio. En
estos casos las fluctuaciones son grandes en la vecindad de los puntos de transicién (10]
porque estos puntos representan el limite de estabilidad de los estados estacionarios y las
fuerzas termodindmicas que mantienen estos estados se anulan a medida que el sistema se
acerca al punto de transicién. Ya que la naturaleza del incremento en las fluctuaciones es
una caracteristica de cada sistema especifico, las fluctuaciones en las variables de estado
son una propiedad importante que se debe tener en cuenta al estudiar la dinimica de
estos sistemas. Esta situacién se presenta, por ejemplo, para un sistema coagulante que se
encuentra cerca de la transicién de gelacién [11] o cuando un sistema multidisperso alcanza
un estado de equilibrio inestable en donde pueden desarrollarse estructuras macroscopicas
en la distribucién espacial de los reactantes [12]. En consecuencia, dado que la magnitud
de las fluctuaciones es una medida de la validez de una teoria macroscopica, es de interés
tanto tedrico como préctico estudiar las fluctuaciones alrededor de su valor medio.

El propésito fundamental de este trabajo es describir dos puntos de vista a partir de
los cuales se han estudiado los procesos de agregacion en sistemas dispersos. El enfoque
tradicional, basado en la ecuacién de Smoluchowski, es exclusivamente macroscipico,
pero estadistico; el segundo es mds reciente, se basa en la ecuacién maestra y concibe a
los procesos de agregacién como procesos estocdsticos de Markov [13,14]. En este articulo
se muestra que el punto de vista estocdstico es mds general y contiene al estadistico
determinista usual como caso particular. Mis especificamente, se muestra que la ecuacién
de Smoluchowski es la ecuacién para el primer momento de la funcién de distribucién de
probabilidad del proceso estocdstico descrito por la ecuacién maestra.

Para este fin se ha organizado el trabajo de la siguiente manera. En la Sec. 2 se des-
cribe el enfoque macroscépico basado en la ecuacién de Smoluchowski, el cual se obtiene
realizando un balance de poblacién de particulas de un tamaiio dado. En la Sec. 3 se
describe el punto de vista estocdstico y se analizan los eventos elementales que dan lugar
a la interpretacién de los procesos de agregacién (coagulacién y fragmentacién) como
procesos estocdsticos markovianos y se construye explicitamente la ecuacién maestra para
la funcién de distribucién de probabilidad conjunta asociada. En la Sec. 4 se obtiene, de
la ecuacién maestra, la ecuacién para el primer momento de la funcién de distribucién de
probabilidad conjunta y se muestra que es precisamente la distribucién de tamaiios que
obedece la ecuacién de Smoluchowski. Se menciona también que diversos momentos de la
funcién de distribucién de tamaios representan cantidades fisicas medibles.

2. DESCRIPCION MACROSCOPICA

Ya que los sistemas dispersos tienen un gran nimero de particulas, los procesos de agre-
gacién cambian continuamente el nimero de particulas de cada tamafio (15], debido a
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que se fragmentan formando nuevas particulas o coalescen con otras dando lugar a otras
de mayor tamaiio. En consecuencia, cambia continuamente el nimero de particulas de
un tamaiio determinado y es necesario utilizar métodos estadisticos para describir estos
cambios. La idea central de la descripcién estadistica macroscépica, en donde sélo se
considera el valor promedio del niimero de particulas (balances de poblacién), es formular
una ecuacién de balance para el nimero promedio de particulas de cada tamano, en
términos de variables discretas o continuas. Aqui consideraremos sélo el primer caso, sin
embargo, el método se extiende facilmente a un sistema continuo.

2.1. Formulacion matemdtica

Para deducir la forma explicita de la ecuacién de balance es necesario clasificar a las
particulas del sistema de acuerdo a clases o tipos, caracterizadas por ciertas variables
de estado, que pueden ser, por ejemplo, el didmetro, el volumen, la temperatura, la
concentracién, la velocidad, etc. La naturaleza y el nimero de las variables de estado
dependerdn del sistema particular que se esté estudiando. Usualmente se supone que el
sistema se encuentra en estado de flujo continuo, perfectamente agitado, de tal forma que
es espacialmente homogéneo y puede ignorarse la dependencia espacial de las variables de
estado. También se considera que no existe transferencia de masa, ni ocurren reacciones
quimicas entre las interfases de las dos fases dispersas y que sélo ocurren procesos binarios
de agregacion.

Denétese al estado de la particula por el vector R = (Ry, Rs, ..., R,), que representa un
conjunto de s cantidades fisicas que identifican a una particula dada. En el caso mas simple
s6lo interesa considerar el tamafio y entonces R denota sdlo a una variable, el didmetro
o el volumen de la particula, la cual se denotard por el indice k (k = 1,2,.. .). De esta
forma puede decirse que la poblacién estd caracterizada por una funcién de distribucién
de tamaiios de particulas, la cual se identifica usualmente con la funcién densidad de
nimero, Ci(t). Esta cantidad se define como el nimero medio de particulas de tamano k
contenidas en la unidad de volumen al tiempo t. De acuerdo con esta definicién, el niimero
total de particulas N(t) en el sistema estard dado por

N(t) =) Cilt). (2.1)
k=1

2.2. Ecuacion de Smoluchowskt

Los fenémenos de agregacion han sido analizados principalmente desde un punto de vista
exclusivamente macroscépico, en términos de la ecuacién de Smoluchowski [16], la cual
ha sido usada desde 1916 con bastante éxito para describir estos fendmenos en diferentes
sistemas fisicos. En esencia, von Smoluchowski reconocié que los fenémenos de creci-
miento de cimulos son procesos en donde los ciimulos interactian (reaccion). Describio
{inicamente los procesos de agregacion irreversible, esto es cuando sélo ocurre coagulacion
y no fragmentacién, en términos de un conjunto infinito de ecuaciones cinéticas no lineales
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de primer orden para C(t), de la forma

1
dCk(t) =5 Y KijCiCj—CeY_Ki;Cj,  k=1,23,..., (2.2)
i+7=k j

en donde d; = d/dt. Aqui K;; = K(i,j) es el coeficiente o tasa de coagulacién de ciimulos
de tamanos i y j. Representa la rapidez temporal de cambio o tasa con que los ciumulos
i y j coalescen formando un cimulo de tamafio i + j; su forma explicita depende del
mecanismo particular de coalescencia. La Ec. (2.2) describe las posibles reacciones de
coalescencia entre ciimulos de tamafio finito y se le llama ecuacién de coagulacién de
Smoluchowski. Esta ecuacién puede generalizarse para incluir también el proceso inverso
a la coagulacidn, a saber, la fragmentacién y en este caso (reversible) se escribe como

k-1
il
dle(t) = -2— (I(j’k_j CjCk_j - Fj'k_]‘ CL)
Fa=]
00
= Z(I(kj Cij - ij Ck+j), k= 2, 3, vivia (23&)
Jj=1
0o
dC1(t) = = Y (K1 C1C; — Fyj Cuyy). (2.3b)

=1

.

En esta ecuacién F;j = F(i,}) es el coeficiente o tasa de fragmentacién y representa la
rapidez temporal de cambio con que un cimulo de tamaiio i + ] se rompe en cimulos de
tamanos ¢ y j. Al igual que el coeficiente de coalescencia ISij, su forma especifica depende
del mecanismo particular de fragmentacién de los cdmulos.

El sistema de ecuaciones (2.3), que es un conjunto de ecuaciones no lineales que des-
criben los posibles procesos de coagulacién y de fragmentacién entre ciimulos de tamaifio
finito, es en realidad una ecuacién de balance para la concentracién Cy(t). En efecto, el
término de ganancia estd dado por el primer término del miembro derecho y representa
la formacién de un cimulo grande de tamafo k a partir de cimulos mds pequeiios y al
rompimiento de un cimulo de tamafio mayor a & en cimulos de tamafio k. El segundo
término del miembro derecho, representa la disminucién del nimero de k-meros debido a
la coalescencia con otras particulas y al rompimiento de cimulos mas grandes en cimulos
de tamano k. De acuerdo con lo anterior, la ecuacién de Smoluchowski puede considerarse
como una ecuacion de balance de poblacién.

La ecuacién de Smoluchowski fue la primera ecuacién de balance de poblacidn, sin
embargo, es preciso enfatizar que se restringe a considerar el cambio en el tamafo de
cualquier particula debido tGnicamente a procesos de coalescencia y fragmentacién. Pero
éstas no son las tinicas causas que contribuyen a la variacién de Ci(t), porque en general
los sistemas son abiertos y se deben considerar otras contribuciones, como es una fuente
de alimentacién de particulas, en donde debe tomarse en cuenta que las particulas entran
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al sistema con una cierta distribucion de tamafos (la mds usada es la distribucién log-
normal [17,18]). También seria necesario tomar en cuenta el hecho de que las particulas se
mueven con una velocidad local, esto es, que existe un término de arrastre en la ecuacion
de Smoluchowski debido a las corrientes convectivas que entran y salen del sistema. La
ecuacién que resulta de tomar en cuenta estas causas adicionales se llama ecuacién de
balance de poblacién [17]. Esta ecuacién es muy general y, en principio, debe acoplarse
con ecuaciones que describan la evolucién del fluido en que se encuentran inmersas las
particulas.

Cuando la ecuacién de balance de poblacién se escribe en su forma mds general en el
limite continuo, es equivalente a un conjunto de ecuaciones integro-diferenciales parciales
no lineales para las cuales no siempre existe una solucién general. Para resolverlas es
necesario conocer las funciones de distribucién de tamanos a la entrada, asi como las
tasas de coagulacién y fragmentacién. Debido a la naturaleza aleatoria y al corto tiempo
de duracién de cada evento, es muy dificil determinar exactamente la forma explicita
de estas funciones a partir de los datos de observaciones disponibles y, por lo tanto,
frecuentemente se utilizan ecuaciones semiempiricas [18]. Existen soluciones analiticas
s6lo para un niimero muy restringido de sistemas y, por lo general, es necesario resolverlas
numéricamente. Los métodos numéricos mds usados (para resolver casos particulares) son
los métodos de integracién y el de residuos ponderados; una descripcion de estos métodos
se puede encontrar en la Ref. [18].

3. DESCRIPCION ESTOCASTICA

Como usualmente se supone que el sistema disperso estd perfectamente agitado y sus
inhomogeneidades espaciales pueden entonces ignorarse, la ecuacién de Smoluchowski es,
en realidad, una ecuacién formulada bajo la aproximacién de campo promedio en la que se
supone que la probabilidad de que dos cimulos coagulen o se fragmenten es independiente
de la posicién espacial que ocupan y de la distancia que los separa. En consecuencia C(t)
tampoco depende de las coordenadas espaciales. Esta descripcién también ignora por
completo las fluctuaciones en el nimero de cimulos, es decir, la desviacién respecto a su
valor promedio. Sin embargo, estrictamente las fluctuaciones en el nimero de particulas
s6lo pueden ignorarse si el volumen V o la masa M del sistema son infinitamente grandes.
No obstante, en muchos sistemas reales e importantes, como puede ser un reactor quimico
de polimerizacién, el nimero de unidades basicas (mondmeros) asi como el volumen que
ocupan es finito y, como se ha mencionado anteriormente, las fluctuaciones pueden ser no
s6lo importantes, sino dominantes en la evolucién del sistema. Es en ellas en donde se en-
cuentra oculta mucha informacién relevante como es la produccién, dispersién y disipacion
de correlaciones o efectos de memoria y sus consecuencias sobre diversas propiedades de
transporte. Por otra parte, puesto que representan desviaciones del sistema respecto a su
comportamiento promedio, es importante tomarlas en cuenta, ya que son una medida de
la validez de la misma teoria de campo promedio.

Dependiendo de la forma explicita de Kj; y Fij en los procesos de agregacion, en
algunos casos la teoria macroscopica predice una transicién fuera de equilibrio: para un
T Yt dafaida da ta sancerfracidn. ce forma un eimulo de tamano infinito: a este
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fenémeno se le llama gelacién [20]. Para cierta clase de coeficientes de coagulacién y para
condiciones iniciales particulares de las Ecs. (2.3), esta transicién puede caracterizarse
por ciertos exponentes criticos, los cuales han sido calculados, asi como también otras
propiedades tales como la dimensién fractal de los cimulos [20]. Estas caracteristicas y
analogias con las transiciones de fase de equilibrio ya sugieren la posibilidad de desarrollar
una descripcién estocdstica mds completa de los procesos de agregacion. Como veremos
a continuacién, esta descripcién puede formularse convenientemente en términos de la
ecuacién maestra.

3.1. Formulacidn del modelo estocdstico

Considérese un sistema cerrado, espacialmente homogéneo y confinado en un volumen V.
El sistema consta de N unidades y en cada instante de tiempo estd caracterizado por una
distribucién de tamarnios {mi}, en donde m; denota el niimero de ciimulos que contienen
k-unidades (k-meros), con k =1,2,...,N. A un nivel mesoscopico, es decir, intermedio
entre el nivel microscopico y macroscépico, identificaremos un estado del sistema con cada
realizacion de esta distribucién de tamanos, la cual se denotard por el vector m = {mk}:

= (m;,mg,...,mi,...,mj,...,mi_{_j,...). (3.1)

Claramente, m es entonces una variable estocdstica caracterizada por una cierta proba-
bilidad P(m,t), la cual, debido a la homogeneidad espacial del sistema, no depende de
las coordenadas r. En consecuencia, P(m, t) representa la probabilidad de que el niimero
de climulos de tamaiio k al tiempo ¢ esté dado por my.

Si se supone que los procesos fisicos de coagulacion y fragmentacién son procesos es-
tocdsticos markovianos, entonces la evolucién temporal de P(m,t) estard descrita por la
ecuacion maestra de Pauli [13,21]. Esta ecuacién es la forma diferencial de la ecuacién
de Chapman-Kolmogorov, la cual representa una condicién necesaria para que un pro-
ceso estocdstico sea markoviano y expresa el balance de probabilidad para P(m,t) de la
siguiente forma:

OP(m,t) = [WinimP(m',1) = Wiy P(m, 8)]. (3.2)

m

Aqui las cantidades W, v Wy son las transiciones de probabilidad por unidad de
tiempo entre diferentes estados del sistema. El primer término del miembro derecho ex-
presa la ganancia debida a las transiciones de otros estados m’ hacia el estado de interés
m, y el segundo término representa la pérdida debido a las transiciones hacia otros es-
tados. Las transiciones de probabilidad por unidad de tiempo son positivas y su forma
explicita depende del mecanismo fisico particular subyacente al proceso de cambio. En
principio estas cantidades pueden calcularse a partir de tratamientos mds fundamentales,
como la teoria de perturbaciones dependiente del tiempo (regla de oro de Fermi), o a
partir de andlisis cinéticos para diferentes valores del nimero de Knudsen [13]. En este
trabajo tales cantidades se modelardn fenomendlogicamente, de manera que los resultados
quedardn expresados en términos de estos pardametros que aparecen en los coeficientes de
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agregacién, coagulacién y fragmentacién, y no se dard una interpretacién molecular de
los mismos.

Es importante hacer notar que en la ecuacion maestra existen dos escalas temporales.
Una asociada con los eventos elementales que dan lugar a la forma explicita de Wy,
y que ocurren en tiempos muy cortos, y la otra escala de tiempos largos, asociada con
la evolucién de P(m,t). Para un proceso markoviano estas dos escalas estin bien sepa-
radas entre si y es posible realizar aproximaciones sistematicas bien definidas como se
mencionara més adelante.

Por simplicidad, se construird primero la contribucién a la ecuacién maestra debida
al proceso de coagulacién (T¢) y posteriormente se calculard la contribucion debida a la
fragmentacién (T;). Agrupando ambos resultados se obtendrd la ecuacion maestra para
la distribucién de probabilidad P(m,t), es decir,

8,P(m,t) =T. + Ti. (3.3)

A continuacién se calculardn explicitamente T, y Tg.

Es necesario mencionar que una propiedad importante que debe satisfacer esta des-
cripcién es la conservacién de la masa para un sistema cerrado, esto es, la conservacion
del niimero de k-meros en el sistema, lo cual se expresa como

N
> kmi = N. (3.4)
k=1

3.1.1. Coagulacion

Supéngase que al tiempo t + At el sistema se encuentra en el estado [my,ma,...,my].
At se escoge lo suficientemente pequefio de manera que en el intervalo (t,t + At) sélo
exista en todo el sistema a lo mds una coalescencia. Esto es equivalente a considerar a
la coagulacién como un proceso estocdstico de un solo paso [22]. Nétese que el proceso
de coalescencia de dos ciimulos durante el intervalo de tiempo At estd asociado a los
siguientes eventos elementales excluyentes:

i) coagulacién entre ciimulos del mismo tamano,
ii) coagulacién entre ciimulos de diferente tamario,
iii) ausencia de coagulacién.

Ahora calcularemos las probabilidades de cada uno de estos eventos elementales. Si el
proceso de coagulacién es de un solo paso, sélo son posibles transiciones entre estados m,
definidos como '

mg :(ml,mg,...,nl,-+1,...,mj+1,...,mi+j— Lo (35)

puesto que el estado reaccionante tiene un cimulo adicional de tamanos m; y m; y carece
de uno de tamafio m;4j. Al coagular se perderd una particula de cada tamano m;, m; y se
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ganard una de tamano m;4;, llevando al sistema al estado m. La probabilidad asociada
con el estado m. se denotard como P(mg,1).

Ahora bien, la probabilidad de que dos particulas coagulen en el intervalo (t,t + At)
es inversamente proporcional al volumen V', ya que se ha supuesto que los cimulos se
encuentran distribuidos uniformemente en todo el volumen del sistema. Por otra parte, la
probabilidad de que dos cimulos del mismo tamaiio coagulen es proporcional al niimero
de combinaciones posibles de ctimulos de tamafio m; + 2 tomados de dos en dos, esto es,
(m; +2)(m; +1). Entonces, la probabilidad asociada al evento i) estd dada por V=1(m; +
2)(m,- + 1)K;; At.

Por otro lado, la probabilidad de que coagulen dos ciimulos de diferente tamafio en At
debe ser proporcional al mimero de cimulos presentes (m; + 1)(m; +1). En consecuencia,
la probabilidad correspondiente al evento ii) es V=1 (m; + 1)(mij + 1)Ky AL

Sumando ambas probabilidades, el sistema pasard del estado m, al estado deseado m
durante At con la probabilidad

1 o0
G Z Ki; Pl £) [(mi + 1+ 6;5)(m; + 1)] At. (3.6a)

t,j=1

Finalmente, la probabilidad de que no ocurra coagulacién durante At estd dada por

— 1
3 Ky P(m, 1) [1 - 5 (m - 5ij)m.,-] At, (3.6b)
id=1

en donde el segundo término representa la probabilidad de que dos particulas coagulen
independientemente de su tamaifio.

Como las probabilidades de los eventos elementales anteriores, Ecs. (3.6a)-(3.6b), son
mutuamente excluyentes, la probabilidad P(m,¢ + At) de tener al sistema en el estado
m al tiempo t + At, resulta ser, finalmente,

1 o0
P(m,t+At) = > Kij P(me, t) [(mq + 1+ 65)(m; + 1)] At

3.9=1
= 1
+ 3 Ky P(m, 1) [1 = s (my - 5,»j)m,-] At. (3.6¢)
ij=1

De esta ecuacién se sigue que

P(m,t+ At) — P(m,t) 1

(e 0]
- = > Ky [P(me, t)(mi + 1+ 6;)(m; + 1)

ij=1

= P(m, t)(m; — 6;‘_,*)7774] (3.6d)
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y cuando se toma el limite At — 0, se obtiene la ecuacion diferencial

P(m )= EIK.J (me,t)(m; + 1+ 6;)(m; + 1)
1,7 '

— P(m, t)(m; — &;)m]. (3.7)

Es conveniente escribir esta ecuacién de una manera mas compacta definiendo el ope-
rador A;; por su efecto sobre una funcion arbitraria f(m), como

Ay f(m) = f[{mi + (i + 6k — 8ixjx)}] — f(m). (3.8)

Entonces, la Ec. (3.7) se reescribe como

{ =
O P(m,t)=T.= 2—‘? Z:l .K,'j A,'J' [P(m,t)(mj ~ 6,-j)m.-]. (3.9)
i,j=

Dada una distribucién inicial P(m,0), esta ecuacién describe la evolucién temporal de la
probabilidad condicional P(m,t) asociada con el proceso de coagulacién.

Con el objeto de ilustrar la construccion explicita de un estado m del sistema y vi-
sualizar la utilidad de introducir el operador A;;, se analizard detalladamente el caso en
que sblo se tienen tres unidades (monémeros). De esta forma, los monémeros coalescerin
hasta formar, a lo mas, un 3-mero, de acuerdo con el principio de conservacién de la masa,
Ec. (3.4). Entonces los estados posibles del sistema son:

m/mg m; my M3
m) 3 0 0
ms 1 1 0
mg3 0 0 1

Ahora se construird la ecuacién maestra considerando solamente el proceso de coagulacién.
Tomando en cuenta los eventos elementales mencionados al principio de esta seccién, la
probabilidad de coagulacién entre cimulos del mismo tamarfio se deberd al hecho de que
dos monémeros coagulen dando lugar a un bimero y quedando un monémero, esto es,
V=Y (m; + 1)(my + 1)Ky AtP(me,t). Por otra parte, la probabilidad de que coagulen
dos cimulos de diferente tamafio estd asociada a la coagulacién de un bimero y un
monémero generando un trimero: V~1(m; + 1)(m2 + 1)K12AtP(mc,t). Por iltimo, la
probab111dad de que no ocurra coagulacidén, independientemente del tamaiio del k-mero,
es Z” L KiiP(m, t)[1 = 3V~ 1(mJ - &ij) m,]At Siguiendo los pasos indicados en esta
seccién se llega a que la ecuacmn maestra serd entonces,

%P(m,t) = %P(mc, £)[(m1 + 2)(my + 1) K11 + (mq + 2)(my + 1)K1z]

2
. Z Ki;P(m,t) [1 = %(mj = 6,~j)m,-] . (3.10a)

ij=1
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Como ya se menciond, esta ecuacién puede reescribirse en forma mds compacta, dada por
la Ec. (3.9), utilizando el operador A

1

Btp(m,t) = 2V

2
> KA [P(m, t)(m; - 8ij)ms). (3.10b)
t1=1

Ahora se demostrard la igualdad entre las Ecs. (3.10a) y (3.10b). Desarrollando la suma-
toria en la ecuacién anterior se obtiene

BiPlon 1) = ~2LV{K“ A [P(m, ()(m1 = Vmy] + Kiz Az [P(em, tymymg)
+ K31 Ay [P(m,t)mlmz] + K22 Ay [P(m, t)(my — 1)ma] }. (3.10c)
y aplicando la definicién de A;; resulta
A [P(m,t)(m, - D] = P({my + 611 + 6y — 8a1},t) (my + 611 + 811 — by — 1)
X (my + 811 + 61 — 821) = P(m, t)(m; — 1)my)
— P({ml - 2},t)(m1 + 1)(m1 +2) = P(m, t)(m; — 1)m,

P(me,t)(my + 2)(my +1) - P(m,t)(m; — 1)m,. (3.10d)

I

De la misma manera se obticne que

Az [P(m, t)(my - 1)ms] = P(me,t)[(mg + 2)(my + 1) — P(m, t)(my - 1)my, (3.10e)
App[P(m, t)mymy] = Ay [P(m, t)mmy]
= P(m,t)(m; +1)(msy + 1) = P(m, t)mym,. (3.10f)

Nétese que sustituyendo las Ecs. (3.10d)-(3.10f) en la Ee. (3.10c) y agrupando términos,
efectivamente se obtiene la Ec. (3.10b), lo cual muestra la conveniencia de usar el operador
Aij.

3.1.2. Fragmentacién

Los eventos elementales asociados con la fragmentacién (23] pueden describirse de la
siguiente manera: en un intervalo de tiempo At, cualquier (2+j)-mero puede fragmentarse
€N un :-mero y un j-mero con probabilidad F;jAt. Si suponemos que al tiempo t + At
tenemos el estado m = {mi} y hacemos At lo suficientemente pequefio para que sélo
ocurra una fragmentacién durante el intervalo (t,t + At), existen dos eventos elementales
diferentes por los cuales cste estado inicial puede cambiar:

i) la fragmentacién de un (¢ + j)-mero dando lugar a un i-mero y un Jj—mero,
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ii) no ocurre fragmentacién.

Considérense cada uno de cllos separadamente. Si el sistema alcanza el estado deseado
a través del primer tipo de evento, se encontrard al tiempo t en el estado

my = {N— Lyt mig, oo 10 — Lin g ity =1y e s Mg 1,...,my}. (3.11)

Sea P(myg,t) la probabilidad condicional asociada con esta distribucién. Por otra parte,
la probabilidad de que un (i + j)-mero se fragmente en un i-mero y un j-mero en el
intervalo (t,t + At), es (miy; + 1)F;; At y, por lo tanto, la probabilidad asociada a este
evento serd

1 (s o]
g > Fyj(miy; + 1)P(my, t) At. (3.12a)

fd=1

Finalmente, si no ocurre ninguna fragmentacién, la probabilidad correspondiente du-
rante el intervalo (t,t + At) estd dada por

1- Y NF;At, (3.12b)

i)=1

en donde se tomé en cuenta el hecho de que se tienen N mondémeros en el sistema.

Agrupando estas dos probabilidades de fragmentacién mutuamente excluyentes, se ob-
tiene la probabilidad P(m,t+ At) de encontrar al sistema en el estado m al tiempo ¢+ At.
Tomando el limite At — 0 se encuentra que la contribucién a la ecuacién maestra debida
a la fragmentacion estd dada por

G P(m,t) = Ty =

B | —

Z by [P(m[,t)(??li+j +1) — P(m, t)miﬂ-]. (3.13}
i+j5=1

Nuevamente, introduciendo el operador
A f(m) = f[{my = (i + b — biyj)}] = f(m), (3.14)

la Ec. (3.13) se reescribe en forma mds compacta como

GP(m,t) =T; =

8| =

Z F,'jA:j [mi_H,-P(m,t)]. (3.15)
i,7=1

De la misma manera que se ilustrd la utilidad del operador A;j, puede exhibirse expli-
citamente la conveniencia de introducir el operador A}; en la ecuacién maestra asociada
con la fragmentacion.
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Sumando las Ecs. (3.9) y (3.15) se obtiene entonces la ecuacién maestra general para
un proceso de agregacion reversible:

1 oo
8;P(m,t) = E; Z ]\','j .ﬁij [P(m,t)(mj = ‘Sij)"li]

1.3=1
1 e o]
+ 3 Z Fiy &5 [m,-HP(m, r)] (3.16)
=)

El problema esencial consiste entonces en resolver esta ecuacién para una distribucién
inicial dada, P(m, ¢ = 0), la cual puede ser monodispersa o polidispersa, dependiendo del
sistema bajo estudio.

4. ECUACIONES PARA LAS FLUCTUACIONES

Una de las grandes ventajas de describir estocdsticamente a un sistema disperso en
términos de una ecuacién maestra, radica en que, en el limite apropiado, la misma
ecuacién genera tanto ecuaciones de movimiento macroseépicas y deterministas para el
valor promedio, asi como ecuaciones para las fluctuaciones alrededor de este compor-
tamiento determinista. Ambas partes de la dindmica se generan a partir de la misma
ecuacion maestra y tienen el mismo origen fisico, a saber, las transiciones o saltos entre
las realizaciones del proceso estocdstico. Esto no ocurre en otras descripciones. Por ejem-
plo, en algunos casos cuando la dindmica del sistema se describe mediante una ecuacion
diferencial estocdstica como la ecuacién de Langevin [13], el movimiento determinista y
las fluctuaciones (ruido) tienen origenes completamente independientes. En consecuencia,
es dificil justificar el origen fisico y las caracteristicas de las fluctuaciones. Por esta razon
es necesario recurrir a teoremas de fluctuacién-disipacién que proporcionen informacién
parcial sobre las propiedades de las fluctuaciones. En este sentido una descripcién basada
en la ecuacién maestra es mucho mds completa.

Para sistemas que consisten de muchas particulas o elementos, con frecuencia es posible
aproximar asintéticamente, es decir, tomando en cuenta que el tamano del sistema va cam-
biando (escalando), la solucién de la ecuacién maestra por una parte determinista y una
parte fluctuante. Esta tdltima puede describirse por una ecuacién diferencial estocdstica
0 una ecuacién de Fokker-Planck equivalente. Los cocficientes de arrastre y de difusién
de esta ecuacién estdn determinados por las probabilidades de transicién por unidad
de tiempo, Wy, que aparecen en la ecuacidn maestra misma. Este limite asintético
implica desarrollar la ecuacién maestra o su solucién, en potencias del inverso de un
parametro, §2, que describa el tamaifio del sistema ¥ que controle o escale la magnitud de
las fluctuaciones. En la actualidad sélo existe en la literatura un método sistemdtico para
desarrollar la ecuacién maestra en potencias inversas del pardmetro €, a saber, el llamado
desarrollo en Q de van Kampen [13]. En nuestro caso, este parametro es el volumen V
del sistema. Este desarrollo proporciona la ccuacién macroscopica y determinista en el
limite asintético, es decir, a orden dominante Q-1/2, Al siguiente orden, 9°, se obtiene
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una ecuacién de Fokker-Planck lineal que gobierna las fluctuaciones alrededor de la parte
macroscépica. La hipdtesis bdsica en la que se apoya este método es que de acuerdo con la
mecanica estadistica, para sistemas compuestos por muchas particulas y que se encuentran
en equilibrio termodindmico o cerca de él, las fluctuaciones son pequenas comparadas con
los valores promedio. De acuerdo con lo anterior, el tamafo del sistema es un pardmetro
que escala o mide la importancia relativa de las fluctuaciones. El andlisis detallado del
desarrollo en €2 es complicado e innecesario para mostrar que la ecuacién de Smoluchowski,
Ec. (2.3), se obtiene como un caso particular del formalismo estocdstico. A continuacién
se usard un método mds sencillo que el desarrollo sistemdtico usual y se indicard como
pueden deducirse las ecuaciones para las fluctuaciones a partir de la ecuacién maestra.

4.1.1. Ecuaciones para el primer momento

A partir de la ecuacién maestra, Ec. (3.16), pueden obtenerse ecuaciones para los primeros
momentos de P(m,t) definidos por

my(t)) = > m{(t) P(m,1). (4.1)
k

En efecto, multiplicando esta ecuacién por m(t) y sumando sobre todos los valores
posibles de los estados, se obtiene

d(mu(t)) = 8, Y ma(t) P(m, 1)
k

LS K g ) () + 3 Z Fy b (i) (42)
i,j=1 i,3=1

Definiendo la funcién de distribucién de tamafios o valor medio de tamano de cimulo
como

(mu(t))
= — 4.3
Cul) = T, (43)
la Ec. (4.2) se reescribe como
8, Ci(t ZK,J Ay o = Z Fij A} Cig;. (4.4)
!J =1 !J__l

Si ahora se sustituyen los operadores A;; y A}, dados por las Ecs. (3.8) y (3.14), respec-

tivamente, se obtiene

1!

bl

=1

dtck(t) =

B2 =

fo <} foe] k—
1|
(K k=3 Cj Cej) = O _ (Kn; Ci Cj) + > (Fij Crsj) -Q-Z ke Cal
g=1 i=1 i=1

(4.5)

1

J
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la cual resulta ser precisamente la ecuacion de Smoluchowski, Ec. (2.3). Este resultado
muestra que la ecuacién de Smoluchowski sélo es la ecuacién para el primer momento de
P(m,t). En otras palabras, toda la informacién contenida en la ecuacién de Smoluchowski
se encuentra en la ecuaciéon de evolucién temporal para el primer momento de P(m,1).
Pero los momentos de P(m,t) de orden superior dados por (4.1) para v > 1, contienen
informacién sobre las fluctuaciones en el nimero de ctimulos respecto al valor medio. Esta
informacién es particularmente importante para estados fuera de equilibrio, en donde, por
lo general, las fluctuaciones no son pequeias. Conocer la dinginica de las fluctuaciones es
esencial para calcular, por ejemplo, funciones de correlacién y propiedades de transporte
del sistema. Esta informacion no estd contenida en la ecuacién de Smoluchowski y en
este sentido la descripeién estocdstica de sistemas dispersos contiene a la descripcion
estadistica usual como un caso particular. Los momentos de orden superior de P(m,t)
describen a las fluctuaciones en el nimero de climulos y para estudiarlos es necesario
deducir una ecuacién que describa cémo evolucionan en el tiempo. Como se mencioné
mads arriba, tal ecuacién puede ser la ecuacién de Fokker-Planck, la cual se deduce de la
ecuacién maestra cn cierto nivel de aproximacién que comentaremos mas adelante.

Sin embargo, antes de hacer esto, es importante enfatizar que para estados del sistema
cercanos al equilibrio y para los cuales las fluctuaciones son pequeiias, la descripcion del
sistema en términos de Cy(t) es una excelente aproximacion. Ms ain, puesto que Ci(t) es
una distribucion de tamariios, también tiene sentido definir sus momentos. Es bien conocido
que los primeros momentos de Cy(t) son cantidades que contienen informacién fisica del
sistema y, lo que es mds importante, varios de ellos pueden medirse experimentalmente
(véase Friedlander en la Ref. [2]). Empezaremos por definir el momento de orden v de
Ci(t) como

MW(t) = Z kY Ci(t). (4.6)
k=1

La concentracion total de ctimulos en la dispersién en un punto y a un tiempo dados estd
dada por el momento cero,

MO(t) = 3" Ci(t) = No. (4.7)
k=1

Cuando se divide el primer momento,

M) =" kCi(t), (4.8)

k=1
entre el momento cero, se obtiene el tamafio promedio del ciimulo:

7 MM (1)
d— MT)(”. (4-9)
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El segundo momento es proporcional al drea superficial de las particulas que componen
al sistema disperso

oo
TMO(t) =7 ) K Ci(t) = A, (4.10a)
k=1

en donde A es el drea superficial total por unidad de volumen del fluido en donde se
encuentra inmerso. El drea superficial por particula serd entonces

M2ty A

El tercer momento es proporcional al volumen total de las particulas
M®)(¢) = 4
F— = > K Cb)/6=V, (4.11a)

k=1

en donde V es la fraccion de volumen de material disperso en el fluido, de donde resulta
que el tercer momento es proporcional a la concentracién de masa del material. El volumen
promedio esta definido por

VoM B)

- ¥ 4,
TN T 6MO(p) L

El cuarto momento es proporcional al drea superficial total del material que se sedi-
menta en un fluido estacionario. Para particulas esféricas mayores que 1 um, la velocidad
terminal esta dada por ¢y = pd®g/184, en donde p es la densidad de las particulas, g es
la magnitud de la aceleracion de la gravedad y p es la viscosidad del fluido. De acuerdo
con lo anterior, se encuentra que la tasa a la cual una superficie horizontal se cubre con
material sedimentado estd dada por mpgM ™) (¢)/72u [12].

El quinto momento es proporcional al flujo de masa de material sedimentado y el sexto
momento es proporcional a la cantidad total de luz dispersada por las particulas, bgisp,
cuando son mucho menores que la longitud de onda (A) de la radiacion incidente, que
corresponde al limite de dispersion de Rayleigh [24]. Entonces, la dispersién total de luz
por un aerosol compuesto de particulas muy pequenas, se obtiene de sumar la dispersion
de las particulas individuales sobre todos los tamanos e indices de refraccion, m, dando
como resultado:

bdisp . 2n

] [(m? - 1)(m? + 2)]* MO (@), (4.12)
Aqui I es la intensidad de la onda dispersada cuando los ciimulos son mucho menores que
. Para el caso de particulas cuyo tamaiio sea del orden de la longitud de la luz incidente,
es necesario considerar leyes de dispersion mas complejas a través de la teoria de Mie [24].

Es importante sefialar que las interpretaciones anteriores implicitamente suponen que
la forma de los ciimulos es suficientemente regular como para que k pueda identificarse con
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el radio del ciimulo. Sin embargo, diversos estudios recientes muestran que la morfologia
de los ciimulos usualmente es muy irregular y en muchos casos es fractal [25]. En estos
casos las interpretaciones anteriores no son necesariamente vilidas.

4.1.2. Ecuaciones para las fluctuaciones

Para obtener la forma explicita de la ecuacion de Fokker-Planck que gobierna el compor-
tamiento de las fluctuaciones es necesario seguir un método mds sistemdtico que el de la
subseccién anterior [13]. Con el propésito de que este trabajo proporcione una imagen
completa del método estocdstico, a continuacién sélo se mencionardn las hipdtesis mads
importantes y los resultados relevantes que resulten de aplicar el método de desarrollo en
{2 para describir las fluctuaciones. Detalles del proceso pueden encontrarse en las Refs. [13,
capitulo 8] y [14]. La hipétesis mds importante es que se supone que la variable my(t)
contiene una parte macroscépica ¢i(t) de orden V, es decir, proporcional al tamafo del
sistema (variable extensiva), y una parte fluctuante €x(t) de orden V1/2 esto es,

mi(t) = Ver(t) + VI/2¢(¢). (4.13)

Obsérvese que esta suposicién implica que la variable intensiva correspondiente a my tiene
entonces una parte fluctuante de orden V=12, Pero como es bien conocido de la mecdnica
estadistica de equilibrio, ésta es la forma en que las fluctuaciones en equilibrio (normales)
escalan con el tamafio del sistema. Por lo tanto, si el sistema no est4 muy alejado del equi-
librio (4.13) es una hipétesis razonable. Segundo, la distribucién de probabilidad P(m,t)
se reemplaza entonces por una distribucién de probabilidad I1(¢,t) para las fluctuaciones
€ = (&1,&2,...), de modo que

P(m,t) = V-1211(¢, ¢), (4.14)

en donde el factor V=12 se introduce para normalizar a I1(¢,t) dado que P(m,t) estd
normalizada. Los operadores a diferencias Aij y A}, definidos por la Ecs. (3.8) y (3.14),
respectivamente, se reescriben entonces como operadores diferenciales en términos de
las nuevas variables ¢. Finalmente, introduciendo las Ecs. (4.3) y (4.4) en la ecuacién
maestra, Ec. (3.16), se obtienen dos ecuaciones de evolucién temporal. La primera a
orden dominante V para la parte sistematica de la concentracién, es decir, la ecuacién
macroscopica asociada con el sistema; la segunda a orden V'/2, para las fluctuaciones que
en nuestro caso resulta ser la ecuacion de Fokker-Planck lineal multivariada para II(&,1),
a saber,

Ol 1 = 8
% -3 Z Fi 4 — ;(61.& + bjk — 5a‘+j,k)5£;§i+j

1

oo

+ bisi Z (8ik + b5k — bijik) (6is + 654 — bitis)

ka=

82
(9{ k 3’53
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oo oo

L Jd

+ Z ZI\U Qi(ér'k+é)k —5a+j,k)ack (E.Jn)
kj=1 \i=1 "

oC (e o] ) ‘ (.) .
Z Z Kij 6: 65 (6ik + 8j — bivjic) (8is + s — Biiia) i U(; M. (4.15)
i,i=1k,s=1 Sk s

+

=] =

Esta ecuacién gobierna las fluctuaciones en la concentracién alrededor de su valor me-
dio. Esto es, al hacer el desarrollo en potencias de V' de la ecuacién maestra recuperamos
a orden dominante la ecuacién macroscopica y, por lo tanto, de la descripcion estocdstica
se deduce la descripcién macroscépica usual. Ademds, la descripcion estocdstica tiene
la ventaja de incorporar también las fluctuaciones alrededor de la parte macroscopica a
través de la ecuacion de Fokker-Planck anterior. Es posible continuar el desarrollo en Q y
obtener correcciones de orden superior al de la ecuacion de Fokker-Planck. Esto trae como
consecuencia la introduccién de derivadas de orden superior en la ecuacion de evolucién
temporal para IT(€,t) que, en general, son mds complicadas que (4.15).

5. DISCUSION

El propésito fundamental de este trabajo consistio en desarrollar una deseripeion es-
tocdstica de fenémenos de agregacion reversibles que permita analizar el efecto de las
fluctuaciones en el mimero de ctumulos sobre algunas propicdades dindmicas de diversos
procesos de agregacion. La idea bdsica fue suponer que los procesos de coagulacion y
fragmentacién son procesos estocdsticos markovianos, cuya dindmica puecde ser descrita
en términos de la ecuacién maestra de Pauli. Se mostré que la descripcion determinista
usual basada en la ecuacién de Smoluchowski, Ec. (2.3), es efectivamente un caso particu-
lar de nuestra descripeion estocastica. Esto, a su vez, justifica a posteriori la validez de la
hipétesis markoviana, pues la ecuacion de Smoluchowski ha sido ampliamente comprobada
desde el punto de vista experimental. De esta manera se exhibe que la distribucién de
tamafios Ci(t) de la ecuacion de Smoluchowski, es s6lo el primer momento de la distri-
bucién de probabilidad conjunta P(m,t) que obedece la ecuacién maestra. Por lo tanto,
esta descripcién estocdstica permite extraer, en principio, toda la informacién adicional
contenida en momentos de orden superior de P(m,t).

Es importante sefialar que aunque la descripcion estocdstica discutida en este trabajo
ignora por completo la dependencia espacial de P(m,t), consistentemente con la homo-
geneidad espacial supuesta en la ecuacién de Smoluchowski, también es posible tomar
en cuenta efectos espaciales en la descripcion estocdstica introduciendo una dependencia
de los momentos de P(m,t) con las coordenadas espaciales. Para esto es necesario pasar
de la descripcion discreta discutida aqui al limite continuo, puesto que para un sistema
espacialmente inhomogéneo las fluctuaciones en la concentracién son un fendmeno local y
su descripcién requiere conocer a la densidad de masa en los diferentes puntos del sistema.
Esto se puede lograr introduciendo la densidad numérica de particulas como una variable
aleatoria continua, lo cual es equivalente a describir al sistema en términos de un conjunto
infinito de variables estocdsticas. Aunque esta descripcién continua se puede implementar
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de diversas mancras [26], un método simple para tratar efectos espaciales en sistemas
de reaccién-difusién es el método de los momentos compuestos, desarrollado por van
Kampen [13]. Una aplicacién detallada de este método en un modelo de fragmentacién
puede encontrarse en la Ref. [23].
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