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RESUMEN. En este trabajo se discute un enfoqne estocástico para describir procesos de agregación
que ocurren en sistemas dispersos. Suponiendo que estos procesos son estocásticos y marko\'ianos,
se constrnye explícitamente una ecnación maestra para la distribución de probabilidad P(m, t) de
que el sistema tenga 111k c{¡mulos de tamaño k al tiempo t. A partir de esta ecuación se muestra
que el ,'alor medio del tamaño de c{¡mulo obedece la ecuación macroscópica de Smoluchowski, en
términos de la cual se describen usualmente tales sistemas. De esta manera se exhibe que la des-
cripción estocástica contiene a la descripción estadística usual como caso particular. Se menciona
qué tipo de información adicional contiene la descripción estocástica respecto a la de Smoluchowski
y, en particular, se discute brevemente CÓmo pueden calcularse los momentos superiores de la
distribnción de probabilidad P(m, t) y sn relación con las fluctuaciones en el número de cúmnlos.
También se comenta sobre la relación entre este método y otros usados en la literatura.

ABSTRACT. ,re discuss a stochastic approach to describe sorne aggregation processes that occur in
disperse systems. ,re \'iew these proccsses as stochastic and Markovian and we construct a master
equation for the probability distribntion fnnction P(m, t) to have mk aggregates of size k at time t.
Froro this ('quation we show that the mean size of a cluster obeys the Smoluchowski's equation, in
terms of which the usual descriptioll of aggregatillg systems is made. In this way it is then exhibited
that the usual statistical description is contained in the stochastic description as a particular case.
The type of additioual information tIJat is contained in the latter with respect to the former
description is pointed out; it is abo indicatcd how the higher arder mornents of P(nl, t) may be
calculated ano its relatioll with the fluctuations in the number of clusters is given. \Ve also comment
on the relation between the method developed in this work ami others used in the literature.

PACS: 05.40.+j: 82.35.+k; 82.70.Gg

1. I"THODUCCIÓ:"

UII sistellla disperso es a<¡uel <¡ue está constituido por un gran número de partículas
líquidas, sólidas o gaseosas de diferentes tamaños, inmersas en un fluido. En estos siste-
mas, una. fase se disp('r.sa en otra, de tal forma que pueden ocurrir diversos procesos de
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transporte de masa, momento y energía entre ellas. Algunos de estos procesos, llamados de
agregación, producen un cambio en el número de partículas de una cierta clase o tamaño
en función del tiempo. Los procesos de coagulación aumentan el número de partículas
de un cierto tamaño, mientras que los de fragmentación disminuyen su número. Otros
ejemplos de procesos de agregación, que pueden ocurrir en un sistema disperso, son la
sedimentación, la cristalización, la evaporación, etc. En este trabajo sólo se considerarán
procesos de coagulación y fragmentación.

Los fenómenos de agregación en sistemas dispersos ocurren en campos muy diversos de
la ciencia y la tecnología. En el campo de la medicina, ejemplos de procesos de agregación
se encuentran en fenómenos como el crecimiento de tumores, aglutinación antígeno-anti-
cuerpo o la agregación de eritrocitos [IJ, entre otros. En meteorología y ecología los pro-
cesos de agregación intervienen en fenómenos como la coalescencia de partículas de humo
y la contaminación [21 y dan lugar a la formación de sistemas dispersos como las nubes.

Por otra parte, como ejemplos de sistemas dispersos de interés en ingeniería, pueden
mencionarse los aerosoles que se desarrollan en turbinas, hornos y máquinas de com-
bustión interna [31,en los que tienen lugar procesos de evaporación, nucleación y com-
bustión. En ingeniería química, diversos sistemas dispersos se producen como consecuencia
de fenómenos de agregación muy diversos como son la polimerización en suspensión y
emulsión, atomización, molienda, absorción de gases, etc., los cuales ocurren en sistemas
como reactores de lecho fluidizado [4]' columnas de burbujas [51,sistemas de extracción
líquido-líquido, etc. En el campo de la ingeniería nuclear, los aerosoles que se producen
en el subsistema de enfriamiento de reactores de potencia, adquieren vital importancia
en lo que concierne a la seguridad del reactor [6]. En química los sistemas dispersos se
presentan en fenómenos como la formación de geles o en la floculación de coloides [7]' etc.

Dada la diversidad de situaciones en que ocurren los fenómenos de agregación es evi-
dente que pueden ser analizados desde puntos de vista muy diferentes. Así por ejemplo,
cuando se utiliza la conexión que existe entre la estadística de polímeros, la percolación
y los fenómenos críticos [8]' se les caracteriza en términos de leyes de escalamiento y
universalidad. En este caso, estos fenómenos se estudian considerando la evolución tem-
poral de la distribución de tamaños de las partículas que se agregan para formar cúmulos
más grandes o que se fragmentan para dar lugar a otros más pequeños. Por otra parte,
la teoría de fractales 191, describe a los fenómenos de agregación en términos puramente
geométricos, considerando que no es necesario describir al sistema en términos de una
hamiltoniana o utilizando la mecánica estadística.

Cualquier evento que tenga como consecuencia la creación espontánea de partículas
o la aniquilación de partículas existentes es, estrictamente hablando, un evento proba-
bilístico. Es posible formular una descripción más completa de los sistemas de agregación
en términos estadísticos, es decir, en términos de distribuciones de probabilidad. Sin em-
bargo, una descripción estadística no implica necesariamente un modelo estocástico. La
diferencia fundamental entre ambas descripciones radica en la importancia de las fluctua-
ciones de las variables de estado más relevantes. AsÍ, por ejemplo, es necesario introducir
una descripción estocástica de un sistema aunque tenga una población pequeña, si las
fluctuaciones en el número de partículas son importantes; pero puede describirse una
población grande con un modelo estadístico y determinista, en donde sólo se considera
el comportamiento promedio, cuando las fluctuaciones alrededor del valor promedio son
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despreciables. Cuando las fluctuaciones son importantes no basta con conocer el prome-
dio, también es necesario tomar en cuenta momentos de orden superior de la función
de distribución de probabilidad del proceso. Es bien conocido que cuando los sistemas
se encuentran en equilibrio termodinámico, las fluctuaciones en el número de partículas
de cualquier tamaño son y permanecen pequeñas, pero existen situaciones físicas en las
que éstas pueden aumentar considerablemente. Esto ocurre con frecuencia en sistemas
dispersos multiestables, no lineales, que se encuentran en estados fuera de equilibrio. En
estos casos las fluctuaciones son grandes en la vecindad de los puntos de transición [lO]
porque estos puntos representan el límite de estabilidad de los estados estacionarios y las
fuerzas termodinámicas que mantienen estos estados se anulan a medida que el sistema se
acerca al punto de transición. Ya que la naturaleza del incremento en las fluctuaciones es
una característica de cada sistema específico, las fluctuaciones en las variables de estado
son una propiedad importante que se debe tener en cuenta al estudiar la dinámica de
estos sistemas. Esta situación se presenta, por ejemplo, para un sistema coagulante que se
encuentra cerca de la transición de gelación [11]o cuando un sistema multidisperso alcanza
un estado de equilibrio inestable en donde pueden desarrollarse estructuras macroscópicas
en la distribución espacial de los reactantes [12]. En consecuencia, dado que la magnitud
de las fluctuaciones es una medida de la validez de una teoría macroscópica, es de interés
tanto teórico como práctico estudiar las fluctuaciones alrededor de su valor medio.
El propósito fundamental de este trabajo es describir dos puntos de vista a partir de

los cuales se han estudiado los procesos de agregación en sistemas dispersos. El enfoque
tradicional, basado en la ecuación de Smoluchowski, es exclusivamente macroscópico,
pero estadístico; el segundo es más reciente, se basa en la ecuación maestra y concibe a
los procesos de agregación como procesos estocásticos de Markov [13,14J. En este artículo
se muestra que el punto de vista estocástico es más general y contiene al estadístico
determinista usual como caso particular. Más específicamente, se muestra que la ecuación
de Smoluchowski es la ecuación para el primer momento de la función de distribución de
probabilidad del proceso estocástico descrito por la ecuación maestra.
Para este fin se ha organizado el trabajo de la siguiente manera. En la Seco 2 se des-

cribe el enfoque macroscópico basado en la ecuación de Smoluchowski, el cual se obtiene
realizando un balance de población de partículas de un tamaño dado. En la Seco 3 se
describe el punto de vista estocástico y se analizan los eventos elementales que dan lugar
a la interpretación de los procesos de agregación (coagulación y fragmentación) como
procesos estocásticos markovianos y se construye explícitamente la ecuación maestra para
la función de distribución de probabilidad conjunta asociada. En la Seco4 se obtiene, de
la ecuación maestra, la ecuación para el primer momento de la función de distribución de
probabilidad conjunta y se muestra que es precisamente la distribución de tamaños que
obedece la ecuación de Smoluchowski. Se menciona también que diversos momentos de la
función de distribución de tamaños representan cantidades físicas medibles.

2. DESCRIPCIÓN MACROSCÓPICA

Ya que los sistemas dispersos tienen un gran número de partículas, los procesos de agre-
gación cambian continuamente el número de partículas de cada tamaño [15], debido a
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que se fragmentan formando nuevas partículas o coalescen con otras dando lugar a otras
de mayor tamaño. En consecuencia, cambia continuamente el número de partículas de
un tamaño determinado y es necesario utilizar métodos estadísticos para describir estos
cambios. La idea central de la descripción estadística macroscópica, en donde sólo se
considera el valor promcdio del número de partículas (balances de población), es formular
una ecuación de balance para el número promedio de partículas de cada tamaño, en
términos de variables discretas o continuas. Aquí consideraremos sólo el primer caso, sin
embargo, el método se extiende fácilmente a un sistema continuo.

2.1. Fonnulación matemática

Para deducir la forma explícita de la ecuaclOn de balance es necesario clasificar a las
partículas del sistema de acuerdo a clases o tipos, caracterizadas por ciertas variables
de estado, que pueden ser, por ejemplo, el diámetro, el volumen, la temperatura, la
concentración, la velocidad, etc. La naturaleza y el número de las variables de estado
dependerán del sistema particular que se esté estudiando. Usualmente se supone que el
sistema se encuentra en estado de flujo continuo, perfectamente agitado, de tal forma que
es espacialmente homogéneo y puede ignorarse la dependencia espacial de las variables de
estado. También se considera que no existe transferencia de masa, ni ocurren reacciones
químicas entre las interfases de las dos fases dispersas y que sólo ocurren procesos binarios
de agregación.

Denótese al estado de la partícula por el vector R = (R¡, Rz, ... , R,), que representa un
conjunto de s cantidades físicas que identifican a una partícula dada. En el caso más simple
sólo interesa considerar el tamaño y entonces R denota sólo a una variable, el diámetro
o el volumen de la partícula, la cual se denotará por el índice k (k = 1,2, ... ). De esta
forma puede decirse que la población está caracterizada por una función de distribución
de tamailOs de partículas, la cual se identifica usualmente con la función densidad de
n"mem, Ck(t). Esta cantidad se define como el número medio de partículas de tamaño k
contenidas en la unidad de volumen al tiempo t. De acuerdo con esta definición, el número
total de partículas N(t) en el sistema estará dado por

=

2.2. Ecnación de Smoluclwwski

N(t) =LCdt).
k=l

(2.1 )

Los fl'llc>menos de agregación han sido analizados principalmente desde un punto de vista
exclusivamente macroscópico) en tl;rminos de la ecuación de Smoluchowski {lG], la cual
ha sido usada dps<1e 1916 COIl hastante l-xito para descrihir estos [cllómenos l'B difl'rC'llt('s
sistemas físicos. En escncia, VOH SmoluchO\vski n'conoció que los fenómenos de creci-
miento de cúmulos son }>ro('('s08 en doude los ctImulos interacttIan (reacciün). Describió
llllicamcnte los procesos de agregación irrc\'ersiblc, esto es cuando sólo ocurre coagulación
y no fragmentación, cn términos de un conjlltlto infinito de ecuaciones cinéticas no litlC'alps
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de primer orden para Cdt), de la forma

d,Ck(t) = ~ L K;j C;Cj - Ck L Kkj Cj,
~ i+j;k j

(2.2)

en donde d, == d/dt. Aquí K;j == K(i,j) es el coeficiente o tasa de coagulación de cúmulos
de tamaños i y j. Representa la rapidez temporal de cambio o tasa ron que los cúmnlos
i y j coalescen formando un cúmulo de tamaño i + j; su forma explícita depende del
mecanismo particular de coalescencia. La Ec. (2.2) describe las posibles reacciones de
coalescencia entre cúmulos de tamaño finito y se le llama ecuación de coagulación de
Smoluchowski. Esta ecuación puede generalizarse para incluir también el proceso inverso
a la coagulación, a saber, la fragmentación y en este caso (re\"(~rsible) se escribe como

k-I

d,Ck(t) = ~ L(Kj.k-j CjCk_j - Fj,k-J Cd
... j=l

00

- L(I(kj CkCj - Fkj Ck+j), k = 2,3, ... ,
j=1

00

d,C¡(t) = - L(I(¡j C¡Cj - F'j Cl+j)'
j=1

(2.3a)

(2.3b)

En esta ecuación F;j == F( i, j) es el coeficiente o tasa de fragmentación y representa la
rapidez temporal tic cambio con que un cúmulo de tamaJio i + j se rompe en clÍmulos de
tamaños i y j. Al igual que el coeficiente de coalescencia K;j, su forma específica depende
del mecanismo particular de fragmentación de los cúmulos.
El sistema de ecuaciones (2.3), que es un conjunto de ecuaciones no lineales que des-

crihen los posibles procesos de coagulación y de fragmentación entre cúmulos de tamalio
finito, es en realidad una ecuación de balance para la concentración Ck(t). En efecto, el
término de ganancia está dado por el primer término del miembro derecho y representa
la formación de un cúmulo grande de tamaño k a partir de cúmulos más pequeños y al
rompimiento de un cúmulo de talllaüo mayor a k en cúmulos de tamalio k. El segundo
término del miembro derecho, representa la disminución del número de k-meros debido a
la coalesccncia eDil otras partícula,..,y al rompimiento dc cúmulos más graudes en cúmulos
de tamaJio k. De acuerdo con lo anterior, la ecuación de Smolucho\\'ski puede considerarse
como una ecuación de balance de población.
La ecnación de Smoluchowski fue la primera ecuación de balance de población, sin

embargo, es preciso enfatizar que se restringe a considerar el cambio en el tamaíio de
cualquier partícula debido únicamente a procesos de coalesceucia y fragmentación. Pero
éstas no son las lllJiCascausas que contrihuyen a la variación de Ck(t), porque en general
los sistemas son abiertos y se deben considerar otras contribuciones, como es una fuente
de alimentación de partículas, cn dondc <it'hctomarse en cuenta que las partículas entran
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al sistema con una cierta distribución de tamaños (la más usada es la distribucióu log-
normal [17,18]). También sería necesario tomar en cuenta el hecho de que las partículas se
mueven con una velocidad local, esto es, que existe un término de arrastre en la ('cuación
de Smoluchowski debido a las corrientes couvectivas que entrau y salen del sistema. La
ecuación que resulta de tomar en cuenta estas causas adicionales se llama ecuación de
balance de población [171. Esta ecuación es muy geueral y, en prin<:ipio, debe acoplarse
con ecuaciones que describan la e,'olución del fluido en que se en<:uentran inmersas las
partículas.
Cuando la ecuación de balan<:e de pobla<:ión se escribe en su forma más general en el

límite continuo, es equivalente a un conjuuto de ecuaciones integro-diferenciales parciales
no lineales para las cuales no siempre existe una solu<:ión general. Para resolverlas es
necesario conocer las funciones de distribución de tamailOs a la cntrada, así como las
tasas de coagulación y fragmentación. Debido a la natmaleza aleatoria y al <:orto tiempo
de duración de cada evento, es muy difíeil determinar exactamente la forma explícita
de estas funciones a partir de los datos ,le observa<:iones disponibles y, por lo tanto,
frecuentemente se utilizan ecuaciones scmicmpíricas {l8]. Existen soluciones analíticas
sólo para un número IllUY restringido de sistemas y, por lo general, es necesario resolverlas
numéricamente. Los métodos numéricos m,b usados (para resolver casos particulares) son
los métodos de integración y el de residuos ponderados; una descripción de estos métodos
se puede encontrar en la Ref. [181.

3. DESCRIPCIÓN ESTOC,\STICA

Como usualmente se supone que el sistema disperso está perfectamente agitado y sus
in homogeneidades espaciales pueden entonces ignorarse, la ecuación de Smoluchowski es,
en realidad, una ecuación formulada bajo la aproximación de campo promedio en la que se
supone que la probabilidad de 'lue dos cúmulos coagulen o se fragmenten es independiente
de la posición espacial que ocupan y de la distancia que los separa. En consecuencia Ck(t)
tampoco depende de las coordenadas espaciales. Esta descripción también ignora por
completo las fluctuaciones en el número de cúmulos, es decir, la desviación respecto a su
valor promedio. Sin embargo, estrictamente las fluctuaciones en el número de partículas
sólo pueden ignorarse si el volumen V o la masa M del sistema son infinitamente grandes.
No obstante, en muchos sistemas reales e importantes, como puede ser un reactor químico
de polimerización, el número de unidades básicas (monómeros) así como el volumen que
ocupan es finito y, como se ha mencionado anteriormente, las fluctuaciones pueden ser no
sólo importantes, sino dominantes en la evolución del sistema. Es en ellas en donde se en-
cuentra oculta mucha información relevante como es la producción, dispersión y disipación
de correlaciones o efectos de memoria y sus consecuencias sobre diversas propiedades de
transporte. Por otra parte, puesto que representan desviaciones del sistema respecto a su
comportamiento promedio, es importante tomarlas cu c\lenta, ya quc son una medida de
la validez de la misma teoría de campo promedio.
Dependiendo de la forma explícita de f{;j y F;j en los procesos de agregación, en

algunos casos la teoría macroscópica predice una transición fuera de equilibrio: para un
"'~ lnr h;l'm ,4,...fin;rtn ,ir> b ('onrf'ntl'arión se forma un cllllmlo de tamaño infinito: a este
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fenómeno se le llama gclación [20]. Para cierta clase de coeficientes de coagulación y para
condiciones illiciales particulares de las Ecs. (2.3), esta trallsición pllede caracterizarse
por ciertos cxponcutes críticos, los cuales han sido eakulados, así como también otras
propiedades tales como la dimellsiólI fractal de los cúmulos [20]. Estas características y
analogías con las trallsiciones de fase de equilibrio ya sugieren la posibilidad de desarrollar
una descripción estoC<Ística más cOlllpleta de los procesos de agregaciólI. COIllO veremos
a continuación, esta descripción puede formularse convenientemente en términos de la
ecuación maestra.

3.1. Formulación del modelo estoclÍstico

Considérese un sistema cerrado, espacialmcllte homogéneo y confinado en un volumen V.
El sistema consta de IV unidades y <'11 cada instaute de tiempo está caracterizado por una
distribución de tamaIios {1nk}, en donde 11lk denota el lIlÍmero de clÍmulos que conticnen
k-unidades (k-meros), con k = 1,2, ... ,N. A 1111 lIivel lllesoscópico, es decir, intermedio
entre el nivel microscópico y macroscópico, idcutificarcmos un estado del sistcllla eDIl cada
realización de esta distribución de tamaJios, la cual se denotará por el vector nI = {lllk}:

(3.1 )

Claramente, m es entonces una variable estociÍstica caracterizada por una cierta proba-
bilidad P(m, t), la cual, debido a la homogeneidad espacial del sistema, no depende de
las coordenadas r. En consecuencia, P(m, t) representa la probabilidad de que el número
de cúmulos de tamaiio k al tiempo t esté dado por 1nk.

Si se supone que los procesos físicos de coagulación y fragmentación son procesos es-
tocásticos markovianos, entonces la evoluciólI telllporal de P(m, t) estará descrita por la
ecuación maestra de Pauli [13,21). Esta ecuación es la forma diferencial de la ecuación
de Chapman-Kohnogorov, la cual representa ulla condición nccesaria para que un pro-
ceso estocástico sea markoviano y expresa el balance de probabilidad para P(m, t) de la
siguiente forma:

8,P(m, t) = ¿[lVm'mP(m', t) - IVm'mP(m, t)].
m'

(3.2)

Aquí las cantidades IV,",", y IV,",," son las transiciones de probabilidad por unidad de
tiempo entre diferentes estados del sistema. El primer término del miembro derecho ex-
presa la ganancia debida a las transiciones de otros estados m' hacia el estado de interés
m, y el segundo término representa la pérdida debido a las transiciones hacia otros es-
tados. Las transiciones de probabilidad por unidad de tiempo son positivas y su forma
explícita depende del mecanismo físico particular subyacente al proceso de cambio. En
principio estas cantidades pueden calcularse a partir de tratamientos más fundamentales,
como la teoría de perturbaciones dependiente del tiempo (regla de oro de Fermi), o a
partir de análisis cinéticos para diferentes valores del número de Knudsen [13]. En este
trabajo tales cantidades sc modelaréÍn fenomcnólogicamentc, de manera que los rcsultados
quedarán expresados en térmiuos de estos parámetros que aparecen en los coeficientes de
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agrcgaclOll, coagulación y fragmentación, y no se dani una interpretación lllolcclllar de
los mismos.

Es importante ha('('[ Botar que en la ecuación maest.ra existen dos cscala..~ temporales.
Una asociada con los cventos elementales que dau lugar a la forma explícita de 11'mm'
y que ocurren en tiempos muy cortos, y la otra escala de tiempos largos, asociada con
la evolución de P(m, t). Para un proceso markoviano estas dos escalas están bien sepa-
radas entre sí y es posible realizar aproximaciotlcs sistemáticas bien definidas como se
mencionará más adelante.

Por simplicidad, se cOIlstruini primero la contribución a la ecuación maestra debida
al proceso de coagulación (Te) Y posteriorment.e se calculará la contribución debida a la
fragmentación (Te). Agrupando ambos resultados se obtendrá la ('cnación maestra para
la distribucióu de probabilidad P(m, t), es decir,

D,P(m, t) = T, + Tr. (3.3)

A continuación se calcularán explícitamente T, y Tr.
Es n~cesario mencionar que una propi~dad importante que debe satisfacer esta des-

cripción es la conservación de la masa para un sistema cerrado, esto es, la conservación
del nÍlmero de k-meros el! el sistema, lo cual se expresa como

3.1.1. Coagulación

N2: k71lk = N.
k=1

(3.4)

Supóngase que al tiempo t + Cl.t el sistema se encuentra en el estado [mI, 71l2,' .• ,71lN l.
Cl.t se escoge lo suficieutemente pequeño de manera que en el intervalo (t, t + Cl.t) sólo
exista en todo el sistema a lo más una coalescencia. Esto es equivalente a considerar a
la coagulación como un proceso estocástico de un solo paso [22]. Nótese que el proceso
de coalescencia de dos cúmulos durante el intervalo de tiempo Cl.t está asociado a los
siguientes eventos elemeutales excluyentes:

i) coagulación entre cÍlmulos del mismo tamaño,

ii) coagulación entre cúmulos de diferente tamaño,

iii) ausencia de coagulación.

Ahora calcularemos las probabilidades de cada 11110 de estos eventos elementales. Si el
proceso de coagulación es de un solo paso, sólo son posibles transiciones entre estados ID,

definidos como

roc = (1nl,nI2, ... ,nl,i + 1, ... ,nlj+ l, ... ,mi+j -1, ... ), (3.5)

puesto que el estado reaccionante tiene un cúmulo adicional de tamailos 111¡ y 1nj y carece
de uno de tamaño n1i+j. Al coagular se perderá una partícula de cada tamailo 111i,nlj y se
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ganará UIla de tamailO 711i+j, llc\'ando al sistema al estado In. La probabilidad asociada
con el estado lile se denotará C0l110P(lIle, t).
Ahora bien, la probabilidad de qne dos partículas coagulen en el intervalo (t, t + .6.t)

es inversamente proporcional al volumen \', ya que se ha supuesto que los cúmulos se
Cllcuentrau distribuidos uniformemente en todo el volumen del sistema. Por otra parte, la
probabilidad de que dos cúmulos del mismo tamaÍÍo coagulen es proporcional al número
de combinaciones posibles de cúmulos de tamatlo mi + 2 tomados de dos en dos, esto es,
(m; + 2)(111; + 1). Entonces, la probabilidad asociada al eveuto i) está dada por V-1(m; +
2)(m; + 1)1\';;.6.t.
Por otro lado, la probabilidad de que coaguleu dos cúmulos de diferente tamaÍÍo eu .6.t

debe ser proporcional al mímero de cúmulos preseutes (m; + l)(mj + 1). En consecuencia,
la probabilidad COrrt'spondiente al e"ento ii) es V-I(m; + l)(mj + I)K;j .6.t.
Sumando ambas probabilidades, el sistema pasan[ del estado me al estado deseado m

duraute .6.t con la probabilidad

00

2~ L K;j P(1IIe, t) [(111;+ 1+ b;j)(mj + I)J .6.t.
í,j=1

(3.Ga)

Fiualmente, la probabilidad de que uo ocurra coagulación durante .6.t está dada por

00

L K;j P(IIl, t) [1 - 2~ (m] - b;j)m;] .6.t,
i,j=1

(3.Gb)

en donde el segundo térmiuo representa la probabilidad de que dos partículas coagulen
illdcpcndiclltcmclltc de su tamaño.
Como las probabilidades de los e"entos elementales anteriores, Ecs. (3.Ga)-(3.Gb), son

mutuamente excluyentes, la probabilidad P(IIl, t + .6.t) de tener al sistema en el estado
nI al ticInpo t + ~t 1 resulta ser, finalmcnte,

1 00 ,

J'(m,t + .6.t) = 2V L I\;jJ'(me,t)[(m; + 1 +b;j)(mj + I)J.6.t
i,j=l

00

+L K;jP(m,t) [1 - 2~r(mj - bij)m;] .6.t.
1,)=1

De esta ecuación se sigue que

P(m, t + .6.1) - P(m, t) 1 ~ '
.6.t = 2V L ildP(lIle,t)(17l; + 1+ b;j)(17lj + 1)

i,j=l

(3.Gc)

(3.Gd)
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y cuando se toma el límite 6t -+ O, se obtiene la ecuación diferencial

a 1 00

at P(m, t) = 2V L KiilP(me, t)(mi + 1 + ó.j)(mj + 1)
i,)=1

- P(m,t)(mj - Óij)miJ. (3.7)

Es conveniente escribir esta ecuación de uua manera más compacta definiendo el ope-
rador 6ij por su efecto sobre una funcióu arbitraria ¡(m), como

6iiJ(m) == ¡[{mk + (Óik+ Ójk - Ó'+j,k)}J - ¡(m).

Entonces, la Ec. (3.7) se reescribe como
00

a,p(m,t) =7~ == 2~ L K.j6.j[P(m,t)(mj -Óij)m;j.
i,j=1

(3.8)

(3.9)

Dada una distribución inicial P(m, O), esta ecuación describe la evolución temporal de la
probabilidad condicional P(m, t) asociada con el proceso de coagulación.
Con el objeto de ilustrar la construcción explícita de un estado m del sistema y vi-

sualizar la utilidad de introducir el operador 6ij, se analizará detalladamente el caso en
que sólo se tienen tres unidades (monómeros). De esta forma, los manó meros coalescerán
hasta formar, a lo más, un 3-mero, de acuerdo con el principio de conservación de la masa,
Ec. (3.4). Entonces los estados posibles del sistema son:

m/mk mi

mI 3
m2 1
m3 O

m2 TTt3

O O
1 O
O 1

Ahora se construirá la ecuación maestra considerando solamente el proceso de coagulación.
Tomando en cuenta los eventos elementales mencionados al principio de esta sección, la
probabilidad de coagulación entre cúmulos del mismo tamaño se deberá al hecho de que
dos monómeros coagulen dando lugar a un bimero y quedando un monómero, esto es,
V-l(ml + 1)(ml + 1)KI16tP(me, t). Por otra parte, la probabilidad de que coagulen
dos cúmulos de diferente tamaño está asociada a la coagulación de un bímero y un
monómero generando un trímero: V-l(m¡ + 1)(m2 + 1)KI26tP(me,t). Por último, la
probabilidad de que no ocurra coagulación, independientemente del tamaño del k-mero,
es 'L;-1 KijP(m, t)[1 - ~V-l(mj - Óij)m;J6t. Siguiendo los pasos indicados en esta
seccióriJse llega a que la ecuación maestra será entonces,

a 1
at P(m, t) = 2VP(me. t) [(mI + 2)(ml + 1)Kll + (mi + 2)(ml + 1)K12J

-t K.jP(m,t) [1- 2~(mj - Óij)m.].
i,j=1

(3.lOa)
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Como ya se mencionó, esta ecuación puede reescribirse en forma má.., compacta, dada por
la Ec. (3.9), utilizaudo el operador ""ij,

2

8,P(rn,t) = 2~ 1:/(ij""ij[P(rn,t)(mj - Óij)miJ.
i,j=l

(3.lOb)

Ahora se demostrará la igualdad entre las Ecs. (3.lOa) y (3.lOb). Desarrollando la Suma-
toria en la ecuación anterior se obtiene

8,P(rn, t) = 2~ {/(1I ""11 [P(rn, t)(ml - l)mI] + /(12 ""12 [P(rn, t)m¡ m2J

+ /(21 ""21 [P( rn, t)ml m2J + /(22 ""22 [P( rn, t)( m2 - 1)m2 J }. (3.lOc)

y aplicando la definicióu de ""ij resulta

""11 [P(rn,t)(ml -1)mI] = P({m¡ +ÓlI +ÓlI -Ó2¡},t)(ml +ÓlI +ÓlI -Ó21-1)

x (mi + ÓlI + ÓlI - Ó21) - P(rn, t)(ml - l)m¡)

= P({m¡ + 2},t)(ml + 1)(ml + 2) - P(rn,t)(11l1 -1)ml

= P(Ille,t)(ml + 2)(ml + 1) - P(rn,t)(m¡ - l)ml' (3.lOd)

De la misma manera se obticne que

""22[P(rn,t)(m2 -1)m21 = P(Ille,t)[(m2 + 2)(m2 + 1) - P(rn,t)(m¡ -1)ml, (3. lOe)

""12[P(rn, t)m¡11l2) = ""21IP(rn, t)ml m21

= P(rne,t)(ml + 1)("'2 + 1) - P(rn,t)m¡m2. (3.10f)

Nótese que sustituy<,ndo la.s Ecs. (3.lOd)-(3.1Of) eu la Ec. (3.lOc) y agrupaudo términos,
efectivamente se obtieue la. Ec. (3.10b), lo cual muestra la. conveniencia de usar el operador
""ij.

3.1.2. Fragmcut ación

Los eveutos elementales a.sociados con la. fragmentacióu [23) pneden describirse de la
siguiente manera.: eu nn intervalo d" tiempo ""t, cualquier (i + j )-mero puede fragmentarse
en un i-mero y nn j-mero con probabilidad Fij""t. Si suponemos que al tiempo t + ""t
tenemos el estado rn = {"'d y hacemos ""t lo suficientemente pequelio para que sólo
ocurra una fragmentación durante el inten'alo (t, t + ""t), existen dos eventos elementales
difcrcl1tcs por los cuales c:;tc c::;tado inicial puede camuiar:

i) la fragmentacióu de un (i + j)-mero dando lugar a un i-mero y un j-mero,
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ii) no ocurre fragmentación.

Considérclltic cada uno de ellos separadamente. Si el sistema alcanza el estado deseado
a través del primer tipo de evcnto, se encontrará al tiempo t eH el ('stalio

rnf = {J\r - 1, 11l1, 1712, .•. , mi - 1, ... ,11lj - 1, ... , 11Ii+ j + 1, ... , llZ.\' }. (3.11)

Sea P(mf, t) la probabilidad condicional asociada con esta distribución. Por otra parte,
la probabilidad de que un (i + j)-mero se fragmente en un i-mero y un j-mero en el
intervalo (t, t + c.t), es (1IIi+j + I)Fijc.t y, por lo tanto, la probabilidad asociada a este
evento será

00

~L Fij(1IIi+j + I)P(lllf, t) c.t.
1,j=1

(3.12a)

Fillalmente, si no ocurre ninguna fraglIlcntaciólI, la probabilidad correspondiente du-
rante el intervalo (t, t + c.t) está darla por

00

1 - L IV Fijc.t,
i,j:;; 1

(3.12b)

en donde se tomó en cuenta el hecho de que SI" ticnen lV monómcros cn el sistema.
Agrupando esta~ dos probabilidades de fragmentación mutuamente excluyentes, se ob-

tiene la probabilidad ¡'(Ill, t+C.I) de encontrar al sistellla en el estado III al tiempo t+c.t.
Tomando el límite!:it -+ Ose t'ncuelltra que la contribuciólI a la ecuación maestra debida
a la fragmentación e!"tá dada por

00

D,P(III,I) = I¡= ~ L fiJ[I'(lIIf,t)(mHj + 1) -1'(III,t)17Ii+j]'
•..i+j=l

T\T uevamente1 illtrod uciendo el operador

la Ec. (3.13) se reescrihe en forIlla mlÍs comparta como

00

D,P(Ill,t) = Ii =' ~ L F;jc.ij[lfli+jl'(m,tl].
l,j=;1

(3.13)

(3.1.1)

(3.15)

De la misma mancra quc se ilustró la utilidad del operador .6.ijl puede exhibirse explí-
citamcnte la conn'llicIlcia dc introducir el opcrador .6..ij en la ecuación maestra asociada
con la fragmentación.
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Sumando las Ecs. (3.9) y (3.15) se obtiene entonces la ecuación maestra general para
un proceso de agregación reversible:

00

D,P(m, t) = 2~r L !\;j!lU [1'(11I, O(7Jlj - 6;j)11I.]
i.j=1

00

+ ~L F;) !lij [m;+jl'(m, O].
- i,j=l

(3.16)

El problema espucia1 cOllsbte ('tltollet'S eJl 1'('soln.'r ('sta ecuaClOn para ulla distriLución
inicial dada, 1'(111, t = O), la coal puede 0''1' Illonodispersa o polidispersa, dependiendo del
sistema bajo estlldio.

4. ECUAClOliES PAilA LAS FLlJCTUACIO,ES

Una de las gran<1l's ventajas de describir estocásticamente a un sistema disperso en
términos de una ecuación maestra, radica en qUl', en el límite apropiado, la misma
ecuación genera tanto ecuaciones de lllo\<imicllto macroseópicas y deterministas para el
valor promedio, así como eCllacion('s para las nlIel uaciones alrededor de este compor-
tamiento determinista. Ambas partes de la dinámica se generan a partir de la misma
ecuación maestra y tienen el lI1i~mo origen físico, a saber, las transiciones o saltos cntre
las realizaciones <1('1proceso ('stocástico. Esto no ocurre en otras <1escripciollC'S. Por ejrm-
plo, en algunos casos cuatalo la dinámica dcl sistcma se describe mec!iantt' una ecuación
diferencial estocá.'tica como la ecuación de Langevin 113]' el movimiento determinista y
las nuct naciones (ruido) tienen orígenes com plet an}('ut e independ ient cs. En consecuencia,
es difícil justificar (') origen físico y las caractt'rÍsticas de las fluctuaciolles. Por esta razón
es necesario recurrir a teoremas de fltlct uación-disipación que propOrCiOIll'1I información
parcial sobre las propiedades dC'las fIuet uaciOlJ(-'s. En ('5te sent ido una descripción basada
en la ecuación ma('st ra C'S lllucho más cOlllpl('ta.

Para sistemas que consist(,ll de llluchas partículas o elementos, con fn'ctll'ncia es posible
aproximar asintóticamellte, es dccir, tOlllalldo C'ncuenta que el tamatlo del sistema va cam-
biando (escalando), la solución de la ecuación maestra por tina parte determinista y una
parte fluctuante. Esta última puede describirse por una ecuación diferencia} estocástica
o una ecuación de Fokker-Planck equÍ\'aleute. Los coeficientes de arrastre y de difusión
de esta ecuación están determiuados por las prohabilidades de transicióu por unidad
de tiempo, \Vmm, que aparecen en la ('cuación maestra misma. Este límite asintótico
implica desarrollar la ecuación maestra o su solución, en potencias del inverso de uu
parámetro, O, que describa el tamaiio dcl sistema y que controle o escale la magnitud de
las fluctuaciones. En la actualidad sólo existe en la literatura IIn método sistemático para
desarrollar la ecuacióu maestra en poteucias inn'rsas del parámetro O, a saber, e¡llamado
desarrollo en O de van Eampen 113). Eu nuestro caso, este parámetro es el volumen V
del sistema. Este dcsarrollo prop.orciona la ecuación macroscópica y determinista en el
límite asintótico, es decir, a orden dominantc n-1/2. Al siguicnte ordcll, nO, se obtiene
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una ecuación de Fokker-Planck lineal que gobierna las fluctuaciones alrededor de la parte
macroscópica. La hipótesis básica en la que se apoya este método es que de acuerdo con la
mecánica estadística, para sistemas compuestos por muchas partículas y que se encuentran
en equilibrio termodinámico o cerca de él, las fluctuaciones son pequeilas comparadas con
los valores promedio. De acuerdo con lo anterior, el tamailo del sistema es un parámetro
que escala o mide la importancia relativa de las fluctuaciones. El análisis detallado del
desarrollo en íl es complicado e innecesario para mostrar que la ecuación de Smoluehowski,
Ec. (2.3), se obtiene como un caso particular del formalismo estocástico. A continuación
se usará un método más sencillo que el desarrollo sistemático usual y se indicará cómo
pueden deducirse las ecuaciones para las fluctuaciones a partir de la ecuación maestra.

4.1.1. Ecuaciones para el primer momento

A partir de la ecuación maestra, Ec. (3.16), pueden obtenerse ecuaciones para los primeros
momentos de P(m, t) definidos por

(rnk(t)) ==¿rnr(t) P(m, t).
k

(4.1 )

En efecto, multiplicando esta ecuación por rndt) y sumando sobre todos los valores
posibles de los estados, se obtiene

o,(rndt)) == 0,¿rndt) P(m, t)
k

Definiendo la función de distribución de tamailos o valor medio de tamailo de cúmulo
como

C (t) = (rnk(t))
k - V '

la Ec. (4.2) se reescribe como

00 1 00

o,Cdt) =¿ J(ij 6ij Cj Ci +"2 ¿ Fij 6ij Ci+j.
i,i:;:;l i,j=-l

(4.3)

(4.4)

Si ahora se sustituyen los operadores 6ij y 6ij, dados por las Ecs. (3.8) y (3.14), respec-
tivamente, se obtiene

k-l 00 00 k-l

d,Ck(t) = ~¿(J(j.k_j CjCk-j) - ¿(J(kj Ck Cj) +¿(Fkj CHj) - i ¿(Fj,k-j Ck),
2 . 1 . 1]=1 j=1 ]= )=

(4.5)
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la cual resulta ser precisamente la ecuaClOn de Smoluchowski, Ec. (2.3). Este resultado
muC'stra que la ('('uación de SmolucllOwski sólo es la ecuación para el primer momento de
P(m, t). En otras palabras, toda la iufonnacióu conteuida eula ecuación de Smoluc!towski
se CIlCtlPlltra Pll la ecuación de c\'olución temporal para el prillH'l' lllOl11ellto de P(In, t).
Pero los monH'utos de P(m.l) de orden superior dados por (4.1) para v > 1, coutienen
información sobre las fluctuaciones ('11e!nltl1lcro de cümulos reslH'cto al valor medio. Esta
información rs particularmente importante para estados fllera de ('quilibrio, en donde, por
lo genl'ra1, las fluctuaciones no 50U pequeñas. Conocer la dinámica de las fluctuaciones es
esencial para calclllar. por ejemplo, funciones de cOlTelación y propiedades de transporte
del sistl'lIla. Esta información no l'stá cOlltl'llida eu la l'cuacióll de Smolllc}¡owski y en
este sentido la de:;;cripeián estocéistica de sistemas dispersos contiene a la descripción
estadística usual como 1111 caso particular. Los momentos de orden supcrior de P(nl. t)
descrihen a las fluctuacioncs cn cl número oc cllmulos y para estudiarlos es necesario
deducir una ecuación que dcscriba cómo evolucionau l'1l el til'lllpO. Como se mencionó
más arriba, tal l'cuacióu plil'de se'r la ecuacilÍu de Fokker-Plauck, la cual se deduce de la
ccuación macstra en cierto nh'cl de aproximación que cOlllentaremos más adelante.
Sin embargo, antes de hacer C'sto, t'S importante C'nfatizar que para estados oel sistema

cercanos al equilibrio y para los cuales las fluctuacionl's son pl'<¡ueJias, la descripción del
sistema en términos ele Cdt) es una excelente aproximación. ~Iás aIÍn, puesto que Cdl) es
lIna distribución de tamailOs. también tienc scntido dcfinir sus momcntos. Es bicn conocido
que los primeros momcntos de Ck(t) son cantidadcs que conticnen información física dl'l
sistrIlla y. lo qUl' cs m¿is importantC', varios de C'llos pueden mcdirsc cxperimentalmC'nte
("éase Friedlander en la TIl'f. [2)). Empezaremos por definir el momento de orden v de
Cdt) como

00

.II(V)(I) == ¿ kV Cdl).
k=1

(4.6)

La conccntración total de cúmulos en la dispersión en un punto y a 1In tiempo dados está
dada por el momento cero,

00

.11(0)(1) =¿Ck(l) = No.
k=1

Cuando se divide el primer momento,

00

M(I)(t) =¿k Ck(I),
k=1

entre el momento cero, se obtiene el tamaJio promedio del cúmulo:

(4.i)

(4.8)

(4.9)
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El segundo momcnto ('s proporcional al área superficial de las partículas quc componen
al sistema disperso

,,¡\f(2l(1) = "L k2 edl) = .-l, (4.lOa)
1.:=1

en donde .-l l'S el árl'a slIpl'rficial total por unidad de volumen del fluido en donde se
encuentra inmerso. El área superficial por partícula será £.'11tonces

.\1(2)(1),,---M(U)(I)
.-l
Y'• o

(4.lOb)

El tercer momento ('s proporcional al \"0111I1H'1I total de las partículas

(4.l1a)

en dondl' ji ('S la fracción d(' mlumen dl' matl'rial disperso l'n el fluido, de donde resulta
que el tercer momento es proporcioual a la con«'lltracióu de masa del material. El volumen
proml'dio l'stá (ll'finido por

_ ji ,,¡\f (3(1)
l'-------- Nu - (;,\I(U) (t) .

(4.11b)

El cuarto momento l'S proporcional al :in'a superficial total del material que se sedi-
menta ('11 \l1l !inicio ('staciowll'io. Para partículas esféricas mayores que 1 JiIll. la velocidad
terminal ('stá dada por c, = ("12gjlS/,, l'1I doude p l'S la dellsidad de las partículas, 9 es
la magnitud dl' la aCl'I('racióu dl' la gran'dad y /' l'S la viscosidad del fluido. De acuerdo
con lo ilnt(,l'ior, se encuentra qUL' la tasa a la ('ual una superficie horizontal se cubre con
material St'diInl'ntado está dada por "pg.\[(")(I)j72¡1 [121.
El quinto 1I10mcnto es proporcional al flujo de lllasa de material sedimentado y el sexto

1l10tlH'lltO PS proporcional a la cautidad total dt, luz dispersada por las partículas, bdisPl

cuando son mn("ho m('nOf('S que la longit ud de onda (A) de la radiación incidente, que
correspond" al límite dl' dislH'rsión de Hayleigh [241. Entonces, la dispersión total de luz
por un apro ....ol compu('sto de partículas Ill11Y ppquctias, sc obtiene de sumar la dispersión
de las partículas individuales sobre todos los tamaños e Índices de refracción, 111., dando

como resultado:
b.¡;, , 2,,5 [2 '] 2 (6)_., = - (m - ¡)(m" + 2) :\1 (1).
1 3A4

(4.12)

Aquí 1 es la intensidad de la ouda dispp[sada cuando los cúmulos son nlucho menores que
A. Para ('1 caso de partÍl'ulas cuyo talllallo sea del orden de la longitud de la luz incidente,
('s necesario considerar leyes de dispersión lmis complejas a través de la teoría de ~lie [24J.

Es importante señalar que las interpretacionC's anteriores implícitamente suponen que
la forma de los cúmulos es suficielltelllente regular como para que k pueda identificarse con
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el radio del cúmulo. Siu embargo, diversos est udios recientes muestran quc la morfologia
dc los cúmulos usualmentc es muy irrcgular y cn muchos casos cs fractal [25]. En cstos
casos las interprctaciollC'S anteriores no son necesariamente válidas.

4.1.2. Ecuaciones para las fluctuaciones

Para obteuer la forma explícita de la ecuacióu dc Fokker-Planck quc gobicrna cl compor-
tamiento de las fluctuaciones es necesario seguir un método más sisteulático que el de la
subsccción autcrior [13). Con cl propósito dc que cstc trabajo proporcione una imagcn
complcta del método cstocástico, a continuación sólo sc mcncionarán las hipótesis más
importantes y los resultados relevantes que resulten de aplicar el método de desarrollo en
n para describir las fluctuaciones. Dctalles dcl proceso pueden encontrarse cn las Refs. [13,
capítulo 8) y [141. La hipótesis más importantc es que se supone que la variable Illk(t)

contiene una parte macroscópica 1>dt) de ordcn V, es decir, proporcional al tamaño del
sistema (variablc cxtensiva), y una parte fluctuante (k(t) de orden VI/2, esto es,

(4.13)

Obsérvese que esta suposición implica que la \'ariable intensiva corrcspondicnte a Illk tiene
entonces una parte fluctuante de orden V-I/2. Pero como es bien conocido de la mecánica
cstadística de equilibrio, ésta es la forma en que las fluctuaciones en equilibrio (normales)
escalan con el tamaño del sistema. Por lo tanto, si el sistema no está muy alejado del equi-
librio (4.13) es una hipótesis razonable. Segundo, la distribución dc probabilidad P(m, t)
se reemplaza entonces por una distribución dc probabilidad D((, t) para las fluctuaciones
(= ((1,(2,"')' de modo quc

P(m, t) = ¡r-1/2 D(C t), (4.14)

en dondc el factor ¡r-1/2 se iutroduce para normalizar a D(C t) dado que P(m, t) está
normalizada. Los operadores a diferencias Ll.;j y Ll.ij' definidos por la Ecs. (3.8) y (3.14),
respectivamente, se reescriben entonces como operadores diferenciales en términos dc
las nue\'as variables (k, Finalmente, introducicndo las Ecs. (4.3) y (4.4) en la ccuación
maestra, Ec. (3.16), sc obtiencn dos ccuacioncs de cvolución tcmporal. La primera a
ordcn dominantc V para la partc sistcmática de la concentración, cs decir, la ecuación
macroscópica asociada con el sistema; la segunda a ordcn VI/2, para las fluctuaciones que
en nucstro caso resulta ser la ecuación de Fokker-Planck lineal multivariada para D((, t),
a saber,
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Esta ecuación gobierna las Aud uacioll(,s Cll la ('01IeL'lIt ración alrededor de Sil valor me-
dio. Esto es, al hacer el desarrollo eH potC'llcias de V dl' la ecuación maestra recuperamos
a orden dominante la ecuación macroscópica y. por lo tallto. de la descripci('lll estocástica
se deduce la descripción macroscópica usual. Adelll.is. la d('scripcián l'stocébtiea tiene
la ventaja de incorporar tamui{'ll las fluctuaciolles alredl'dor de la partl' macruscópica a
través de la ecuación de Fokker-Plallck anterior. Es posiblt. COlltilllu:\r d dp:-;arrol1o en n y
obtener correcciones de ordell SHIH'rior al de la ecuación <\(' Fokker-Planrk. Esto trae como
consecuencia la introducción de derivadas de Ordl'll sllJll'rior ('n la enIaci{)1l de ('\"(}lución
temporal para 11((. t) que, eu geuera!. "'U más complicadas que (~.15).

5, DISCUSIÓ~

El propósito fundamental de este trabajo cOllsist ió ell {ksarrollar UIla descripción es-
tocástica de fcnómcnos de agregación ren~rsiblcs <lile permita analizar el efecto de las
fluctuaciones eH el nülIlrro de cúmulos soore algunas propiedadrs dill<llllicas de din'rsos
procesos de agregación. La idea b,í.sica fue suponer qllt.' los procesos de coagulación y
fragmentación son procesos rstoc;ist icos markm'iallos. cuya dimí.mica ptH'd(' ser descrita
en términos de la {'cnación Il1.H:':;Itrad{' Pauli. Se lIlostn) que la descripción detrrminista
usual basada ell la e('uación de SlIloludlO\,,'ski, Ec. (2.3), ('s efectivanH'lIte \lB caso particu-
lar de nuestra descripción estocástica. Esto, a su ,",-'Z, justifica a postrriori la valid('z de la
hipótesis markoviana, pues la ecuación de SmoluclIo\\"ski ha sido ampliamente cOlllprobada
desde el punto de "ista experinJ('uta!. De esta mam'ra se exhibe que la dist ribueióu de
tamaños edl) de la ecuacióu de SmoludlO\\'ski, es sólo el primer mom('uto de la distri-
bución de probabilidad conjuuta P(Ill, t) que obedece la ecuación maestra. Por lo tauto,
esta descripción rstocástica permite extraer, eH principio, toda la información adicional
contenida en momentos de orden superior de P(m, 1).

Es importante seiialar que aunque la descripcióll cstocástica discut.ida ('H este trabajo
ignora ]lor cOlllpleto la depeJl(\encia espacial de P(m, 1), consisteutellleute con la homo-
geneidad espacial supuesta en la ecuación de Smoluchowski, también ('5 posible tomar
en cuenta efectos t'spaciales cn la descripción estocástica introduciendo UIla d<'pcnc1ellcia
de los momentos de P(rn, t) COH las coordenadas espaciales. Para esto es IH'cesario pasar
de la descripción discreta discutida aquí al límitr continuo, puesto que para un sistema
cspacialmcute inholllogénco las fluctuaciolles <.'11la (,olll"l'utracián SOIl \111fenómeno local y
su descripción requiere conocer a la densidad de masa en los diferentes puntos del sistema.
Esto se puede lograr introduciendo la densidad lllllllérica dc partículas COlllO una variable
aleatoria continua, lo cual es equivalcnte a describir al sistema en términos de UIl conjullto
infinito de variables estocásticas. Aunquc csta descripción continua se puede implelllcntar
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de din'fsas lIIilW'raS [:!G], 1111lllt;tO<!O simple para tratar efectos espaciales en sistemas
dc react'i()Il-difusiólI {'s ('1 método de los mOlllelltos compuestos, desarrollado por van
I":ampen [1:31. eua aplicacióu del aliada de esle método eu un modelo de fragmentación
pllede ('1l("Olltrar~e ('U la Rpf. [~31.
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