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RESUMEN. Se presenta el método volumétrico para la obtencién de expresiones generales de los
coeficientes de difusion efectiva en sistemas de varias componentes. A partir de esta formulacién,
se esboza el desarrollo de la ecuacién de transporte en términos de una sola concentracién para
la difusién en un sistema de dos componentes con resistencia interfacial, y se indica el porqué
de las restricciones que deben ser satisfechas para el uso correcto de este modelo y de otros
en la literatura. Entre las ventajas del procedimiento presentado se sefialan: a) deduccién de
una ecuacién promedio a partir de la ecuacién de continuidad en cada una de las componentes,
b) definicién precisa de la variable dependiente, y c) forma de predecir los coeficientes efectivos
a partir de los pardmetros de las componentes y la morfologia del sistema multicomponente. Se
discuten las limitaciones de modelos que estdn basados en la suposicién de unidimensionalidad del
transporte para determinar permeabilidades de membranas celulares a partir de datos obtenidos
en experimentos con suspensiones celulares en celdas de difusién o tubos capilares. Se muestra
a partir de la comparacién de la permeabilidad de la membrana de células, obtenida a partir
de datos experimentales y el uso de diferentes modelos, la importancia de la microestructura del
tejido celular y se discute la capacidad del método del promedio volumétrico para tratar este
tipo de situaciones. Se mencionan diferentes problemas fisicos que podrian ser atacados con este
método.

ABSTRACT. The volume averaging method is presented as a tool to derive general equations
to predict effective diffusion coefficients of multicomponent systems. Using this procedure, it is
sketched the derivation of the transport equation in terms of one concentration for the diffusion
in two component media with interfacial resistance. The constrainsts that must be satisfied, for
the correct application of the derived model, arise during the analysis. The procedure has several
advantages in comparison with other approaches: a) derivation from the continuity equation of each
one of the components, b) precise definition of the dependent variable, and c¢) algorithm for the
calculation of effective coefficients as function of morphology and physicochemical parameters of
individual components. We discuss the limitations of models, that are based on the assumption of
one dimensional transport in multicomponent systems, for the determination of cellular membrane
permeabilities from experimental data obtained in diffusion cells or capillary tubes. The comparison
of cellular membrane permeability calculated with several models from experimental data is used
to show the importance of the microstructure of the cellular tissue, and the ability of the volume
averaging method to deal with those kinds of situations.

PACS: 66.10.Cb; 82.65.Fr
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1. INTRODUCCION

Se han desarrollado diversas metodologias para estudiar problemas de transferencia de
masa, calor y cantidad de movimiento en sistemas de varias componentes, las cuales tienen
ventajas y desventajas entre s{. En este trabajo se presentard el método del promedio
volumétrico [1]. Este método posee algunas ventajas cruciales sobre otros reportados en la
literatura, y ademads las ecuaciones resultantes tienen la forma de las expresiones de diseiio
utilizadas tradicionalmente en ingenieria quimica. En este articulo se presenta un ejemplo
que permite estudiar, a partir de teorias fenomenoldgicas para describir el transporte en
sistemas de una sola componente, los procesos de difusién que se llevan a cabo en sistemas
de varias componentes. Sin embargo, este ejemplo es sélo un pretexto para popularizar
un método poco conocido en fisica, pero muy 1til para estudiar una gran variedad de
problemas fisicos de transporte. Debe considerarse este trabajo como una introduccién al
método del promedio volumétrico y de requerir el lector un conocimiento mas profundo
para alguna otra aplicacién deberd consultar las referencias listadas.

En esta seccién, ademds de discutir qué es lo que motiva el uso del procedimiento
del promedio volumétrico, se presentardn algunos de los métodos experimentales que
requieren teorfas similares a la desarrollada a lo largo del articulo para la interpretacién de
los datos obtenidos. En la Sec. 2 se presentan las cuatro etapas de la aplicacién del método
del promedio volumétrico para la obtencién de la ecuacién de medio efectivo (modelo de
una ecuacién) para un sistema de dos componentes con resistencia interfacial. En la Sec. 3
se discute el uso del modelo derivado en la prediccién de difusividades efectivas y en la
determinacién de resistencias interfaciales a partir de datos experimentales. Finalmente,
en la Sec. 4 se discuten las limitaciones y los alcances de la metodologia presentada.

En la mayoria de los procesos de transformacién quimica se incluyen operaciones de
separacién que involucran varias componentes. El transporte de solutos y reacciones
quimicas que se llevan a cabo en sistemas de muiltiples componentes es un problema
muy importante dentro de la ingenieria quimica, pero no exclusivo de ella. El origen del
interés en este tipo de fenémenos se pierde en los siglos, y nacié cuando la humanidad
se involucré en el secado de granos, el filtrado de vino y otras operaciones de manufac-
tura de productos hechos en casa. Al paso del tiempo, y con el propésito de hacer mds
efectivos los procesos de fabricacién, el ser humano se ha visto obligado a entender mejor
los procesos de transferencia y transformacién que ocurren en sistemas de mds de una
componente.

J.C. Maxwell comenzé el estudio tedrico de los procesos de transferencia en sistemas
de varias componentes con su investigacién sobre la conduccién de corriente eléctrica
en un sistema de dos componentes, estos trabajos fueron reportados en 1881 [2]. La
similitud matemadtica de este fenémeno eléctrico con los de conduccién de calor y difusién
de masa, ha propiciado que varios métodos modernos para estudiar el transporte en
sistemas multicomponentes estén basados en las ideas originalmente propuestas y usadas
por Maxwell a finales del siglo pasado.

Al estudiar el transporte de nutrientes o desechos en un sistema celular, un parimetro
importante es la resistencia interfacial ofrecida por la membrana que rodea a las células,
por lo que ha sido necesario desarrollar diferentes técnicas experimentales para determinar
el valor de la permeabilidad de la membrana.
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En la Fig. 1a se muestra en forma esquematica uno de los dispositivos cominmente em-
pleados para estudiar el transporte difusivo y determinar la permeabilidad de membranas
celulares. En este caso un tubo capilar se llena con la suspensién celular formada en algiin
liquido después de aislar las células desde el tejido original. Uno de los lados del capilar
se cierra y el extremo abierto se pone en contacto con una solucién de concentracién
conocidaparalossolutosbajo estudio. La transferencia se lleva a cabo por algiin tiempo,
después del cual el capilar se divide rdpidamente en pequefios tramos. El perfil de la
concentracién promedio en la muestra se determina de la cantidad de soluto i en cada
trozo. El experimento se disefia para que el transporte sea unidimensional, y por analogia
con las ecuaciones gobernantes para el transporte en un sistema de una componente,
el problema de contorno que describe la difusién de cada uno de los solutos i es de la
siguiente forma:

aC; 0%C;
8t il 1 3.’172 ] (1)
C; =0, parat=0en0<z <L, (2)
Ci=Cj, enx=0parat>0, (3)
aC;
E:_ = 0, enr= L. (4)

Es muy importante apuntar que el transporte se supone unidimensional en la direccién z
en el sentido promedio. La suposicién es necesaria ya que se desconoce tanto la distribucién
de las células en el sistema, asi como la dependencia del coeficiente efectivo de difusién D;
con las propiedades fisicas de cada componente. También debido a la forma de las células
es claro que el transporte puede no ser unidimensional y por lo tanto las concentraciones
no serdn necesariamente iguales en cada uno de los puntos de las secciones transversales
a la direccién z del capilar. Implicitamente al escribir en forma intuitiva las Ecs. (1) a (4)
se usa la nocién de concentracién efectiva o promedio global sin dar una definicién precisa
de ella que pueda ser contrastada posteriormente con el experimento.

En la Fig. 1b se muestra el diagrama de otro de los sistemas utilizados para determinar
pardmetros asociados con el transporte difusivo; este arreglo experimental es conocido
como celda de difusién. En este caso se coloca la muestra de interés entre dos cimaras, la
cual puede ser un pedazo del tejido celular original, o las células dispersas en un liquido de
propiedades conocidas. Por las cdmaras adyacentes a la muestra se hace pasar un medio
acarreador del soluto o solutos de interés. De un balance de soluto con las concentraciones
medidas en las cdmaras se puede determinar el valor del coeficiente de difusién del medio.
El experimento se arregla de tal forma que el transporte sea unidimensional, pero no en el
sentido de las concentraciones de las componentes sino en el sentido de las concentraciones
promedio global. El problema de contorno es similar al del dispositivo que usa el tubo
capilar y estd dado por las Ecs. (1) a (4).

Como las muestras utilizadas en los dos experimentos anteriormente descritos son multi-
componentes, el coeficiente de difusién calculado a partir de las concentraciones medidas
no es el molecular sino el efectivo. Este pardmetro incluye el efecto de la membrana
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FIGURA 1. Sistemas experimentales para la determinacién de coeficientes de difusividad molecular
o efectiva: (a) Sistema de tubo capilar, (b) Celda de difusién.

celular, el de la micromorfologia celular y el de las propiedades fisicoquimicas de cada
una de las componentes individuales. Puesto que el objetivo es conocer a partir de los
datos experimentales el coeficiente de difusién efectivo, y de éste la permeabilidad de la
membrana, es necesario desarrollar una relacién entre estos dos pardmetros.

Los pardmetros fisicoquimicos de los componentes, incluidos los coeficientes de difusi-
vidad molecular y el coeficiente de distribucién al equilibrio, se buscan en la literatura o
se determinan mediante experimentos independientes. Ademds, se puede caracterizar el
medio celular para obtener la fraccién volumeétrica de las componentes, el tamano de las
células y la micromorfologia de la suspensién celular.

Usando técnicas experimentales similares a las descritas, basados en el tamano promedio
de las células y en la fraccién volumétrica de la componente extracelular determinada
experimentalmente, se ha propuesto (3,4] que la micromorfologia mostrada en la Fig. 2a
representa adecuadamente el sistema celular. El uso de esta distribucién celular con las
longitudes caracteristicas a, b, £a y €y, en conjunto con la suposicién de unidimensionalidad
del transporte en cada una de las componentes del sistema, permitié a estos grupos de
investigadores encontrar relaciones algebraicas para calcular el coeficiente de difusidn efec-
tivo en la funcién de los diferentes pardmetros del sistéma, incluida la permeabilidad de la
membrana celular. El uso de los modelos asi obtenidos est4 limitado a la micromorfologia
celular mostrada en la Fig. 2. Una de las deficiencias de tal formulacién es que no advierte
al usuario acerca de las condiciones bajo las cuales el empleo de las ecuaciones es correcto.

En contraste con lo mencionado acerca de los modelos anteriores [3,4], para el mismo
fenémeno fisico, al emplear el método del promedio volumétrico, que se presentard en
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FI1GURA 2. Estructura del medio celular y unidad representativa del mismo: (a) Modelo de células
rectangulares de dimensiones a y b. El rectdngulo de dimensiones ¢, y ¢, define el fluido extracelular
alrededor de cada una de las células, (b) Unidad representativa del medio celular de dimensiones
fu Yy fb.

este articulo, se puede encontrar una solucién que no estd restringida a una geometria
particular. E] procedimiento incluye la manipulacién de las ecuaciones de transporte de
los solutos en cada una de las componentes, para encontrar una ecuacién promedio que
describa el transporte simultdneamente en ambas componentes (células y fluido extra-
celular). El método es una herramienta matemdtica de homogeneizacién volumétrica de
las ecuaciones gobernantes y entenderlo no es trivial. Por esta razén, antes de aplicar el
método al caso de estudio propuesto anteriormente se desea resumir y describir en forma
concreta su uso, el significado fisico de cada uno de los pasos y los resultados que se
obtienen a través del método del promedio volumétrico.

2. METODO DEL PROMEDIO VOLUMETRICO

2.1. La definicion del problema

El ejemplo que se usard para describir en forma general la metodologia del promedio
volumétrico (PV) es el problema de difusién y reaccién quimica en un sistema celular.
Se considera que tanto en la componente celular como en la extracelular se llevan a cabo
simultdneamente la difusién de los solutos y una reaccién quimica homogénea irreversible
de primer orden. Aunque en el problema discutido en la seccién anterior no existe reaccién
quimica, la incluimos es esta etapa para ejemplificar su efecto; ademds, si la velocidad de
reaccion es despreciable se recupera el problema inicial.

Uno de los objetivos del método del PV, es obtener una teoria que no esté limitada por
la geometria, y por esta razén se inicia el andlisis refiriéndose a un sistema multicompo-
nente macroscépico de geometria arbitraria, como el que se muestra en la Fig. 3. En este
sistema estdn presentes dos componentes: la celular referida como la componente o y la
extracelular como la componente 3. Cada una de estas dos componentes estdn en contacto
con los alrededores del sistema a través de las superficies designadas age y ¢se. En la Fig. 3
también se muestra una porcién V del sistema designada como el volumen promedio que
puede localizarse en cualquier punto del sistema multicomponente, y cuyo tamafio debe
ser tal que sea mucho menor que la dimensién caracteristica del sistema macroscépico,
L. Ademds, como se muestra en la Fig. 4, cl andlisis estd limitado al caso en que las
longitudes microscépicas caracteristicas ({s y ¢,) de las componentes contenidas en el
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FIGURA 3. Sistema macroscépico compuesto por células (componente o) y fluido extracelular
(componente f).

volumen promedio son mucho menores que el tamaiio caracteristico del volumen promedio
ro. Los nuevos pardmetros deberdn satisfacer la restriccién de ser mucho menores que el
radio del volumen promedio. Esto impone las restricciones

Eﬂ,eg <<T0<<L. (5)

Dado el cardcter fenomenolégico del tratamiento del problema de transporte se supone
que £3 y £, son longitudes muchos més grandes que la separacién intermolecular, y por
lo tanto se estd trabajando bajo la hipdtesis del continuo. La idea del volumen promedio
estd asociada con la cantidad de muestra que debe ser tomada para determinar experi-
mentalmente la concentracién promedio. Asi, las restricciones anteriores indican que el
tamano de la muestra debe ser mucho menor que el del sistema macroscépico, pero mucho
mayor que los tamafios caracteristicos de las células y la parte extracelular. La condicién
anterior en las longitudes caracteristicas del sistema es fundamental, y no siempre se
respeta cuando se comparan teoria y experimentos. La disparidad entre los tres tamanos
de las escalas permite que las restricciones generadas en pasos subsecuentes del desarrollo
puedan satisfacerse para un gran nimero de casos prdcticos y que un sistema heterogéneo
pueda ser descrito como uno homogéneo promedio (medio efectivo).

A continuacién se define el problema para el transporte de un soluto ¢ en términos de
las ecuaciones fenomenoldgicas:

8Cis

=~ =V (DigVCig) — kigCis, en B; (6)
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FIGURA 4. Volumen promedio y longitudes caracteristicas.

acio
ot

=V- (’D,-,VC,-,) o kiacig, en og. (7)

En estas ecuaciones Cjg y Cj, representan las concentraciones del soluto ¢ en las compo-
nentes extracelular y celular, respectivamente, y las cuales se denominaran concentraciones
puntuales. Los coeficientes de difusién en las componentes se representan por D;, (en
donde w denota 3 6 o). La forma de las Ecs. (6) y (7) indica que en las dos componentes
existe transporte difusivo y el soluto ¢ se transforma de acuerdo a una cinética de primer
orden cuya velocidad especifica de reaccién es k;,. Las ecuaciones de transporte y con-
diciones de frontera e inicial son similares para cada uno de los solutos ¢ que existan en
el sistema, por lo tanto en las ecuaciones siguientes eliminaremos el subindice i teniendo
en cuenta que las ecuaciones y resultados deben usarse para un solo soluto a la vez. Las
limitaciones de la teoria que se busca incluirdn las intrinsecas al uso de las Ecs. (6) y
(7), que incluyen la suposicién del continuo y baja concentracién. Esta tltima restriccién
tiene como consecuencia que el coeficiente de difusién D;, y por lo tanto el coeficiente de
difusién efectiva sean vistos con respecto a un punto fijo en el espacio.

El transporte entre las dos componentes estd acoplado por las dos condiciones de
contorno siguientes, definidas en el drea de contacto entre 8 y o dentro del sistema
macroscdpico:

—ng, - DgVCs = —ng, - D,VC,s, en ag,, (8)
ngy - Do VCy = P(Cy — KeqCp), e€n agy. (9)
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En estas expresiones ng, es el vector unitario normal a la interface indicada por age,
y dirigido de 3 a o. La forma general de estas iltimas ecuaciones, subraya el hecho de
que hasta el momento la formulacién del problema no estd restringida a una geometria
especifica. La Ec. (8) indica la continuidad del flujo de masa y, si se desea estudiar el
caso de acumulacién o reaccién interfacial, es aqui en donde debe ser incluido el término
correspondiente. En la segunda condicién interfacial dada por la Ec. (9), que indica la re-
sistencia interfacial, P representa la permeabilidad de la membrana y K4 es el coeficiente
de distribucién al equilibrio.

Para definir completamente el problema de valor en la frontera que incluye las ecua-
ciones diferenciales (6) y (7), y las condiciones interfaciales (8) y (9), son necesarias
condiciones iniciales y condiciones de contorno para las concentraciones puntuales en las
superficies de contacto de cada componente con los alrededores del sistema macroscopico,
indicadas en la Fig. 3 como ag. y @se. Sin embargo estas ecuaciones no son necesarias
para el procedimiento que se discute a continuacién.

El transporte del soluto estd dado por ia solucién del problema de contorno planteado.
Pero existe una complicacién insuperable: es necesario conocer la distribucién de células
a lo largo del sistema macroscépico para cualquier instante. El registro de tal informacién
es de por sf ya una tarea muy dificil, y lo es atin mds la solucién del problema de contorno.
Esta es la principal razén por la cual se introducen los conceptos de medio efectivo y con-
centracién promedio. Sin embargo, existe una relacién entre el comportamiento puntual
y el promedio, que no es obvia y muchas veces no se toma en cuenta.

Al respecto cabe sefialar que un nimero considerable de investigadores basados en el
hecho de que en las ecuaciones puntuales existen los términos de acumulacién, de difusién
y de reacién quimica, han propuesto la siguiente forma de la ecuacién promedio:

oHCY _
ot

La forma de la ecuacién es similar a la de las ecuaciones de transporte puntuales (6)
y (7); la variable dependiente es la concentracién promedio global, {C}. Esta representa
simultdneamente las concentraciones promedio de la componente celular y extracelular,
y una posible definicién estd dada por la relacién de cantidad total de soluto en una
muestra sobre el volumen total (incluyendo células y fluido extracelular). En la Ec. (10)
se ha introducido en el término difusivo el coeficiente de difusién efectiva D, y en el
término de reaccién la constante efectiva de velocidad de reaccién quimica, ker. El nuevo
coeficiente de difusién es un tensor de segundo orden, es decir un arreglo cuadrado de
9 elementos (indicado con negrillas maytsculas). En el caso del tensor de difusién efec-
tiva, los elementos de la diagonal principal son los coeficientes de difusién efectiva en la
direccién de cada una de las tres coordenadas, y en general los componentes fuera de la
diagonal principal son idénticos a cero. Cuando se introducen los coeficientes de difusién
efectiva en la forma indicada se reconoce el hecho de que la micromorfologia puede generar
difusividades diferentes en cada una de las tres direcciones.

Pero si se desea representar el transporte en el sistema celular de la forma mostrada
en la Ec. (10), se deben responder las siguientes preguntas: ;Cudl es la relacién de la
concentracién promedio global con las concentraciones promedio de las dos componentes?
y ;cudl con las concentraciones puntuales?

V- (Det - V{C}) — ke {C} (10)
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Al respecto se debe senalar que una definicién posible de las concentraciones promedio
en cada componente puede ser la cantidad de soluto contenida en el componente entre
el volumen de éste, o entre el volumen de muestra. Aqui ya se pueden observar posibles
ambigliedades en las definiciones usadas. Mds grave atin es el que la relacién de las con-
centraciones promedio en cada componente con la concentracién global {C} no es obvia,
puesto que en general no existird continuidad entre las concentraciones interfaciales de
cada componente. Por lo tanto la concentracién promedio global no puede ser obtenida
directamente a partir de la divisién del soluto contenido en la muestra entre el volumen
total de las dos componentes. Asi pues, encontrar una definicién para {C} que represente
simultdneamente las concentraciones promedio de las dos fases es crucial. Ademds, debe
aclararse las siguientes interrogantes: ;Cudl es la relacién del tensor de coeficientes de
difusién efectiva con la microestructura del medio celular, D¢?, ;cudl es la relacién de
la constante efectiva de velocidad de reaccién quimica, ke con las constantes de las reac-
ciones de primer orden en la componente ¢ y 37 y ;cudl con el resto de los pardmetros
fisicoquimicos?

Las anteriores preguntas son las que se intentan responder utilizando un método que
permita identificar las restricciones que se introducen al hacer simplificaciones en el de-
sarrollo.

2.2. El proceso de homogeneizacion espacial

En el procedimiento que usa el método del promedio volumétrico se pueden identificar
cuatro grandes pasos seguidos para responder las preguntas formuladas en la seccién
anterior. A continuacién se describe cada uno de ellos, asi como sus resultados.

2.2.1. Promedio volumétrico de las ecuaciones de transporte puntuales

En este paso se promedian las ecuaciones de transporte puntuales al aplicar el siguiente
operador que define a la concentracién promedio:

LY = Vif C,dV, w = componente 3o o. (11)
e w

El dominio de integracion para cada concentracién es el volumen V,,, que es el espacio
ocupado por la componente w que existe dentro de la regién denominada como volumen
promedio V, y es indicada en la Fig. 4. La concentracién promedio definida por la Ec. (11)
es la relacién de la cantidad de soluto en la regién ocupada por la componente w dentro
del volumen promedio dividida por el volumen de la misma regién. La definicién de la
concentraciéon promedio dada por la Ec. (4) es precisa. Hay otras posibles definiciones,
por lo cual podria ser incierta la comparacién entre predicciones teéricas y mediciones
experimentales. Notese que obtener pardmetros o variables promedio requiere la aplicacién

del operador definido por la Ec. (11) a la cantidad puntual correspondiente.
Una vez promediada la ecuacién de transporte en el componente extracelular, se ma-
nipula usando el teorema del promedio volumétrico [5]. Este teorema es una herramienta
matemadtica que permite intercambiar ¢l orden de aplicacién de operadores de integracién
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y diferenciacion espaciales, en forma similar al uso de la regla de Leibnitz. La ecuacion
resultante para el fluido extracelular es

1
ee—p,— =V {Ds v(eﬁ(cﬁ)ﬁ)+§/ ng,CsdA
Ago

1
+ v f ngeDg - VCzdA — kﬁfﬁ(Cﬁ)ﬁ, (12)
Ago

siendo andloga la correspondiente a las células. En esta ecuacién €5 es la fraccion vo-
lumétrica de fluido, y las integrales mostradas se realizan sobre el drea interfacial contenida
dentro del promedio e indicada por Ag,. Los términos integrales son resultado directo de
la aplicacién del teorema del promedio volumétrico.

En la Ec. (12) se puede observar en el primer término integral en el miembro derecho,
que aun después de ser promediada la ecuacién puntual ella contiene a la concentracion
puntual en términos diferentes a los que generan concentraciones promedio directamente.
Lo mismo ocurre con la ecuacién promedio de la componente celular, y ello es un incon-
veniente porque para evitar el cdlculo de C,, fue que se recurrié al concepto de concen-
traciones promedio, y por consecuencia al uso del método del promedio volumétrico. Esta
complicacién sugiere que en el siguiente paso las concentraciones puntuales se eliminen
de alguna manera utilizando expresiones en términos de las concentraciones promedio,
(CL)*

2.2.2. Eliminacién de las concentraciones puntuales

En esta etapa se introduce una relacién entre la concentracién puntual y la concentracion
promedio en cada componente. Estas relaciones son similares a las utilizadas en el andlisis
de flujo turbulento [6], y estdn dadas por

éw :Cu_(cw)wa w=poo. (13)

En esta ecuaciéon, C,, es la desviacién espacial puntual de la concentracion en la compo-
nente w. El resultado de substituir las Ecs. (13) en las ecuaciones resultantes del paso
anterior son dos ecuaciones promedio en términos de las concentraciones promedio y de
las desviaciones espaciales. S6lo se han substituido las variables originales C,, por las C,,.
Sin embargo, estas nuevas variables tienen caracteristicas particulares asociadas con su
longitud caracteristica, que permitirdn realizar simplificaciones importantes.

2.2.3. Obtencién del modelo de una ecuacion
En este paso se adicionan las ecuaciones promedio de cada componente y se involucra

la Ec. (8) que define la continuidad del flujo interfacial. El resultado de esta manipu-
lacién es el modelo de una ecuacién que representa cl transporte en ambas componentes
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simultdneamente. En el problema en discusién, la nueva variable dependiente estd dada
por
€2({Co)°

LT 4 e5(C5). (14)

o= ==

Esta nueva concentracién se conoce como la concentracién promedio ponderada por la
constante de distribucién. La definicién dada por la Ec. (14) indica el cdlculo que debe ser
efectuado con la cantidad de soluto medido en la porcién de cada componente contenida
en la muestra experimental si una comparacion entre predicciones tedricas y determina-
ciones experimentales se lleva a cabo. Nétese para el caso particular, en el que el sistema
macroscopico se encuentre en estado de equilibrio a presién y temperatura constantes, de
acuerdo a la Ec. (11) las concentraciones promedio deben expresarse como

(C3)" = constante,

(Cg)? = Keq constante.
En consecuencia, la concentracién promedio global definida por la Ec. (14) es
{C} = constante,
y las diferencias

Co = (Co)° — Keg{C), (15a)

Cs = (Cp)° - {C}, (15b)

denominadas diferencias macroscépicas de la concentracién promedio de la componente o
y B, respectivamente, son idénticas a cero. Por lo tanto, un tinico valor de {C} representa
el estado del sistema multicomponente.

La seleccion de la nueva concentracién no es obvia, ni tampoco tnica, pues podria ser
cualquier miltiplo o submiltiplo de la definida por la Ec. (14). Sin embargo, una vez
adoptada alguna definicién particular, ésta deberd ser respetada, y es parte importante
de la teoria final.

En esta etapa es necesario despreciar varios términos para poder obtener una ecuacion
de transporte de la forma mostrada por (10). En esa accién se invoca el principio de
equilibrio local misico, es decir se acepta que {C} es una representacién adecuada de las
concentraciones promedio de cada componente definidas por la Ec. (11), ya que bajo tales
condiciones los términos que contienen diferencias macroscépicas de las concentraciones
promedio son despreciables en comparacién con los términos difusivos que contienen a
{C}. Lo anterior sélo es estrictamente posible cuando las dos componentes son idénticas
en términos de sus pardmetros fisicoquimicos, o sea

Ry =1; (16a)
D, = Dg, (16b)
ko’ = kﬂ. (160)
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Cualquier desviacién de las condiciones anteriores introduce errores en el modelo de una
ecuacion. Por lo tanto, es parte muy importante el encontrar los limites dentro de los
cuales este tipo de modelo puede ser utilizado para describir adecuadamente los procesos
difusivos. Los detalles de las restricciones v la forma de obtenerlas son reportados por
Whitaker [7].

En este momento, la ecuacién de transporte atiin contiene términos con las desviaciones
espaciales locales. El objetivo del ultimo paso es la substitucion de esos términos para
finalmente obtener la ecuacién promedio completa para el transporte en el sistema celular.

2.2.4. Cerradura del modelo

Este paso consiste en la obtencion de ecuaciones constitutivas para las desviaciones es-
paciales de las concentraciones, sujetas a la imposicion del principio de equilibrio local
introducido en la seccidn anterior. Con tal propdsito, en las Ecs. (6) a (9) se substituyen
las concentraciones puntuales en favor de la promedio ponderada por la concentracién de
equilibrio y las desviaciones macroscépicas definidas anteriormente. Se procede entonces
siguiendo el método general propuesto por Crapiste et al. [8], considerando las restricciones
de tamano indicadas por la Ec. (5), para eventualmente llegar al siguicnte problema de
contorno que define las desviaciones locales de las concentraciones 673 ¥ C, en términos
de las ecuaciones gobernantes:

, en Vg, (17)

L. (-ij\?C.,'ij) =i}, -8 Vg. (18)

Las condiciones de frontera definidas en el area interfacial Ag, contenida dentro del vo-
lumen promedio:

—ng, - DgVCs = —ngy - DoV Co — nge - (Do Keq — D) V{C}, (19)
Fiigy - BaVCy = P(Cyr — HoqC) — miy + Kgg D' V{C], (20)
y las condiciones de frontera en las entradas y salidas del sistema macroscépico dadas por

C‘g =F(r), enage; (21)

Or=01r); o By (22)

Estas tiltimas son obtenidas de las condiciones de frontera, especificas para cada problema
en particular, definidas en el 4rea de contacto del sistema multicomponente macroscépico
con los alrededores e indicadas en el Fig. 3. Como se mencioné antes, su forma no es
trascendente para el andlisis aqui presentado. Ademds, las desviaciones locales de las
concentraciones deben satisfacer las condiciones

(Cs)? = (Cp)’ =0, (23)
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las cuales provienen de imponer que el promedio del promedio es el promedio, como se
puede verificar facilmente al promediar la Ec. (13).

En el problema de valores en la frontera, dado por las Ecs. (17) a (23), que define Cj
y Cs, hay dos puntos nuportantes que se deben senalar.

a) En comparacion con el planteamiento macroscépico, en este caso los términos de
acumulacion y de reaccion han sido eliminados. Esto es vilido si el tiempo caracteristico
de los cambios de las concentraciones puntual y promedio (t*), y la velocidad de reaccién
satisfacen las restricciones

it

7 B 1, (24)
bt

'13 =& 1. (25)

Notese que el efecto de la reaccion y el tiempo es despreciable a nivel del problema de
cerradura (no afecta a las desviaciones locales), sin embargo los efectos seguirdn exis-
tiendo en la ecuacién gobernante de la concentracién promedio. Es decir, el problema
macroscopico puede ser dependiente del tiempo.

Lo que hace posible que las restricciones (24) y (25) sean satisfechas en un buen nimero
de casos es el tamaiio de €, que anteriormente fue restringido a ser muy pequeiio como lo
muestra la Ec. (5). Sin embargo, si se analizan procesos con cambios muy rapidos, tales
como los producidos por reacciones de las consideradas instantdneas, la teoria desarrollada
probablemente no serd vilida.

b) El dominio de soluciéon para las desviaciones é,; y C, es la region contenida en el
volumen promedio. Sin embargo, la solucién depende de las condiciones de frontera para
Cs y C, en las entradas y salidas del sistema macroscdpico [Ecs. (21) y (22)]. Estas a
su vez dependen de las concentraciones puntuales en las entradas y salidas del sistema
macroscopico (mostradas en la Fig. 3). Esto significa que en principio el problema tiene
que resolverse en todo el dominio del sistema macroscépico, lo cual, como se mencioné
antes, es casi imposible por la dificultad de definir la posicién de las componentes para
cualquier instante y a lo largo de todo el sistema. Este problema puede solucionarse
si se observa que el efecto de las desviaciones espaciales es de corto alcance. En otras
palabras, si existe una fuente de desviaciones espaciales su efecto sélo se podra observar
en lugares alejados no mds de 10 veces el tamaiio caracteristico de las desviaciones, que
es {3 o {;. Ademds, para propésitos pricticos en variaciones de ese tamaiio, V{C} se
puede considerar constante. Si se acepta esto, no es necesario resolver el problema para
las desviaciones en la totalidad del dominio macroscépico, sino que es suficiente resolver
el problema en una regién representativa del medio celular. Se ha seleccionado como esta
region caracteristica una celda de un medio celular espacialmente periédico. Este tipo de
medio multicomponente es el que se muestra en la Fig. 5, en donde puede ser identificada
una region representativa del medio (celda unitaria), y con ella se puede construir el medio
celular macroscépico. El uso de la celda unitaria implica un medio espacialmente periédico,
y entonces es posible reemplazar las condiciones de frontera dadas por las Ecs. (21) y (22)
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FIGURA 5. Medio celular periddico en el espacio y celda unitaria.
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por las condiciones de periodicidad, que se indican a continuacion:

Clr+1) =0Cs(p), 1=1,2:8 (26)

Ca(r +1;) = Cp(r), i=1,2,3. (27)

Aqui r representa el vector de posicién y l; los tres vectores unitarios que se necesitan
para describir el medio celular periédico en el espacio. Las condiciones de periodicidad
junto con las Ecs. (13) a (20) y (23) definen completamente el problema para Cg y 8
dentro de cada una de las celdas unitarias, aislando la solucién del resto de la estructura
celular.

En este punto sc debe notar que el \inico término no homogéneo del problema de
contorno que define Cg y Cy, son los que contienen V{C} en las Ecs. (19) y (20). Si
estos términos fueran cero las desviaciones locales de la concentracién también lo serian.
Esta tltima idea, y la linealidad del problema de contorno que define éﬁ y C,, sigue las
siguientes ecuaciones constitutivas para las desviaciones:

Cs=f-V{C}, C,=Keg-V{C}. (28)
Los vectores f y g, denominados variables de la cerradura, estdn determinados por el
problema de contorno definido por las ecuaciones gobernantes de las variables de cerradura

obtenidas de la substitucién de (28) en (17) y (18):

V3f =0, enVj, (29)

Vig=0, enV,, (30)
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sujetas a las siguientes condiciones de frontera interfaciales resultantes de las Ecs. (19)
y (20):

—ngg - DgVE = —ng, - KeqDo Vg — (KeqDo — Dg)ng,, en Ag,, (31)
P(g —f) = ng, - D;Vg + Dyng,, en Ag, (32)

y las restricciones resultantes de (23)
(8)° ={f)’ =0. (33)

La periodicidad de las desviaciones locales de la concentracién genera la periodicidad para
f v g indicada por

flr+)==%(r], =1,23; (34)
gir+ L) =glr), 1=1,2,3. (35)

Una vez sustituidas las ecuaciones constitutivas encontradas en la ecuacién obtenida por
el método del promedio volumétrico y la utilizacién del principio de equilibrio local en
la concentracién, el modelo de una ecuacién estd completo. O sea, se han respondido las
preguntas respecto a determinar {C}, Des y ker que fueron planteadas al final de la Sec. 2.1.
El modelo para el caso de un sistema multicomponente homogéneo y de coeficientes de
difusién molecular constantes se resume a continuacién:

Modelo de ecuacién

o{C
(o Keq + €5) E?t} = D¢ : VV{C} - ke {C}. (36)
Concentracién promedio
(cy = <G | P (37)
Keq
Tensor de difusividad efectiva
1 =
Der = (eqk + €g)I + —/ ng.f dA — i/ ng,gdA. (38)
Dﬁ v Aﬂa v A.Ga-

Constante de velocidad de reaccién efectiva
kap = fgI{eqka’ + E‘gkﬂ. (39)

En la Ec. (38) I es el tensor unitario de segundo orden y  es el producto del coeficiente de
distribucién por la relacion de la permeabilidad de la parte celular sobre la permeabilidad
de la parte extracelular, o sea

(40)
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En este momento el modelo estd completo, pues se han definido la ecuacién de transporte
[Ec. (36)], y la nueva variable dependiente [Ec. (37)]; se dispone de un método para
predecir los coeficientes efectivos asociados a la ecuacién de transporte [Ecs. (29) a (35)],
y en principio se conocen las condiciones bajo las cuales el uso del modelo de una ecuacién
es correcto: las originadas por la imposicién del principio de equilibrio mdsico, y las dadas
por las Ecs. (24) y (25) que se generan en el problema de cerradura. El desarrollo descrito
en esta seccién ha sido reportado en detalle en la Ref. [9].

3. RESULTADOS

3.1. Cdlculo de la difusividad efectiva

Para predecir las componentes del tensor de difusividad efectiva se debe seleccionar una
celda unitaria que represente la microestructura del sistema celular, como por ejemplo
la mostrada en la Fig. 2a. En la mayoria de los casos se requiere del uso de métodos
numéricos para el cdlculo de las componentes del tensor de difusividad efectiva.

En la Fig. 6 se muestran las predicciones para la componente en la direccién z (D) del
tensor de difusividad efectiva para una fraccién volumétrica de la componente extracelular
igual a 0.19 y a/b = {,/{, = 1. En este caso el sistema es isotrépico a la difusién en el plano
xy, y por lo tanto Dz = Dy,. En los resultados se presenta la componente adimensional
D../Dg, como funcién de la relacién de permeabilidades de la parte celular a la parte
extracelular, k. Cada curva corresponde a un valor de la relacién de la permeabilidad
de la componente dispersa sobre la permeabilidad de la membrana (D, /P¢,). Para cada
fraccion volumétrica hay una grdfica andloga a ésta, en donde se identifican dos casos
extremos: el primero, cuando la membrana es totalmente permeable (D,/Pl, < 1), y
el segundo cuando la permeabilidad de la componente celular es mucho menor que la
permeabilidad de la componente continua (k < 1). En la literatura existen reportados
datos experimentales para transporte isotrépico y la comparacion de ellos con nuestras
predicciones tedricas es buena [10,11]. También se han reportado anteriormente difusi-
vidades efectivas para distintos valores de los pardmetros y tipos de geometria [12]. Es
interesante mencionar que ¢l método del promedio volumétrico predice valores idénticos
a los de Maxwell [1] cuando se realizan ciertas simplificaciones geométricas [13]. En la
siguiente seccién se tratard el objetivo inicialmente planteado.

3.2 Estimacién de la permeabilidad de la membrana a partir de datos experimentales de
la difusividad efectiva

Para evaluar la permeabilidad de la membrana a partir de datos de la difusividad efec-
tiva, obtenidos por experimentos como los discutidos anteriormente, es necesario conocer
datos adicionales. Estos incluyen la constante de distribucién al equilibrio, la fraccion
volumétrica y las difusividades moleculares del soluto de interés en los fluidos que cons-
tituyen las partes extracelular ¢ intracclular. Las caracteristicas geométricas del sistema
bicomponente se pueden determinar mediante estudios de microscopia, y esta informacion
sobre la morfologia se usa para identificar una celda unitaria representativa del sistema
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FIGURA 6. Coeficiente de difusién efectivo calculado por el método del promedio volumétrico para
una suspensién celular compuesta de células y celda unitaria con pardmetros a = b, y £, = &,
definidos en la Fig. 2.

celular. Con la informacién sobre la celda unitaria y pardmetros fisicoquimicos [que definen
completamente el problema de valores en la frontera dado por las Ecs. (29) a (35)] sélo
resta especificar la permeabilidad de la membrana celular. Entonces, se puede resolver
para los componentes de los vectores f y g necesarios en la férmula (38) para calcular la
componente requerida de la difusividad efectiva como funcién del pardmetro D, /P¢,. El
valor experimental de la difusividad efectiva puede ser entonces usado para determinar el
valor de la permeabilidad de la membrana. El procedimiento se ilustra en la Fig. 7, los
calculos fueron obtenidos para la celda unitaria mostrada en la Fig. 2b con los valores de
los pardmetros experimentales reportados por Garrick y Redwood [14], para la difusién
de etanol en una dispersién de células epiteliales de pulmén de conejo.

En la misma figura se muestran los resultados obtenidos de los modelos de Safford et
al. [4] y Redwood et al. [3]. Dichos modelos fueron deducidos considerando el transporte
del unidimensional en el sentido puntual, y sus resultados son vélidos inicamente para la
geometria celular especificada en la Fig. 2b.

Como puede observarse en la Fig. 7, las diferencias entre los valores del pardmetro adi-
mensional que contiene la permeabilidad (D, /P¢,) estimada a partir de los tres modelos
son despreciables para D;;/Ds > 0.252. Sin embargo, existen valores de D../Ds que
podrian llevar a una diferencia apreciable entre las predicciones para P, de los métodos
simplificados [3,4] y el mds riguroso presentado en este trabajo. En la Fig. 7, se muestra
también que para un valor de D,, /Dg igual a 0.163 las diferencias son mayores, y la
incertidumbre sobre la prediccién aumentarfa si se introdujera el error experimental en
las determinaciones. El efecto de la diferencia en las estimaciones aumentard conside-
rablemente si se requiere la estimacién de pardmetros que involucran la diferenciacién
numeérica de la permeabilidad, tal como la energfa de activacién.

Debe reconocerse que la prediccién de la permeabilidad de la membrana depende de
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FIGURA 7. Estimacién de la permeabilidad de la membrana celular a partir de datos experimen-
tales de difusividad efectiva.
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FIGURA 8. Glébulos rojos empacados en un tubo capilar. Dibujo basado en una microfotografia
reportada por Redwood et al. [3].

la celda unitaria supuesta y que cualquier modificacién en ella llevard a predicciones
diferentes.

La celda unitaria supuesta para los cdlculos anteriores puede ser inadecuada, y una
representacién més correcta de la suspension se muestra en la Fig. 8, de la cual la celda
unitaria correspondiente se muestra en la Fig. 9. Para esta geometria, las teorias basadas
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F1GURA 9. Celda unitaria de medio espacialmente periédico compuesto de glébulos rojos empa-
cados. Basada en microfotografia reportada por Redwood et al. [3).

en la suposicién de transporte puntual unidimensional introducirdn restricciones rigidas,
que hardn muy dificil el uso correcto de las ecuaciones resultantes. Sin embargo, dada
la geometria de la celda unitaria el problema para predecir los coeficientes efectivos de
transporte asociados con el método del promedio volumétrico estd completamente defi-
nido.

4. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Se ha descrito la forma en que mediante el método del promedio volumétrico se obtienen
el modelo de una ecuacién y los coeficientes de transporte asociados con ella. El modelo
no esta restringido a ninguna geometria en particular, sin embargo se usa el concepto
de medio celular periédico en el espacio para resolver el problema de cerradura y para
predecir las componentes del tensor de difusividad efectiva.

Si la morfologia del sistema celular se puede describir, y se satisfacen las restricciones
asociadas con el modelo, la teorfa describird adecuadamente el proceso de difusién. La
prediccién de la difusividad efectiva se reduce a resolver un problema de valores en la
frontera para los vectores f y g. Por lo que se estd en posibilidad de estudiar sistemas
macroscopicos con el modelo desarrollado.

El método puede ser usado para estudiar muchos otros problemas de transporte en
sistemas multicomponentes. En otros trabajos se han incluido otros términos que permiten
analizar las situaciones que se presentan en procesos de respiracién de vegetales [15],
separacion de tipo cromatogréfico en tubos de paredes permeables [16] y extraccién de
solutos en sistemas de emulsién doble [17]. Ademds, recientemente el método ha sido
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utilizado para predecir el comportamiento de las propiedades eléctricas efectivas de silicio
poroso incluyendo contribuciones debido a transporte superficial [18,19,20].

El método del promedio volumétrico presenta las siguientes tres ventajas:

a) La definicién de la variable dependiente (concentracién o temperatura promedio) y de

b

C

los coeficientes de transporte asociados a las ecuaciones promedio deducidas es clara,
) el método no estd restringido a ninguna geometria del sistema, y

) las restricciones que se deben cumplir para utilizar correctamente la ecuacién pro-
medio se obtienen durante el desarrollo del modelo. Estas deben adicionarse a las
intrinsecas en las ecuaciones que modelan el transporte puntual.
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