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RESUMEN. Se examina analiticamente, en su aproximacion lineal, el decaimiento por friccién de
un vortice barotrépico simétrico en un océano no acotado lateralmente y de fondo plano. Las
ecuaciones que describen la evolucién se obtienen por medio de una expansién perturbativa de
las ecuaciones de Navier-Stokes adimensionales, con base en los nimeros pequeiios de Ekman y
Rossby. A partir del sistema se obtienen las ecuaciones que dictan la evolucién tanto para la
superficie libre como para la velocidad azimutal, cuyas soluciones quedan en términos de integrales
de funciones de Bessel. En la ecuacién para la vorticidad potencial se observan claramente los tres
efectos presentes en la aproximacién lineal. Dos de ellos provocan compresion o estiramiento de las
lineas de vértice: el bombeo de Ekman, producto de la friccién del fondo, y el movimiento de la
superficie libre. El tercer efecto estd dado por la difusién lateral de vorticidad. Estos tres efectos
han sido discutidos en la literatura, pero no se habian incorporado todos en la solucién, como
sucede en este trabajo. Se muestran explicitamente estos efectos en el ejemplo de un vértice cuya
elevacién inicial de la superficie libre es gaussiana. Se presenta también la reduccién del sistema,
y su solucién, a un modelo de gravedad reducida. En éste, el bombeo de Ekman desaparece al
permitirse el deslizamiento sin friccién sobre la capa inerte.

ABSTRACT. We examine analytically, within the linear approximation, the decay by friction of
an azimuthal symmetric barotropic vortex in a flat bottomed and laterally unbounded ocean.
The governing equations are obtained, using the smallness of the Ekman and Rossby numbers,
by a perturbation technique on the dimensionless version of the Navier-Stokes equations. Closed
equations for either the surface elevation or azimuthal velocity component, with solutions via the
Fourier-Bessel transform, follow from the system. Three effects are left in the linear approximation,
best described in the potential vorticity equation. Two of these effects have to do with the shrinking
or stretching of the water column: the first one is the bottom Ekman pumping, which is the result
of the bottom friction, and the second one is the rate of change of the surface elevation. The third
effect is the lateral diffusion of vorticity by viscous processes. All these three effects have been
described in the literature but a solution including them all is the contribution of this work. These
effects are explicitly shown in an example of a vortex with a surface elevation initially gaussian.
For compleatness, the reduction of the system and its integral solution for a reduced gravity model
is also shown. In this model the bottom Ekman pumping disappears since the active upper layer
is allowed to slip without friction over the motionless lower layer.

PACS: 66.20.+d; 92.40.Cy; 47.32.-y

1. INTRODUCCION

El desarrollo de técnicas observacionales y el incremento de mediciones en el océano, puso
de manifiesto la presencia de una gran cantidad de estructuras vorticales o remolinos.
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Dada su relevancia en flujos geofisicos de gran escala, el estudio de éstas ha tenido un
gran auge en los ultimos 30 anos.

Por medio de estudios analiticos, numéricos, de experimentos en laboratorio y obser-
vaciones directas, se han logrado importantes avances en el entendimiento de la dindmica
general de vértices. Los principales temas tratados hasta ahora son: su formacién, su
propagacién, su estabilidad, el forzamiento producido por el viento, su intercambio de
calor con la atmdsfera, el efecto debido a la topografia, la disipacién de su energia y el
campo de velocidad circundante. Hopfinger y van Heijst [1] presentan una revisién de
trabajos realizados en algunas de esas direcciones.

Uno de los rasgos més sorprendente de los remolinos ocednicos observados es que per-
sisten por largos periodos. Por ejemplo, Elliot 2] estima que el tiempo tipico de vida de
un remolino en el Golfo de México es de un afio; McWilliams [3] senala que los remolinos
del Mediterrdneo tienen una mayor persistencia y estima que son de dos a tres anos;
Joyce [4], en una revisién de trabajos realizados en el sistema de la Corriente del Golfo,
sefiala que el tiempo de vida de remolinos en esta regién oscila entre dos y nueve meses.

Aungque existen varios mecanismos que pueden contribuir a la persistencia o destruccion
de un vértice oceanico [5,6,7], el objetivo en este trabajo es estudiar la evolucién y decai-
miento de un vértice cuando la friccién (viscosidad) juega el papel fundamental. Para ello
se utiliza un modelo cuasigeostréfico barotrépico, donde la ecuacién bdsica es aquella que
gobierna la vorticidad potencial, en un océano con fondo plano ilimitado lateralmente y
en el plano f.

En la aproximacién lineal, la evolucién del vértice se manifesta por una redistribucién
continua de su momento angular, debida principalmente a procesos viscosos. Existen dos
procesos viscosos diferentes: (i) difusién radial de vorticidad, que produce un cambio en
la distribucién de vorticidad en la escala de tiempo difusivo T, = L*/w, y (ii) cambios
en la vorticidad debido al bombeo de Ekman en el fondo. La escala de tiempo asociada a
este tltimo mecanismo, llamada escala de tiempo de Ekman (8,9], es T, = (2H 2/f v )12,
Aqui L es la escala horizontal del vortice, H es la escala de profundidad, f es el parimetro
de Coriolis, 1, y vy son las viscosidades horizontal y vertical del fluido, respectivamente.
En un flujo de gran escala la difusién de momento, por turbulencia de menor escala, es
diferente en la horizontal que en la vertical, por lo tanto, en modelos para estudios de
fenémenos de gran escala, es comin la utilizacion de coeficientes vy y vy diferentes 9].

La importancia relativa de ambos procesos estd dada por la razén entre sus escalas
de tiempo, que es igual a a = T,/T, = )\h,\;”?, con Ay = 2w, /fLEy Ay = 21/\,/]'H2
los ntimeros de Ekman horizontal y vertical, respectivamente. Dependiendo de los valores
que toman estos pardmetros se han planteado modelos para analizar el decaimiento de
un vértice cuando uno de los dos procesos viscosos es significativamente mds relevante.
Asi, por ejemplo, en condiciones de laboratorio, donde se logra evitar turbulencia y se
reproducen importantes rasgos de interés para el estudio de la circulacién ocednica de
gran escala, se tiene: v, = vy = vy a = (H/L)*AY2 con A = 2v/fH?; como en estos
experimentos H/L = O(1) y A < 1, la circulacién de Ekman, producto de la friccién
del fondo, es el proceso dominante en la evolucién del vértice [1,8,10]. Por supuesto, aqui
f es dos veces la velocidad angular del tanque que contiene al fluido. Por otro lado, en
el estudio de decaimiento de remolinos en el ocedno el efecto de la capa de Ekman se
desprecia y se considera que la difusién horizontal de momento es el proceso que domina
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en su evolucién [11]. Asi, por ejemplo, para modelar el decaimiento, en las Refs. [12,13,14]
se utilizan modelos de capas que incluyen los efectos horizontales de friccién y desprecian
el flujo vertical de momento entre ellas.

En aras de generalizar, en este trabajo se deduce la aproximacién lineal que incluye los
dos procesos viscosos para examinar analiticamente la evolucién de un vértice barotrépico
simétrico en el plano f. Esto es, el decaimiento del vértice se produce tanto por el efecto de
la friccién del fondo, representado por una condicién sobre la velocidad vertical en el tope
de la capa de Ekman, como por el efecto de la difusién horizontal de momento en el interior
(alejado de la capa de Ekman del fondo). Un tercer efecto lineal, que también se incluye
en el modelo, aparece al considerar la anomalia del nivel superficial en la redistribucién
radial de volumen. Cada uno de los tres efectos lineales mencionados se han tratado
anteriormente en la literatura, ya sea en forma separada o combinando dos de ellos; en
este estudio se presenta la formulacién y solucién del problema lineal de decaimiento que
los incluye a todos y recupera como casos particulares los previamente publicados.

La presentacién del trabajo se organiza como sigue. En la Sec. 2 se formula el problema
y se arriba al sistema de ecuaciones que rige la evolucién del vértice. La solucién se
presenta en la Sec. 3, donde también se discute un ejemplo. La evolucién de un vértice en
un modelo de gravedad reducida es dada en la Sec. 4. En la Sec. 5 se discute el decaimiento
del vértice a través de la ecuacién de vorticidad y por ultimo, las conclusiones son dadas
en la Sec. 6.

2. MODELO

Las ecuaciones de movimiento, expresadas en coordenadas cilindricas, para un flujo con
simetria azimutal de un fluido homogéneo sobre un plano horizontal que rota con velocidad
angular % f constante (f: pardmetro de Coriolis) alrededor del eje z, perpendicular al plano
y en la direccién de la gravedad, son

Du v? p 2 *u
EHT_‘— )—__3_+VhDu+VVEE’ (13.)
Dv  uv 2 &%y
E-{-—-f-fu_llhDv-l-Uva—z?', (].b)
Dw 1dp 9 w
Dt p0s +wmV w+v‘,——322, (1c)
y la ecuacién de continuidad o de conservacién de volumen es
ow 120
et = 0.
Jdz + rar {g d)
Los operadores que aparecen son
Dt~ ot or T Var
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FIGURA 1. Diagrama esquematico del modelo bajo estudio sefialando escalas y sistema de coor-

denadas.
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En esta notacién, u, v y w son las componentes de velocidad radial, azimutal y vertical,
respectivamente, p es la densidad (uniforme) del fluido, g es la aceleracién debida a la
gravedad; v, y vy son los coeficientes (constantes) de viscosidad turbulenta horizontal
y vertical, respectivamente; r, z y t son las variables independientes que denotan las
coordenadas radial, vertical y el tiempo, respectivamente. La coordenada vertical aumenta
en direccién contraria a la aceleracién de la gravedad y z = 0 coincide con el fondo plano.
La presion, p, estd dada por la suma de una presién hidrostdtica de referencia pg(H — 2),
y la parte dependiente del tiempo y el espacio, asociada con la presencia del vértice,

pllrzth
p(r, z,t) = pg(H — z) +p'(r, 2, t). (3)
El fluido estd confinado en la region
0 <7< og, 0 <3< ny=H Fqlr,t), (4)

donde z,(r, t) es la posicién de la superficie libre con 7(r, ) su deformacién por la presencia
del vértice ( zs = H, n = 0, en ausencia del vértice). Una representacién esquematica del
modelo, geometria y coordenadas utilizadas se presenta en la Fig. 1.

Las ecuaciones se expresan sin dimensiones con el uso de las siguientes escalas:

L
b, ] = l”,l,Ai/?o‘,pr,f? v,

[r,2,1] = [L,H,Qf'l/\;llzi,

donde L y H son las escalas espaciales horizontal y vertical, respectivamente, V' es la
escala de velocidad azimutal del vértice, A, = 21/\,/)’H2 es el niimero de Ekman vertical
y & = H/L es la razén de aspecto.
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Se toman estas escalas ya que se supone que para nimeros de Ekman pequefios LAy 2 1y
que es el de interés en este estudio) la circulacién es primordialmente azimutal, mientras
que las circulaciones radial y vertical sélo entran como correcciones. El tiempo carac-
teristico en que el decaimiento de un perfil inicial procede es prolongado, por un factor
proporcional a ,\;1/2, comparado con el periodo de rotacidn.

El sistema de Ecs. (1) queda (usando los mismos simbolos para las variables, pero ahora
sin dimensiones y de acuerdo al escalamiento) como

ou ) ] v? op' 2 3/20%u
— — e — = = =l /\vD ’\V ] 5
,\V(at+2Ro(uar+waz)U) ZROT 2v 26r+a u+ 57 (5a)
ov ad ad u 1/2 321)
i e A e o = aD%v + A\ , 5b
8t+2R°(u8r+w3z+r)U+2u o 022 L
Jw a 7] ap’ 3/2 .2 O%w
2 L - = s e i 5
X6 (Bt + 2R, (u8r+w8z)w) % + aX6°Vw + Ay 557" (5¢)
ow 19
il Wi =0. od
0z * T ar(”‘) (5d)
La presién sin dimensiones es
1-2+ R,Fp
=il (6)
R, F
y el fluido estd contenido en el dominio adimensional
0 <r<o0, 0<2< 2, =1+ R,Fy(r,t). (7)

Los nuevos pardmetros que aparecen son: el ndimero de Rossby, R, = V/fL , que
determina la importancia de los términos alineales; el niimero de Froude F = PLYgH,
que es una medida de la magnitud de la deformacién de la superficie libre (15] y el
pardmetro a que mide la magnitud del efecto de la viscosidad horizontal y compara la
escala de tiempo difusivo a la escala de tiempo de Ekman (ver Introduccién).

En vista de que para casos de interés geofisico /\\1,/ & 1, se puede hacer una expansién
perturbativa de las ecuaciones en términos de este parametro. Aqui es suficiente tomar
Av = 0 en (5) alejado de la capa de frontera del fondo (en el interior), ya que muchos
de los rasgos de interés aparecen a orden cero respecto a esta perturbacién [10,16,17].
Mi4s aiin, como el propésito de este trabajo es analizar la evolucién de un vértice en su
aproximacion lineal, védlida cuando R, < 1, se tiene que en el limite cuando R, — 0, el

sistema (5) toma la forma, correcta a O(/\‘l,ﬂ):

ap’'
o 8
v e (8a)
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dv 9
5 + 2u = aD*v, (8b)
ap’
F e 0, (8¢)
Jw 120
E + ;E;(T’M) = {), (Sd)

La Ec. (8¢c) representa el balance hidrostético, lo que indica que la presion es vertical-
mente uniforme, p'(r, z,t) = n(r,t) y el campo de velocidad horizontal no varia con la
profundidad, du/8z = dv/0z = 0.

Para completar el problema se considera la capa de Ekman en el fondo, necesaria para
satisfacer la condicién de no deslizamiento del fluido en dicha frontera sélida. El efecto
de esta capa, que tiene un grosor adimensional O(,\‘l,/ 2), proporciona la velocidad del
bombeo/succién de Ekman en su tope superior, y es

wg = — —(rv). (9)

La expresion (9) dice que la velocidad del bombeo/succién de Ekman (wg) es la mitad
de la vorticidad adimensional, a orden cero, del fluido en el interior [16,18].

Con este resultado se puede integrar verticalmente la ecuacién de continuidad (8d)
utilizando (9) como condicién en el fondo y la condicién cinemdtica linealizada en la
superficie dada por

1_0n
wy = —F—. 10
5= il (10)
Entonces, las ecuaciones que describen la evolucién de un vortice simétrico debido a los
efectos de la superficie libre deformable y la viscosidad horizontal en el interior, son

an
v = g, (11&)
61} 2
— 4 2u = 11b
5 + 2u = aD*v, (11b)
on 20 10
s Il 3-8 g s . 1
Fat * TBT(TU) rar(rv) (1ig)

La tultima ecuacién muestra que la conservacién de masa es un balance entre los cam-
bios de la elevacién superficial, la divergencia de la circulacién radial en el interior (los
dos términos del lado izquierdo) y el bombeo de Ekman (el término del lado derecho).
Ademas muestra que la presencia del bombeo o succién de Ekman en el tope de la capa
de frontera del fondo induce una circulacién radial, pero ésta se puede compensar por el
desplazamiento de la superficie libre. En el caso en que no existe la friccion del fondo, el
movimiento de la superficie libre es el responsable de la existencia de la circulacién radial.
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La condicién inicial preescrita, dada por v(r,0) = vy(7), estd y permanece en balance
geostrofico con el perfil de la superficie libre por (11a). Un caso cldsico particular ocurre
cuando los dos pardmetros (F y a), que aparecen en el sistema (11), son muy pequenos.
Bajo estas condiciones las Ecs. (11b) y (11c) se reducen a

av

8t+2u=0’ uz%v.

En este caso la solucién estd dada en la Ref. [8], a saber
v(r,t) = vo(r)e .

En esta aproximacién, el perfil inicial retiene su estructura espacial y decae con la escala de
tiempo simple, Ty, la escala de tiempo de Ekman. Si se consideran los efectos provocados
por la presencia de la superficie libre deformable y de la viscosidad horizontal en el interior
en la evolucién de un vértice, la solucién anterior se modifica como se vera a continuacién.

3. SoLucION

El sistema (11), que sélo contiene dos pardmetros a y F, se puede combinar para obtener
una ecuacién que dicta la evolucién de la superficie libre, n:

d
5% [sz;r - Fn] = aVip — Vi, (12a)

0 una que dicta la evolucién de la velocidad azimutal, v:

%[ng — Fv] = aD* — D%, (12b)

Varios autores han presentado reducciones de estas ecuaciones en diferentes contextos,
en las que no consideran alguno de los tres efectos. Por ejemplo, si se desprecia el efecto
de la superficie libre (F = 0), el decaimiento de un vortice simétrico estd dado por el
efecto viscoso del fondo, modificado por el efecto de la viscosidad horizontal en el interior.
La Ec. (11c) con F = 0 muestra que u = %v, que sustituida en (11b) produce

(9'U 2
TR aD*y. (13a)
Haciendo v = v'(r,t) exp(—t), (13a) se reduce a una ecuacién de difusién:

a /
= = aD%. (13b)

Esta ecuacion se obtuvo en las Refs. [17,19] para la evolucién de la velocidad azimutal de
un vdrtice, en condiciones de laboratorio, cuando su escala horizontal es pequena relativa



540 R.F. GARCiA SANCHEZ Y J. OCHOA

al radio del tanque, por lo que los efectos de las fronteras laterales son despreciables.
Bajo esta restriccién estos autores plantean una solucién de similaridad para describir su
evolucién. Si el efecto de la viscosidad horizontal en el interior no se considera (a = 0),
pero se retienen el bombeo de Ekman y la contribucién, en la ecuacién de continuidad,
de la variacién del nivel superficial ( F # 0), la evolucién de la superficie libre y de la
velocidad azimutal, se rigen por (12a) y (12b) respectivamente, con a = 0.

La Ec. (12a) con a = 0, aunque expresada en coordenadas cartesianas y con dimen-
siones, es la planteada por Gill [20] para describir el decaimiento de un flujo geostrofico
por la friccién del fondo. A modo de informacién, Gill la utiliza para determinar la escala
de tiempo del decaimiento de una perturbacién sinusoidal, cuando el nimero de onda es
mayor o menor al radio de deformacién de Rossby. Esta misma ecuacién, fue derivada y
resuelta en la Ref. [15], al estudiar el efecto de la superficie libre en el problema cldsico
de decaimiento, para un fluido que rota en un tanque con fondo parabélico (en equilibrio
con la forma de la superficie libre); posteriormente, Maas [10] la resuelve, en la misma
geometria, si la estructura inicial del vortice estd especificada.

En el Apéndice se da una solucién para la ecuacién diferencial que pronostica la evo-
lucién de la velocidad azimutal (12b) considerando ambos pardmetros. Condicionada a
que la velocidad azimutal sea regular en el origen y decaiga a cero cuando r — o0, la
solucién de (12b), dado el estado inicial v(r,0) = vo(r), es

= k? + ak?
v(r,t) = /0 Bo(k) J1(kr) exp [__k_zla_F-tjl kdk, (14a)
donde
vo(k) = /‘00 vo(r) Ji(kr) rdr (14b)
0

es la transformada de Fourier-Bessel del campo de velocidad azimutal inicial y Ji(z) es
la funcién de Bessel de primer tipo de orden uno.

De la Ec. (11a) con condiciones apropiadas de regularidad o directamente de (12a), la
elevaciéon de la superficie libre, 7, evoluciona como

= k? + ak?
’I](T,t) = /0 ﬂo(k) Jo(k?") exp [—Wt dk, (15&)
con

Mo(k) = /00 no(r) Jo(kr) dr, (15b)
0

donde n(r,0) = no(r).

Dada una de las soluciones, (14) o (15), los otros campos son calculables a partir del
sistema (11). Esta solucién es la mds general que se conoce y es el resultado mads importante
de este trabajo. Para a = 0 las soluciones recuperan las planteadas en la Ref. [10] cuando
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considera que la escala horizontal del vortice es mucho menor que el radio del tanque
(cuando el radio del tanque tiende a infinito). Las mismas soluciones se obtuvieron en la
Ref. [21] en un estudio de decaimiento de remolinos en el mar de Weddell, donde domina
la accién de la friccién producida por la capa de hielo en la superficie.

Para visualizar los efectos que producen la presencia de la superficie libre deformable y
la viscosidad horizontal en el interior, cuyas magnitudes son medidas por los pardmetros
F y a, respectivamente, éstos serdn discutidos a través de un ejemplo.

3.1. Ejemplo de un vortice gaussiano

Si la forma inicial de la superficie libre estd dada por
no(r) = exp(~r?/2), (16a)
la velocidad azimutal correspondiente es
vo(r) = —rexp(—r2/2) (16b)

v la vorticidad inicial es

wo(r) = (r? = 2) exp (_1‘2_2) 4 (16¢)

Este tipo de perfil ha sido utilizado por varios autores para simular la forma de remoli-

nos oceanicos [6,13,14,22] y dada su estructura simple y propiedades de continuidad, el

vértice gaussiano es frecuentemente utilizado para ajustar datos ocednicos o de laboratorio

(1,23]. El vértice consiste de un nicleo con vorticidad negativa, rodeado por un anillo de

vorticidad positiva, como se observa en al Fig. 2a, donde se muestran los campos iniciales.
La transformada de Fourier-Bessel (14b) de la velocidad azimutal inicial (16b) es

k2
to(k) = —kexp (—-?) ; (17)

Al sustituir en (14a) se obtiene la solucién en forma integral para la evolucién de un
vortice con esta velocidad azimutal inicial, a saber,

K (k? +ak4)t} . (18)

o0
= - k? _—_—
v(r, t) /0 J1(k7) k* exp [ 5 R

Se desconoce la expresion analitica de la solucién de esta integral para un par de pari-
metros (a, F') arbitrarios. Sin embargo, algunos casos particulares, ya sean por la forma
explicita de la integral o por integracién numérica, seran presentados aqui.
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FIGURA 2. a) Estado inicial de los campos no(r), vo(r) y wo(r); b) evolucién de la velocidad
azimutal debido solamente a la friccién del fondo (a = F = 0).

Con el propésito de discutir los efectos que produce la difusién horizontal de momento
en el proceso de decaimiento, se supone que el efecto de la deformacién de la superficie
libre es despreciable. Haciendo F =0, la Ec. (18) tiene solucién analitica, que es

2

v(rt)*—-—r—ex e e
)T T 2002 O | T 2(1 4 20)

] exp(—t). (19)

Nétese que el perfil retiene su cardcter gaussiano y que con o = 0 se recupera el resultado
de la Ref. [8]. Estos resultados se presentan en la Fig. 2b. Con a = F = 0, la dindmica
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lineal de Ekman predice un decaimiento puramente exponencial del flujo y la posicién
donde se alcanza la velocidad azimutal extrema (rex) se mantiene fija, sin embargo, la
inclusién del flujo horizontal de momento por difusién, lleva a una traslacién de su posicién
de acuerdo a la férmula

rext(t) = (1 + 2at)1/?, (20a)

y la amplitud de la velocidad azimutal extrema (vey ), evoluciona en el tiempo de acuerdo a

Uext(t) =

_m exp[—1(1 + 20)]. (20b)

Entonces, como una correccién al decaimiento lineal de Ekman, la difusién horizontal
provoca una migracién de la velocidad azimutal extrema hacia afuera y su decaimiento
aumenta a medida que aumenta el valor del pardmetro o [17]. Estos rasgos se muestran
en la Fig. 3, donde se presentan los resultados de la evolucién de la velocidad azimutal
para & = 0.1 y 1.0. La forma en que evoluciona la velocidad azimutal extrema y el radio
donde se alcanza se muestran en la Fig. 4 para & = 0, 0.5 y 1.0. En ambas figuras (3 y 4)
se observa que la razén de decaimiento es mayor en el inicio que para tiempos posteriores
y es casi constante y proxima a la escala de tiempo de Ekman para valores pequenos de a.

Para analizar los efectos que ejerce la presencia de una superficie libre deformable, se
toma ahora a = 0, eliminando los efectos del flujo horizontal de momento por difusién.
En este caso la integral no parece tener cuadratura conocida para cualquier valor del
pardmetro F, salvo, claro estd, si F = 0, un resultado ya discutido. En la Fig. 5 se
presenta la evaluacién numérica de dicha integral para F = 1.0 y 10. En la Fig. 5b se
observa mas claramente cémo a medida que el tiempo aumenta, la posicién de la velocidad
azimutal extrema migra alejindose del centro del vértice, mientras que su amplitud decae
con una razon menor que con e~ ‘. Ademds, si se compara la Fig. 5a con la Fig. 5b se
observa que la rapidez del decaimiento disminuye al incrementarse el niimero de Froude.
Estos resultados corroboran los previamente sefialados en las Refs. (10,14,17].

Un caso particular donde estdn involucrados ambos pardmetros se tiene al tomar F =
1/a. En tal caso, después de resolver la integral, se tiene

v(r,t) = —

2
F?r [ Fr? } (1)

(F+202 P | "3(F + 20)

De la Ec. (21) se obtiene que la posicién donde se alcanza la velocidad azimutal extrema
evoluciona respecto al tiempo por

1/2
Text(t) = (F L 2t) (22a)

F

v su amplitud (veyx ), de acuerdo a

3/2
Vext (t) = — (F fzt) exp[-1]. (22b)
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FIGURA 3. Evolucién de la velocidad azimutal con F = 0. a) para a = 0.1 y b) para a = 1.0.
Nétese que el ensanchamiento y el decaimiento del vértice es més rapido al incrementarse el valor

del pardmetro a.
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FIGURA 4. a) Evolucién de la velocidad azimutal extrema (vext); b) posicién donde se alcanza
(rext), para @ =0,0.5y 1.0 con F' = 0.



DECAIMIENTO DE VORTICES BAROTROPICOS. . . 545

a)

b)

0 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10

FIGURA 5. Evolucién de la velocidad azimutal para a = 0; a) F = 1.0; b) F = 10. Nétese que el
decaimiento y ensanchamiento del vértice es mas rapido para valores menores de F'.

En la Fig. 6 se muestran los perfiles de la velocidad azimutal en tres instantes de tiempo,
para F = 1.0 y 10 (o = 1.0 y 0.1). La evolucién de la velocidad azimutal extrema y el
radio donde se alcanza se presentan en la Fig. 7. En este caso también se observa que
el mayor decaimiento del vortice ocurre para tiempos pequefios y si se comparan estos
resultados y las Figs. 3 y 6, se observa de nueva cuenta que al incrementarse el valor de
F se retarda el decaimiento del vértice.

Como se ve, la solucién aqui presentada recupera como casos limites las anteriormente
planteadas por diferentes autores. Un caso limite interesante que representa la evolucién
de un vértice en un modelo de capas sera presentado en la préxima Seccion.
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FIGURA 6. Evolucién de la velocidad azimutal para el caso en que F = 1/a;a) a=1(F=1)y
b) a = 0.1 (F = 10).

4. MODELO DE GRAVEDAD REDUCIDA

El parimetro que mide la importancia de la deformacién de la superficie libre, F' =
(L/L,)?, donde L, = (gH)Y?/f es el radio de deformacién barotrépico de Rossby, toma
valores muy pequefios tanto en condiciones tipicas de laboratorio [17] como oceanicas.
Para un océano abierto L, = 2000 km (en latitudes medias), siendo al menos un orden
de magnitud mayor que L. Por ejemplo, McWilliams [3] sefiala escalas horizontales tipicas
de 20-50 km para voértices en el Mediterraneo, Vukovich y Crissman [24] en un trabajo
de 12 afios de datos de satélite en el Golfo de México, reportan un didmetro promedio
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para el caso en que F'=1/a;a) a =1 (F =1); b) a = 0.1 (F = 10).

de remolinos de 150 km y Auer [25] de 129 km para remolinos que se desprenden de la
Corriente del Golfo.

Por otro lado, la estructura vertical de dichos remolinos alcanza amplitudes del orden
de los cien metros, y dificilmente logran sentir la presencia del fondo, excepto, claro estd,
cuando en su migracién interactian con la costa, como ocurre en la frontera oeste del
Golfo de México [26] y del Océano Atlantico [4].

Por estas razones, una aproximacién apropiada para estudiar la evolucién de vértices
ha sido a través del modelo de gravedad reducida. Este considera una capa activa de
fluido sobre una de mayor densidad, de profundidad infinita, en reposo (ver, por ejemplo,
Refs. [7,27,28,29,30]).

El modelo que a continuacién se presenta se obtiene al considerar vy = 0 y al escalar
el sistema (1) utilizando la escala de tiempo difusivo en lugar de la escala de tiempo de
Ekman, ya que en este caso T, = ooc. Aunque las ecuaciones derivadas anteriormente
son para una capa con densidad constante que se extiende hasta el fondo, éstas son las
mismas para el modelo de gravedad reducida, excepto porque la gravedad es sustituida
por la gravedad aparente g’ = gAp/p, con Ap la diferencia de densidad de la capa inferior
a la superior, 77 es el grosor de la capa activa y no existe ni capa ni bombeo de Ekman,
pues la capa activa se desliza sin friccién sobre la capa inerte.
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FIGURA 8. Diagrama esquemético del modelo de gravedad reducida.

Las ecuaciones linealizadas que dictan la evolucién de un vértice en el modelo de gra-
vedad reducida son

In
v E, (238.)
v s 1
Et" +2u= (V — 1‘_2) v, (23b)
o 20
a P e =0 284)

donde ahora, al integrar la ecuacién de continuidad, se utiliza la condicion cinematica
tanto en la superficie como en la interfase. Estas ecuaciones son las mismas planteadas
en (11) pero con a = 1 y sin la contribucién del bombeo de Ekman. Una esquematizacién
del modelo se presenta en la Fig. 8.

Combinando el sistema (23) se obtiene una ecuacién que rige la evolucién del grosor
de la capa activa:

2 (v Fa) = V' (24a)
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y para la velocidad azimutal se tiene

%[D% ~ Fv] = D'. (24b)
Las soluciones en este caso son
n(r,t) = /0 fo(k) Jo(kr) exp [—m f] dk, (25a)
con 7g(k) dado por (15b); y
t) = 00‘(lc)J(Ic) - K t| kdk (25b)
W) = | aok) k) exp |~z ka,

con 7p(k) dado por (14b).

Estas ecuaciones (24a,b) y sus soluciones correspondientes (25a,b), fueron obtenidas en
la Ref. [14] en un estudio de decaimiento de vértices de mesoescala para el caso lineal.

En este modelo, el pardimetro que mide la importancia de la deformacién de la capa
activa es F' = (L/L,)?, donde ahora L, = (¢’H)Y?/f (35-40 km en latitudes medias) es
el radio de deformacién baroclinico de Rossby y H es la profundidad de la capa activa
en ausencia del vértice. Es bueno sefialar que, dadas las escalas utilizadas para obtener
el sistema lineal que rige la evolucién del vértice, el modelo (23) sélo es aplicable a
remolinos cuasigeostréficos de mesosescala [31]. Para analizar la validez del modelo de
gravedad reducida, ver la Ref. [32].

5. DISCUSIONES

El decaimiento de un vértice geostréfico, aunque afectado por la deformacién de la super-
ficie libre, se debe principalmente a la friccién. Su evolucién se manifiesta en una continua
redistribucién de su vorticidad relativa y se observa claramente si (12a) se expresa en
términos de w = (1/r)8/8r(rv) = V2, Ref. [33]. Asi se obtiene que la ecuacién que dicta
la evolucion de la vorticidad relativa es

Ow an

E =—-w+F Et-
y muestra que su razén de cambio, el término del lado izquierdo, estd determinada por el
estiramiento de las lineas de vértice debido tanto al bombeo o succién en la capa de Ekman
como al movimiento de la superficie libre (los dos primeros términos del lado derecho de
la ecuacién), y por la difusién lateral de vorticidad en el interior, el dltimo término del
lado derecho de (26). Esta misma ecuacion, escrita con dimensiones y reordenando los
términos, representa la razén de cambio de la vorticidad potencial:

P . 1/2
-&(w—%)=-(;;,2) w+ V.

+ aViu, (26)
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En el caso cldsico en que o« = F = 0, la Ec. (26) muestra que el decaimiento de la
vorticidad relativa se debe exclusivamente al estiramiento de los tubos de vértices por el
bombeo de Ekman en la capa del fondo. En regiones donde la vorticidad relativa del fluido
es positiva (negativa), la friccion en la capa del fondo ocasiona un bombeo (succién) de
Ekman en el tope de esta capa, provocando asi la compresién (estiramiento) de los tubos
de vértices en el interior, lo que disminuye (aumenta) la vorticidad en el fluido.

Si F =0, haciendo el cambio w = w'exp(—t), la Ec. (26) se reduce a

I
6:9% = aV2J/'. (27)
Este resultado ya se obtuvo en la Sec. 3 para la ecuacién de la velocidad azimutal, y
muestra que la razén de cambio de la vorticidad relativa del flujo de un vértice (pequeno,
ya que F' — 0) se debe exclusivamente a la difusién de ésta, aumentando su razon de
decaimiento para valores altos de & y disminuyéndola cuando éste toma valores pequenos.

Si ahora se toma a = 0, pero la superficie libre es dindmicamente activa, es decir, cuando
el nimero de Froude es distinto de cero, la Ec. (26) muestra que en regiones donde la
vorticidad relativa del fluido es positiva (negativa), la compresién (estiramiento) de los
tubos de vértices, debido al bombeo (succién) de Ekman, estdn parcialmente compensados
por el estiramiento (compresién) de los tubos de vértices, debido al movimiento de la
superficie libre. Esto disminuye la razén de decaimiento de la vorticidad en el fluido.

En el caso particular en que exista un balance entre el movimiento de la superficie libre
y el bombeo de Ekman, esto es, la compresion (estiramiento) de los tubos de vértices es
nulo,

I
I e w (28)
la evolucién de la vorticidad relativa (26), toma nuevamente la forma de una ecuacién de
difusién, dada por (27).

En el ejemplo, en los casos donde se tiene una expresién explicita de las soluciones,
la ecuacién que dicta la evolucién de la vorticidad relativa precisamente se reduce a una
ecuacién de difusion.

En el caso F = 0, la razén de decaimiento de la vorticidad relativa estd dada por (27); sin
embargo, para tener una idea de la importancia relativa de los mecanismos que intervienen
en el cambio de la vorticidad, se pueden mostrar las dos contribuciones que permanecen del
lado derecho de la Ec. (26). Estos términos se muestran en la Fig. 9 y se observa que existen
regiones donde el cambio de la vorticidad es marcadamente diferente. Hay un ntcleo, desde
el centro hasta el primer cero del término de difusién, donde tanto la difusién como el
bombeo de Ekman cooperan en el decaimiento. Hay un anillo, desde la frontera del nicleo
hasta donde el bombeo de Ekman se hace cero, en el cual la difusién se opone al bombeo de
Ekman impidiendo el decaimiento. Desde aproximadamente la mitad de este anillo hasta
cierto radio la vorticidad estd aumentando y més alejado de esta zona vuelve a decaer.

De forma general se tiene que el decaimiento del micleo, cuya velocidad azimutal es
cercana a rotacién rigida, es mds rapido que en la parte mds remota del vértice, es decir,
més alld del radio donde el perfil de la velocidad azimutal alcanza su extremo. Esto
corrobora los resultados obtenidos en la Ref. [10].
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FIGURA 9. Importancia relativa de los términos que modifican la vorticidad relativa del flujo segiin
la Ec. (26), como una funcién del radio, para F = 0 y a =0.1. a) En el instante inicial ¢t = 0, y
b) en t =1 (ver texto).

Si F = 1/a, se puede demostrar ficilmente que (28) se satisface. En este caso, la
ecuacién para la vorticidad relativa (26) queda

Jdw 1
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FIGURA 10. Igual que la Fig. 9 pero para F =10y a =0.1.

De la Ec. (29) se ve que los vortices con escala horizontal pequeiia comparada al radio de
deformacién barotrépico de Rossby decaen rapidamente, mientras que los vortices cuya
escala horizontal es del orden o mayor que el radio de deformacién decaen mds lento. En
este caso, aunque sélo el efecto de difusion interviene en la redistribucion de la vorticidad,
las magnitudes de los términos del lado derecho de la Ec. (26) estdan dados en la Fig. 10. En
términos generales la razén de decaimiento de la vorticidad, presenta un comportamiento
parecido al caso anterior, su decaimiento es mayor cercano al origen que en la region
exterior.
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En este caso particular, F = 1/a, la solucién satisface completamente el sistema no
lineal, ya que la velocidad radial es nula, pues las columnas de vértice no cambian de
espesor. Para valores realistas de los parimetros ambientales se tiene que F < 1/a,
luego, para lograr Fa = 1 se necesita para el océano valores excesivamente altos de
las viscosidades turbulentas o en condiciones de laboratorio, velocidades de rotacién del
tanque demasiado altas. Por lo tanto, aunque matemdticamente se tiene la forma explicita
de !a solucién, ésta no tiene un significado fisico relevante.

6. CONCLUSIONES

En este estudio se llega a las ecuaciones que gobiernan la evolucién de un vértice en
balance geostréfico, cuando las fuerzas viscosas e inerciales son pequenas, o sea, cuando
los nimeros de Ekman (A, y Ap) y el nimero de Rossby (R,), son pequenos. Estas son las
ecuaciones del sistema (11). En el modelo de gravedad reducida, la velocidad del bombeo
desaparece al permitir que la capa activa se deslice sin friccién sobre la capa inferior inerte.
En este caso las ecuaciones que dictan la evolucién del vortice estin dadas en las Ecs. (23).

Cuando R, < 1 sélo tres factores intervienen en el proceso de decaimiento del vértice:
el bombeo de Ekman, proporcional a la vorticidad en el interior, la deformacién de la
superficie libre y la difusién horizontal de momento. En esta aproximacién, la solucién en
forma integral para la ecuacién que dicta la evolucién de la velocidad azimutal es dada
por la Ec. (14) y para la evolucién de la superficie libre por la Ec. (15). Estas soluciones,
que incluyen los tres factores, reproducen en su caso las publicadas anteriormente, que
consideran uno o dos de tales factores.

Un andlisis general del decaimiento del vortice estd dado a través de la ecuacion para
la vorticidad relativa, mostrando que su razén de cambio se debe a la compresién (esti-
ramiento) de los tubos de vortices y a la difusién horizontal. Cuando la superficie libre
es dindmicamente activa, es decir, cuando el nimero de Froude no es pequefio (F # 0),
se observa que la velocidad azimutal extrema del vortice se propaga hacia afuera: el
vortice se ensancha. Este efecto y el incremento en el tiempo de decaimiento son debidos
a que la superficie libre compensa, parcialmente o completamente cuando F = 1/a en
el ejemplo, el efecto de la compresion (estiramiento) de los tubos de vértice en regiones
de vorticidad positiva (negativa) del fluido. La difusién horizontal, unido al efecto de la
superficie libre, lleva a una migracién de la velocidad azimutal extrema hacia afuera: el
vortice se ensancha. Pero, contrario al efecto de la superficie libre, el tiempo de decaimiento
disminuye al aumentar el valor del pardmetro a.

Aunque con un modelo de esta naturaleza se pueden entender los efectos dindmicos que
ocasionan los factores considerados, es bueno senalar también las principales limitaciones
e idealizaciones que se han utilizado: (i) se considera un océano de densidad uniforme, no
acotado en la horizontal; (ii) no se tiene en cuenta la curvatura de la Tierra (plano f);
(iii) se trabaja con las ecuaciones linealizadas, cuando en realidad para remolinos ocednicos
observados, R, = 0.2 es un valor que debe ser tomado en cuenta; (iv) no se considera
difusién de masa; y (v) el vortice tiene una simetria azimutal perfecta. La inclusién de
los términos alineales puede causar un comportamiento distinto para vodrtices ciclénicos
y anticiclénicos [10], pero en este trabajo existe simetria entre ambos casos.
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APENDICE

La Ec. (12b) dicta la evolucién de la velocidad azimutal. Se busca una solucién de esta
ecuacion por separacion de variables, la cual se representa en la forma

#(r, 1) = R(r)T(t). (A1)
Sustituyendo (A1) en la Ec. (12b) se obtiene

1dT _ [aD* - D? P
Tdt | DI—F =T

donde ¥ > 0 es el caso pertinente. Asi, se tiene que la solucién para el problema en el
tiempo es una que decae como T ~ exp(—v%t) y la ecuacién para el espacio es

[aD* — D* + 4*D? - ¥*F]R = 0.
Este operador se puede factorizar en
[aD? + 8] [D* + K*]R =0,

donde 3 y k? son constantes tales que k% = —y2F y ak? + 3 = 4% — 1. Una solucién de
[D? + k*|R = 0 es R(r) = Jy(kr), siempre que k sea un nimero real.
Entonces, v(r,t) = J;(kr) exp(—y?t) es solucién de (12b) si se escoge

. okt k?

T K2+ F
Por lo tanto,

< ak? + k?
v(r,t) =/ To(k) exp [——t] Ji(kr) dk
0 ket

para Ty = Ty(k) arbitraria, es un subconjunto del conjunto de soluciones de la ecuacién
diferencial (12b). Sin embargo, éste es el subconjunto apropiado que logra satisfacer las
condiciones de regularidad y de frontera, o sea que v = v(r,t) sea acotada en todo el
espacio y que decaiga a cero cuando r — oco. La otra solucién a [D? + k*|R = 0 es la



DECAIMIENTO DE VORTICES BAROTROPICOS. . . 555

funcién de Bessel de segundo tipo de orden uno, R(r) = Yj(kr), pero ésta es irregular en

el origen.
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