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RESUMEN. Se obtiene la relación entre las componentes cartesianas del momento angular y los
momentos canónicos conjugados a un conjunto arbitrario de coordenadas en el espacio de configu-
ración de un cuerpo rígido con un punto fijo; también se muestra cómo dicha relación, al igual que
la existente entre la velocidad angular y las velocidades generalizadas, se pueden obtener fácilmente
usando la representación de las rotaciones por matrices de 5U(2).

ABSTRACT. The relationship between the cartesian components oC the angular momentum and
the canonical momenta conjugated to an arbitrary set of coordinates in the configuration space of
a rigid body with a fixed point is obtained and it is shown how this relationship, as well as that
between the angular velocity and the generaJized velocities, can be easily obtained making use oC
the representation oC the rotations by 5U(2) matrices.

PAes, 03.20.+i; 02.20.Qs

l. INTRODUCCIÓN

El estudio del movimiento de un cuerpo rígido, además de ser un tema central de la
mecánica clásica, es particularmente interesante debido a su relación con la teoría de
grupos. Como se sabe, el espacio de configuración de un cuerpo rígido con un punto fijo
se puede identificar con el grupo de rotaciones en tres dimensiones (ver, e.g., la Ref. [1]);
sin embargo, en el tratamiento usual de la dinámica de un cuerpo rígido, basado en la
formulación lagrangiana, una gran parte de su relación con la teoría de grupos queda
oculta.

En este artículo se presenta una formulación hamiltoniana para cuerpos rígidos, en la
que se destaca el papel de las funciones definidas en el espacio fase como generadoras de
transformaciones. Los resultados presentados aquí son también útiles en la formulación
lagrangiana del mismo problema. En la Seco 2 se encuentra la relación entre las componen-
tes del momento angular y los momentos canónicos conjugados a un conjunto arbitrario
de coordenadas para un cuerpo rígido con un punto fijo. En la Seco 3 se muestra cómo se
pueden obtener fácilmente las expresiones para las componentes del momento angular y
de la velocidad angular de un cuerpo rígido em pleando la representación de las rotaciones
mediante las matrices del grupo SU(2). Los Índices i,j, ... , corren de 1 a 3 y se utilizan
para etiquetar las coordenadas y sus momentos conjugados; los Índices a, b, ... 1 también
corren de 1 a 3 y etiquetan componentes cartesianas. Sobre ambos tipos de Índices se
aplica la convención de suma.
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2. COORDENADAS CANÓNICAS PARA UN CUERPO RÍGIDO

Como se sabe, cualquier función diferenciable G(q\ Pi) definida en el espacio fase de un
sistema mecánico es la "generadora infinitesimal" de un grupo uniparamétrico local de
transformaciones, el cual se obtiene integrando el sistema de ecuaciones diferenciales

8GdPi
=ds - 8qi' (1)

donde s es una variable que parametriza las transformaciones generadas por G (ver, e.9.,
las Refs. [1,2]). En términos del paréntesis de Poisson, el sistema de ecuaciones (1) adquiere
la forma más simétrica

dqi .-;¡; = {q',G}, dPi-;¡; = {Pi, G}. (2)

Las componentes cartesianas del momento lineal y del momento angular de un sistema
mecánico se pueden definir como aquellas funciones que generan las traslaciones (del sis-
tema completo) paralelas a los ejes cartesianos y las rotaciones alrededor de estos ejes,
respectivamente. Por otra parte, de las Ecs. (1) se deduce que la función G = pk genera
el grupo de transformaciones dado por

qi(S) = qó + s6lo, pi(S) =piO, (3)

donde las qó y 1'iO son constantes (es decir, bajo las transformaciones generadas por pk,
varía solamente la coordenada qk); sin embargo, debido a la libertad existente en la elección
de las coordenadas qi, las transformaciones (3) pueden no corresponder a traslaciones o
rotaciones en el espacio de configuración.
En el caso de un cuerpo rígido con un punto fijo, la configuración en cualquier ins-

tante está completamente determinada por la rotación que lleva al cuerpo rígido desde
nna orientación de referencia a la orientación que tiene en ese instante, por lo que definir
coordenadas para la configuración de un cuerpo rígido es equivalente a definir una pa-
rametrización para las rotaciones en tres dimensiones. Además de las parametrizaciones
mediante ángulos de Euler usadas comúnmente [1]' existen otras parametrizaciones para
las rotaciones en las que, incluso, las coordenadas pueden no ser ángulos. Por ejemplo,
cualquier rotación puede representarse por las componentes cartesianas de un vector cuya
dirección es la del eje de la rotación y cuya magnitud es el ángulo rotado alrededor de
dicho eje.
Dado un conjunto arbitrario de coordenadas q' para la configuración de un cuerpo

rígido con un punto fijo, al variar una sola de las coordenadas q', con las demás fijas,
partiendo de una orientación arbitraria del cuerpo rígido, éste rota alrededor de algún cje.
Para identificar el efecto que tiene sobre la configuración de un cuerpo rígido la variación
de cada una de las coordenadas qí 1 conviene recordar que la matriz que representa una
rotación "infinitesimal" por un ángulo dO alrededor del eje íi (en el sentido dado por la
regla de la mano derecha) es

1 - ¡na Sor/O, (4)
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donde I es la matriz identidad y las matrices Sa están dadas por

o O -D S2 = ( ~
O n, S3= O -1 n,S, = O O O (5)

-1 O O

o, en forma abreviada,

(Sa)bc = -i£abc (6)

(ver, e.g., la Ref. [3]). (En la Ec. (4) se ha seguido el punto de vista "activo", de acuerdo
con el cual la matriz de rotación transforma un vector en otro, con ambos vectores referidos
a un mismo sistema de coordenadas.)

Sea ahora A la rotación correspondiente a los valores q1, q2, q3 de las coordenadas y sea
A' la rotación correspondiente a q1+dql, q2+dq2, q3+dq3, donde, como es usual, las dqi son
incrementos "pequeños". Por lo tanto, A y A' representan configuraciones cercanas entre
sí de un cuerpo rígido, así que se puede pasar de la configuración representada por A a la
representada por A' mediante una rotación "infinitesimal" de la forma I - iwasa, donde
las wa son las componentes del vector w que determina el eje de la rotación infinitesimal
que lleva de A a A' y Iwl es el ángulo de giro necesario [ver la Ec. (4)1. Luego,

A' o: (I - iwa SalA

= A - iwaSaA,

por lo que

A' - A o: -iwa SaA.

Por otra parte,

De las Ecs. (7-8) se obtiene entonces que

dA = -iwaSaA

o, equivalentemente,

(dA)A -1 = -iwa Sao

(7)

(8)

(9)

(10)

Dado que el lado izquierdo de la Ec. (9) o (10) es una combinación lineal de las dqi, lo
mismo debe ocurrir con el lado derecho de estas ecuaciones; puesto que las matrices Sa
son constantes [Ecs. (5)1, esto significa que podemos escribir

wa = Madqi, , (11)
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donde las Al;" son funciones de las coordenadas qj. De acuerdo con lo anterior, el vector
(Ali, M?, Al?) es el eje "instantáneo" de giro del cuerpo rígido cuando varía solamente
la coordenada qi. Puesto que Pi es la generadora infinitesimal de desplazamientos en la
coordenada qi, se deduce ent.onces que Pi es la generadora infinit.esimal de la rotación
definida por el vector (Mi, M?,Mn, luego

(12)

donde las Ka son las component.es del momento angular del cuerpo rígido (con respecto al
sistema de coordenadas "fijo en el espacio"), debido a que Ka es la generadora infinitesimal
de rot.aciones alrededor del eje :ra.
La matriz (Al;") es invertible dondequiera que las coordenadas qi sean independientes

ent,e sí [ver, e.g., la Ec. (38)), por lo que de la Ec. (12) se tiene que

(13)

donde (Al~) denot.a la matriz inversa de (Al;"). Los paréntesis de Poisson entre las com-
ponentes Ka se pueden obt.ener de las relaciones ant.eriores sin necesidad de escoger un
sistema de coordenadas qi específico, ni de calcular los elementos de las matrices (Al;") y
(Al~). De hecho, sustituyendo la Ec. (11) y la relación dA = (DAjDqi)dqi en la Ec. (9) se
obtiene que

DA . las;;--'= -lJ\ i aA.uq'

Derivando esta relación y empleándola nuevamente se halla que

La conmutatividad de las derivadas parciales de A implica entonces que

(
DMa DMJa) (,b b)
i --'-,- --, SaA + M;" iVlj SaSb - Mi Ali SaSb A = O.DqJ Dq'

(14)

Usando que A es invertible e intercambiando los Índices a y b en el último término de la
ecuación anterior se obtiene

. (DMi' Dl\q) a b
1 --, -"..--- Sa + Mi MJ [Sa, SbJ = O.8qJ uq'

Usando las relaciones de conmutación

(15 )

( 16)
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las cuales se deducen de la Ec. (6), y el que las matrices Sa son linealmente independientes,
de la Ec. (15) se llega a las relaciones

0,'>1;"oMi a b-o " - -o " + CabcM¡ MJ" = O,qJ q' (17)

que contienen solamente las funciones A1¡a.
El paréntesis de Poisson entre las componentes del momento angular (13) es entonces

( 18)

donde se han empleado las Ecs. (13) y (12). Usando ahora que

oM~ 0(M1Mi) -oMi oó~ -oMi -oMi
-o" MJ

c
= o" -M~-o' =-0" -M~-o" =-M~-o"'q' ql q' q1 q1 ql

de las Ecs. (18) (intercambiando los Índices i y j en el primer término) y (17) se halla
finalmente

( 19)

que son las relaciones conocidas para las componentes del momento angular.
Las componentes del momento angular con respecto al sistema de coordenadas fijo en el

cuerpo, La, están relacionadas con las componentes Ka por medio de la matriz de rotación
A = (abc):

(20)

o. equivalentemente, usando que A-1 = At,

(21)
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De acuerdo con las Ecs. (12) y (20), los momentos canónicos p¡ están dados en términos
de las componentes La por

(22)

Los elementos de la matriz (M'n se pueden calcular directamente notando que

(23)

lo cual se deduce de la Ec. (6), la ortogonalidad de A y de que, para cualquier matriz con
determinante igual a la unidad, "bcdabeae/adg = "e/g; de las Ecs. (10), (23), (11) Y (22) se
obtiene entonces

que equivale a las relaciones

&A . 'a S-&. =-,M¡A a,
q'

(24)

(25)

las cuales son similares a las Ecs. (14).
Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso de las Ecs. (14), de las relaciones (25)

se halla que
&M'e &M'e

• J MlaM'b O
&qj - &q¡ - "abe ¡ j = (26)

[c/. Ecs. (17)1 y, por consiguiente, los paréntesis de Poisson entre las componentes del
momento angular con respecto a los ejes fijos en el cuerpo son

(27)

que difieren de los dados en la Ec. (19), a pesar de que en ambos casos se trata de
componentes del momento angular. (Este hecho es consecuencia de que las componentes
La generan rotaciones alrededor de ejes que rotan junto con el cuerpo.) Los paréntesis de
Poisson entre Ka y Lb pueden calcularse en forma similar. Expresando las funciones AP~
en la forma M'~ = Mtabe [Ec. (22)1 y empleando las Ecs. (25), (6) y (17) se halla que

(28)

(Puede notarse que las relaciones (27) pueden obtenerse de manera análoga, usando las
Ecs. (25), (6) y (17).)
Concluimos esta sección con las siguientes observaciones. El que el lado izquierdo de

la Ec. (10) sea una combinación lineal de las matrices Sa se deduce también del hecho
de que estas matrices forman una base para las matrices antisimétricas 3 x 3, ya que
de la ortogonalidad de A (A-1 = A') sigue quc [(dA)A-II' = [(dA)A']' = AdA' =
d(AA') - (dA)A' = -(dA)A-I, lo quc significa que (dA)A-1 es antisimétrica.
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La relación (22) entre los momentos canónicos y las componentes del momento angular
con respecto a los ejes fijos en el cuerpo puede obtenerse también a partir de la lagrangiana
del cuerpo rígido, la cual involucra al tensor de inercia y requiere de las expresiones para las
componentes de la velocidad angular con respecto a los ejes fijos en el cuerpo en términos
de qi y <ji (ver, e.g., las Refs. [1,2]). La Ec. (22) no contiene al tensor de inercia, por lo que
dicha relación es de carácter cinemática; de hecho, como se puede ver del enfoque seguido
aquí, tiene un origen geométrico y no es necesario conocer la lagrangiana del sistema. En
el lenguaje de los grupos de Lie, las formas diferenciales w" = Mt dqi Y w'" == M'': dqi son
formas invariantes por la derecha y por la izquierda, respectivamente, y las Ecs. (17) y
(26) corresponden a las llamadas ecuaciones de Maurer-Cartan (en el presente caso, para
el grnpo 50(3)) (ver, e.g., las Refs. [4,5]). De la definición de los paréntesis de Poisson
resulta que las Ecs. (14) y (25) equivalen a las relaciones

(29)

resprct ivalnente.
En "ista de las Ecs. (6) y (ID), el efecto del producto matricial (dA)A-1 sobre un vector

arhitrario v equivale al producto vectorial w x v, el cual aparece en tratamiento estándar
del cuerpo rígido y corresponde a la diferencia entre las variaciones temporales de v con
respecto a los ejes fijos en el espacio y a los ejes fijos en el cuerpo (ver, e.g., las Refs. [1,2]).

3. EXPHES¡Ó:-; EXPLÍCITA DE LAS COMPO:'lEi"'TES DEL MO~IENTO Ai"'GULAH

Las matrices (.\1n y (M'n pueden calcularse directamente a partir de las relaciones

(30)

[Ecs. (14) Y (25)1 una vez que se elige una parametrización específica para las matrices de
rotación: A = A(qi) (las coordenadas qi que se emplean más comÍInmente son ángulos de
Euler). Puesto que A es una matriz 3 x 3 cuyos elementos tienen expresiones un tanto largas
(ver, e.g., la Re£. [1]' Ec. (4-46)), resulta muy conveniente aprovechar el que las rotaciones
pueden representarse también por matrices (complejas) 2 x 2 (ver, e.g., las Refs. [1,3]).
Usando el hecho de que una rotación '.infinitesimal" por un ángulo de alrededor del eje j¡

se frprrsenta por

J - ~naaa de (31 )

[cf. Ec. (4)]' donde las aa son las matrices de Pauli, y repitiendo los pasos seguidos al
principio de la Seco 2, se llega a que

(32)

donde Q es una matriz 2 x 2, unitaria, con determinante igual a la unidad que representa
tina rotación parametrizada por las variables ql y wa ticue el mismo significado que en la
Ser. 2.
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Similarmente, de las Ecs. (32), (22) Y la fórmula

Q-l"bQ = abe"e

[cJ. Ec. (23)) Iver, e.9., la Re£. [3]' Ec. (31)1 se obtiene la relación

(33)

(34)

Las w'a son las componentes de w con respecto al sistema de coordenadas fijo en el cuerpo.
Como ejemplo de la utilidad de las Ecs. (32) y (34), consideraremos la parametrización

de las rotaciones mediante un vector N cuya dirección es la del eje de la rotación y cuya
magnitud es el ángulo rotado. En tal caso [ver, e.9., la Ref. [3], Ec. (13)1

(35)

donde a = INI y ñ = N/INI. Usando el que Q-l = Qt, de las Ecs. (32), (34) y (35) se
obtiene que

y

wa = na da + sen a dna + (1 - COS a)éabenbdne (36)

(37)

(Nótese que debido a la forma explícita de las matrices de Pauli, para obtener las expre-
siones anteriores basta calcular el primer renglón o la primera columna de los productos
(dQ)Q-l y Q-l dQ.) Las variables na no son independientes entre sí debido a que ñ es un
vector unitario, nana = 1. En términos de las componentes cartesianas de N, las cuales sí
son independientes entre sÍ, las Ecs. (36) y (37) equivalen a

y

Usando las Ecs. (13) y (22) se halla entonces que las componentes del momento angular
están relacionadas con los momentos canónicos conjugados a las variables Na por

y

Na b sen INI (2 a b) 1 b
Ka = INI2 N Pb+ 21NI(1 _ cos INI) INI Pa - N N Pb + 'iéabeN Pe

Na b sen INI (2 a b) 1 ,b
La = INI2 N Pb+ 21NI(1 _ cos INI) INI Pa - N N Pb - 'iéabel\ Pe.

(40)

(41)



FORMULACIÓN HAMILTONIANA PARA CUERPOS RÍGIDOS 607

Alternativamente, las componentes del vector unitario ñ pueden parametrizarse en la
forma usual (nl,n2,n3) = (senOcas'P,senOsen'P,cosO), De las Ecs. (36) y (37) se halla
entonces

wl = senOcos'Pdo + [senocas Ocos 'P - (1- coso)sen 'PIdO

- [seno sen 'P + (1 - cos o) cosOcos 'PIsen O d'P,

y

Luego,

y

w2 = sen Osen 'P do + [seno cosO sen 'P + (1 - cos o) cos 'PI dO

+ [senocas 'P - (1 - cos o) cos O sen 'PIsen O d'P,

w3 = cosOdo-senosenOdO+(I-coso)sen20d'P,

w
l1
= sen Ocas 'P do + [seno cosOcas 'P + (1 - cos o) sen 'PIdO

- [seno sen 'P - (1 - cos o) cos Ocos 'PIsen O d'P,

w/2 = sen O sen 'P do + [seno cos O sen 'P - (1 - cos o) cos 'P] dO

+ [senocas 'P + (1 - cos o) cos Osen 'PIsen Od'P,

w/3 = cosO do - sen Qsen OdO - (1 - cos Q)sen2 Od'P.

n sen o cos Ocas 'P - (1 - cas o) sen 'P
J( l = sen u cas 'PPo + ( Pe

21-coso)

sen o sen 'P + (1 - cos o) cos Ocas 'P
2(1 - cos o) sen O P<P'

}( n sen ocas Osen 'P + (1 - coso) cos 'P
2 = sen u sen 'P Po + ( Pe21-coso)

sen ocas 'P - (1 - cos o) cos O sen 'P
+ 2(I-cosQ)senO P<P'

~ _ sen Q sen e 1
J'J - cos IJ1'" - ( ) Pe + -21'<P'21-coso

IJ sen o cas IJros 'P + (1 - cas o) sen 'P
£1 = sen cos 'PPo + ( Pe2 1 - ros Q)

sen n sen 'P - (1 - ca, n) ros !I ros 'P
2(1 - coso) sen IJ 1'<P'

(42)

(43)

(44)
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L e sen o cos e sen rp - (1 - cos o) cos rp
2 = sen sen rpPo + -----------~-~ Po

2(1 - coS o)

sen ocas rp + (1 - cos o) cos esen rp
+ 2(1 - cosa)sene P""

_ RnoRne I
L3 - cos e Po - 2(1 ) Po - 'iP""- cos Q

(45)

donde Po, Po, P", son los momentos conjugados a o, e, rp, respectivamente.
De la discusión presentada en la Seco 2, sigue que, para cualquier conjunto de coorde-

nadas qi, Mt¡ji Y M":qi son las componentes de la velocidad angular con respecto a los
ejes fijos en el espacio y a los ejes fijos en el cuerpo, respectivamente IEcs. (ll)l. (Nótese
que en el tratamiento usual resulta un tanto complicado el obtener las relaciones entre
las componentes de la velocidad angular y las ¡ji, las cuales son necesarias para hallar la
expresión de la lagrangiana (ver, e.y., las Refs. [1,2]).)

Concluyendo esta sección, cabe agregar que la Ec. (32) puede obtenerse directamente de
la Ec. (10) empleando la relación entre los elementos de la matriz de rotación A y la matriz
unitaria Q que le corresponde, a saber: abe = !tr abQaeQt (ver, e.y., las Rcfs. [3,6]). (Este
cálculo se simplifica usando la notación y varias fórmulas de la Ref. [61.) Las fórmulas de
la Seco 2 que contienen las matrices de rotación y las matrices Sa siguen siendo válidas si
en ellas se sustituye A por Q y Sa por !aa.

4. CO~IENTARIOS FINALES

Las Ecs. (30), (32) Y (34) son válidas para cualquier grupo de Líe matricial si las matrices
Sa o !aa se sustituyeu por matrices hase del álgebra de Lie correspondiente. En el caso
específico considerado aquí, ocurre que los coeficientes wa y w'a tienen un significado
físico directo. Los resultados presentados en este articulo muestran qne, al igual que en
otros prohlemas de la mecánica clásica, el formalismo hamiltoniano permite mostrar una
estructura qne en la formulación lagrangiana no aparece en forma explicita. (Otro ejemplo
es la simetría asociada con la existencia del vector de Laplace-Runge-Lenz en el problema
de Kepler.) Como puede verse, a diferencia del procedimiento seguido en la Seco 2, el
cálculo directo de los paréntesis de Poisson (19), (27) Y (28) usando expresiones explicitas
para las componentes del momento angular resultaría bastante laborioso.
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