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RESUMEN. Se obtiene la relacién entre las componentes cartesianas del momento angular y los
momentos canénicos conjugados a un conjunto arbitrario de coordenadas en el espacio de configu-
racién de un cuerpo rigido con un punto fijo; también se muestra cémo dicha relacién, al igual que
la existente entre la velocidad angular y las velocidades generalizadas, se pueden obtener facilmente
usando la representacién de las rotaciones por matrices de SU(2).

ABSTRACT. The relationship between the cartesian components of the angular momentum and
the canonical momenta conjugated to an arbitrary set of coordinates in the configuration space of
a rigid body with a fixed point is obtained and it is shown how this relationship, as well as that
between the angular velocity and the generalized velocities, can be easily obtained making use of
the representation of the rotations by SU(2) matrices.

PACS: 03.20.4i; 02.20.Qs

1. INTRODUCCION

El estudio del movimiento de un cuerpo rigido, ademds de ser un tema central de la
mecdnica cldsica, es particularmente interesante debido a su relacién con la teoria de
grupos. Como se sabe, el espacio de configuracién de un cuerpo rigido con un punto fijo
se puede identificar con el grupo de rotaciones en tres dimensiones (ver, e.g., la Ref. [1]);
sin embargo, en el tratamiento usual de la dindmica de un cuerpo rigido, basado en la
formulacién lagrangiana, una gran parte de su relacién con la teoria de grupos queda
oculta.

En este articulo se presenta una formulacién hamiltoniana para cuerpos rigidos, en la
que se destaca el papel de las funciones definidas en el espacio fase como generadoras de
transformaciones. Los resultados presentados aqui son también ttiles en la formulacién
lagrangiana del mismo problema. En la Sec. 2 se encuentra la relacién entre las componen-
tes del momento angular y los momentos canénicos conjugados a un conjunto arbitrario
de coordenadas para un cuerpo rigido con un punto fijo. En la Sec. 3 se muestra c6mo se
pueden obtener ficilmente las expresiones para las componentes del momento angular y
de la velocidad angular de un cuerpo rigido empleando la representacién de las rotaciones
mediante las matrices del grupo SU(2). Los indices i, j,..., corren de 1 a 3 y se utilizan
para etiquetar las coordenadas y sus momentos conjugados; los indices a, b, ..., también
corren de 1 a 3 y etiquetan componentes cartesianas. Sobre ambos tipos de indices se
aplica la convencién de suma.
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2. COORDENADAS CANONICAS PARA UN CUERPO RIGIDO

Como se sabe, cualquier funcién diferenciable G(¢, p;) definida en el espacio fase de un
sistema mecanico es la “generadora infinitesimal” de un grupo uniparamétrico local de
transformaciones, el cual se obtiene integrando el sistema de ecuaciones diferenciales

w96 dn__0G :
ds  Op;’ ds ~ oqi’ (1)

donde s es una variable que parametriza las transformaciones generadas por G (ver, e.g.,
las Refs. [1,2]). En términos del paréntesis de Poisson, el sistema de ecuaciones (1) adquiere
la forma mdés simétrica

dq' ; dp;
L-6h  F={p6h (2)
Las componentes cartesianas del momento lineal y del momento angular de un sistema
mecdnico se pueden definir como aquellas funciones que generan las traslaciones (del sis-
tema completo) paralelas a los ejes cartesianos y las rotaciones alrededor de estos ejes,
respectivamente. Por otra parte, de las Ecs. (1) se deduce que la funcién G = p genera
el grupo de transformaciones dado por

q'(s) = ¢f + s6;, pi(s) = pio, (3)

donde las ¢f vy pio son constantes (es decir, bajo las transformaciones generadas por py,
varia solamente la coordenada ¢*); sin embargo, debido a la libertad existente en la eleccién
de las coordenadas ¢°, las transformaciones (3) pueden no corresponder a traslaciones o
rotaciones en el espacio de configuracion.

En el caso de un cuerpo rigido con un punto fijo, la configuracién en cualquier ins-
tante estd completamente determinada por la rotacién que lleva al cuerpo rigido desde
una orientacion de referencia a la orientacién que tiene en ese instante, por lo que definir
coordenadas para la configuracién de un cuerpo rigido es equivalente a definir una pa-
rametrizacién para las rotaciones en tres dimensiones. Ademds de las parametrizaciones
mediante dngulos de Euler usadas cominmente [1], existen otras parametrizaciones para
las rotaciones en las que, incluso, las coordenadas pueden no ser angulos. Por ejemplo,
cualquier rotacién puede representarse por las componentes cartesianas de un vector cuya
direccién es la del eje de la rotacién y cuya magnitud es el dngulo rotado alrededor de
dicho eje.

Dado un conjunto arbitrario de coordenadas ¢' para la configuracién de un cuerpo
rigido con un punto fijo, al variar una sola de las coordenadas q*, con las demds fijas,
partiendo de una orientacion arbitraria del cuerpo rigido, éste rota alrededor de algin eje.
Para identificar el efecto que tiene sobre la configuracién de un cuerpo rigido la variacion
de cada una de las coordenadas ¢', conviene recordar que la matriz que representa una
rotacién “infinitesimal” por un éngulo d@ alrededor del eje n (en el sentido dado por la
regla de la mano derecha) es

I —in®S,dd, (4)
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donde I es la matriz identidad y las matrices S, estin dadas por

0 0 O 0 0 1 0 - 0
Si=10 0 —i], Sy = 0 0 0}, Sy=| ¢ 0 0], (5)
0 1 -i 0 0 0 0 O
o0, en forma abreviada,
(Sa.)bc = —1€qbe (6)

(ver, e.g., 1a Ref. [3]). (En la Ec. (4) se ha seguido el punto de vista “activo”, de acuerdo
con el cual la matriz de rotacién transforma un vector en otro, con ambos vectores referidos
a un mismo sistema de coordenadas.)

Sea ahora A la rotacién correspondlente a los valores ¢!, ¢%, ¢° de las coordenadas y sea
A’ la rotacién correspondiente a ¢' 4+dq', ¢*+dq?, ¢*+dg®, donde, como es usual, las dg* son
incrementos “pequefos”. Por lo tanto, A y A’ representan configuraciones cercanas entre
si de un cuerpo rigido, asi que se puede pasar de la configuracién representada por 4 a la
representada por A’ mediante una rotacién “infinitesimal” de la forma I — iw®S,, donde
las w® son las componentes del vector w que determina el eje de la rotacién infinitesimal
que lleva de A a A’ y |w| es el dngulo de giro necesario [ver la Ec. (4)]. Luego,

A~ (I —i'S,)A
= A— jw*S, A
por lo que
A — A~ —iw®S,A. (7)
Por otra parte,

A — A= A(¢* +dg', ¢ + dg?, ¢ + dg®) — A(¢', ¢, ¢°)

0A
ggda' = dA. (8)

1

De las Ecs. (7-8) se obtiene entonces que
dA = —iw"S, A (9)
o, equivalentemente,
(dA)A™! = —§wtS,. (10)

Dado que el lado izquierdo de la Ec. (9) o (10) es una combinacién lineal de las dg*, lo
mismo debe ocurrir con el lado derecho de estas ecuaciones; puesto que las matrices S,
son constantes [Ecs. (5)], esto significa que podemos escribir

Wt = Mg, (11)
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donde las M? son funciones de las coordenadas ¢’. De acuerdo con lo anterior, el vector
(M}, M2, M?) es el eje “instantédneo” de giro del cuerpo rigido cuando varia solamente
la coordenada ¢*. Puesto que p; es la generadora infinitesimal de desplazamientos en la
coordenada ¢', se deduce entonces que p; es la generadora infinitesimal de la rotacidn
definida por el vector (M}, M2, M?), luego

pi = M;‘aKas (12)

donde las K, son las componentes del momento angular del cuerpo rigido (con respecto al
sistema de coordenadas “fi jo en el espacio”), debido a que K, es la generadora infinitesimal
de rotaciones alrededor del eje z°.

La matriz (M) es invertible dondequiera que las coordenadas ¢' sean independientes
entre si [ver, e.g., la Ec. (38)], por lo que de la Ec. (12) se tiene que

K, = Mip;, (13)

donde (ﬁ;) denota la matriz inversa de (M). Los paréntesis de Poisson entre las com-
ponentes K, se pueden obtener de las relaciones anteriores sin necesidad de escoger un
sistema de coordenadas ¢ especifico, ni de calcular los elementos de las matrices (M?) y
(ﬂ;). De hecho, sustituyendo la Ec. (11) y la relacién dA = (0A/8q¢")dg" en la Ec. (9) se
obtiene que

i = —iM2S,A. (14)
ogt

Derivando esta relacién y empledndola nuevamente se halla que

2 a
da A S,A - iM;‘Saa—A.
d¢? dq? dg? ag?
OM?

M'i a b
_T_a_qTSﬂfl =] Mi San SbA.

Il

La conmutatividad de las derivadas parciales de A implica entonces que

) ( a Mia 3MJ‘-‘

aprb — MeMPb =0.
i 50 aqi)saAJr(MiMjsas,, MJM,SOS,,)A 0

Usando que A es invertible e intercambiando los indices a y b en el ultimo término de la
ecuacién anterior se obtiene

aMe 8M;‘ b ~
; GRS S 81" & = = | di
i ( Bg7 P ) Sa + M| 1; [Sas Sp) (15)

Usando las relaciones de conmutacién

[Sﬂ.s Sb] — "'.En.chCa (16)
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las cuales se deducen de la Ec. (6), y el que las matrices S, son linealmente independientes,
de la Ec. (15) se llega a las relaciones

OM? c’iM;
og? B aqt

+ eape MM} = 0, (17)

que contienen solamente las funciones M.
El paréntesis de Poisson entre las componentes del momento angular (13) es entonces

0K, 0K, 0K,0K,
Gl = - - -
o Bol = 5 e — B s

OM] —., oM}

= o piMy - —aq—,-PjMé
Bﬁg ¢ Ari ah—ig c A7
= g MK, ~ 5 MK, (18)

donde se han empleado las Ecs. (13) y (12). Usando ahora que

O e 2OE) Oy 06 O] _ O
3qz J 3qa a 3(]‘ aq; a 3qz a aq‘ !

de las Ecs. (18) (intercambiando los indices i y j en el primer término) y (17) se halla
finalmente

_OME . OMS
(Ko Ky} = (_MJ "’M;+Mg——.iM‘) %

® 9qt agt
~. ~: [OME OME
= -MiM] (==t - —L )k,
e (6‘91 ¢’ )
= — MM (~egec MEIM)K,
= Eabc-'r(r:s (19)

que son las relaciones conocidas para las componentes del momento angular.
Las componentes del momento angular con respecto al sistema de coordenadas fijo en el

cuerpo, Lq, estdn relacionadas con las componentes K, por medio de la matriz de rotacién
A = (ape):

I{b = abch (20)

0, equivalentemente, usando que A~! = A,

Ly = acpKK.. (21)
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De acuerdo con las Ecs. (12) y (20), los momentos canénicos p; estdn dados en términos
de las componentes L, por

i = Miba'bch = M’ELc- (22)
Los elementos de la matriz (M'S) se pueden calcular directamente notando que
A8, A = a,S., (23)

lo cual se deduce de la Ec. (6), la ortogonalidad de A y de que, para cualquier matriz con
determinante igual a la unidad, €pcq@betcrady = €cfq; de las Ecs. (10), (23), (11) y (22) se
obtiene entonces

A7VdA = —iwPATISA = —iMPdg ap.S. = —iM'S dg'S.., (24)

que equivale a las relaciones

0A .
aqi = EMiASa, (25)

las cuales son similares a las Ecs. (14).
Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso de las Ecs. (14), de las relaciones (25)

se halla que
oM's  OM';

oq? aq

— CapcM'IM'E =0 (26)

[¢f. Ecs. (17)] y, por consiguiente, los paréntesis de Poisson entre las componentes del
momento angular con respecto a los ejes fijos en el cuerpo son

{Lme} = “Eobedic, (27)

que difieren de los dados en la Ec. (19), a pesar de que en ambos casos se trata de
componentes del momento angular. (Este hecho es consecuencia de que las componentes
L, generan rotaciones alrededor de ejes que rotan junto con el cuerpo.) Los paréntesis de
Poisson entre K, y L, pueden calcularse en forma similar. Expresando las funciones M g

en la forma ﬁ’; = ﬁ;abc [Ec. (22)] y empleando las Ecs. (25), (6) y (17) se halla que
{Ka: Lb} = 0. (28)

(Puede notarse que las relaciones (27) pueden obtenerse de manera andloga, usando las
Ecs. (25), (6) y (17).)

Concluimos esta seccién con las siguientes observaciones. El que el lado izquierdo de
la Ec. (10) sea una combinacién lineal de las matrices S, se deduce también del hecho
de que estas matrices forman una base para las matrices antisimétricas 3 x 3, ya que
de la ortogonalidad de A (A~! = A') sigue que [(dA)A7!]* = [(dA)A']' = AdA' =
d(AAY) — (dA)A* = —(dA)A™L, lo que significa que (dA)A~! es antisimétrica.
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La relacién (22) entre los momentos canénicos y las componentes del momento angular
con respecto a los ejes fijos en el cuerpo puede obtenerse también a partir de la lagrangiana
del cuerpo rigido, la cual involucra al tensor de inercia y requiere de las expresiones para las
componentes de la velocidad angular con respecto a los ejes fijos en el cuerpo en términos
de ¢' v ¢' (ver, e.g., las Refs. [1,2]). La Ec. (22) no contiene al tensor de inercia, por lo que
dicha relacién es de caracter cinemaético; de hecho, como se puede ver del enfoque seguido
aqui, tiene un origen geométrico y no es necesario conocer la lagrangiana del sistema. En
el lenguaje de los grupos de Lie, las formas diferenciales w® = M} dq' y w'* = M'¢ dg* son
formas invariantes por la derecha y por la izquierda, respectivamente, y las Ecs. (17) y
(26) corresponden a las llamadas ecuaciones de Maurer-Cartan (en el presente caso, para
el grupo SO(3)) (ver, e.g., las Refs. [4,5]). De la definicién de los paréntesis de Poisson
resulta que las Ecs. (14) y (25) equivalen a las relaciones

(A, K,} = —iSsA y {A,L.} = —iAS,, (29)

respectivamente.

En vista de las Ecs. (6) y (10), el efecto del producto matricial (dA)A~! sobre un vector
arbitrario v equivale al producto vectorial w x v, el cual aparece en tratamiento estdndar
del cuerpo rigido y corresponde a la diferencia entre las variaciones temporales de v con
respecto a los ejes fijos en el espacio y a los ejes fijos en el cuerpo (ver, e.g., las Refs. [1,2]).

3. EXPRESION EXPLICITA DE LAS COMPONENTES DEL MOMENTO ANGULAR

Las matrices (M?) y (M'¢) pueden calcularse directamente a partir de las relaciones
(dA)A™Y = —iMPdg'S,, A 'dA=—iM'¢dq'S,, (30)

[Ecs. (14) y (25)] una vez que se elige una parametrizacién especifica para las matrices de
rotacion: A = A(q") (las coordenadas ¢* que se emplean mas cominmente son dngulos de
Euler). Puesto que A es una matriz 33 cuyos elementos tienen expresiones un tanto largas
(ver, e.g., la Ref. [1], Ec. (4-46)), resulta muy conveniente aprovechar el que las rotaciones
pueden representarse también por matrices (complejas) 2 x 2 (ver, e.g., las Refs. [1,3]).
Usando el hecho de que una rotacion “infinitesimal” por un dngulo df alrededor del eje n
se representa por

I-in“o,df (31)

[cf. Ec. (4)], donde las o, son las matrices de Pauli, y repitiendo los pasos seguidos al
principio de la Sec. 2, se llega a que

(dQ)Q™! = —3uwl0, = —31MP dgo,, (32)
donde @ es una matriz 2 x 2, unitaria, con determinante igual a la unidad que representa

una rotacién parametrizada por las variables ¢' y w® tiene el mismo significado que en la
Sec. 2.
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Similarmente, de las Ecs. (32), (22) y la férmula
QR 'oyQ = aypco. (33)
[cf. Ec. (23)] [ver, e.g., la Ref. [3], Ec. (31)] se obtiene la relacién
Q1dQ = —iw'a, = —iM'? dg'a,. (34)

Las w'® son las componentes de w con respecto al sistema de coordenadas fijo en el cuerpo.

Como ejemplo de la utilidad de las Ecs. (32) y (34), consideraremos la parametrizacién
de las rotaciones mediante un vector N cuya direccion es la del eje de la rotacién y cuya
magnitud es el dngulo rotado. En tal caso [ver, e.g., la Ref. [3], Ec. (13)]

cos$ —in*seng —(in! +n?)sen§ (35)
o , 35
(—in! + n?)sen§ cos § +indsen §
donde a = |[N| y i = N/|N|. Usando el que Q! = Qf, de las Ecs. (32), (34) y (35) se
obtiene que

w? =n%da+senadn® + (1 — cos a)eqpen’dn® (36)

W' = n®da + sen o dn® — (1 — cos a)egpen’dn’. (37)
(Nétese que debido a la forma explicita de las matrices de Pauli, para obtener las expre-
siones anteriores basta calcular el primer renglén o la primera columna de los productos
(dQ)Q~! y Q"1 dQ.) Las variables n* no son independientes entre si debido a que fi es un
vector unitario, n®n® = 1. En términos de las componentes cartesianas de N, las cuales si
son independientes entre si, las Ecs. (36) y (37) equivalen a

Ne sen |N i . 1 — cos|N]| 2
W = |N|2N"dNb N |(|N|2dN — N°N®dN®) + _T‘IIT_‘g“”“Nb dN®  (38)
¥
Ne N 1—cos|N
W = REN ANt + ST;T'P L(INJ2dve - NeN® ) - _%%l_'sachb dN®.  (39)

Usando las Ecs. (13) y (22) se halla entonces que las componentes del momento angular
estan relacionadas con los momentos canénicos conjugados a las variables N por

NE sen |N| . I ) g
Ko = NP2 3INI(T = cos VD (IN*pa = N*N°py) + gabeV"pe (40)
i)
Ne . sen |N| . i ; ,
- N|"pa — N°N — 3€abedV Pe- 41
La |N|‘2N Py + 2|N|(1 — COSINl) (l | p pb) 5€abe P ( )
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Alternativamente, las componentes del vector unitario fi pueden parametrizarse en la

forma usual (n',n? n3) = (sen 6 cos p,senfsen v, cosf). De las Ecs. (36) y (37) se halla
entonces

w! = senfcospdo + [senacosfcosp — (1 — cos o) sen ] dé

— [senasen ¢ + (1 — cos a) cos 6 cos | sen 0 dip,

w? = senfsen pda + [senacosfsenp + (1 — cos a) cos | df (42)

+ [sena cos ¢ — (1 — cos a) cos f sen ] sen  dip,

w3 = cosfda —senasenfdf + (1 — cosa)sen? fdy,
¥
w'! = senf cos pda + [sen acos B cos p + (1 — cos a) sen ©] dé
— [senasen ¢ — (1 — cos a) cos 6 cos ] sen 8 dp,
w'? = sen@sen ¢ da + [sen a cos fsen p — (1 —cosa)cos | df (43)
+ [sen acos ¢ + (1 — cos a) cos @ sen ] sen 8 dep,
W' = cosfda — senasenddf — (1 - cos ) sen? 8 de.
Luego,
senacosfl cos ¢ — (1 — cos a) sen
K, = senfcos +
1 ¥ Pa 2(1 — cos a) Pg
_ senaseny + (1 — cosa) cos f cos
2(1 — cosa) senf s
senacosfsen + (1 — cosa)cos p
K; = senfsen + 4
: S 2(1 - cos ) = )
sen a cos ¢ — (1 — cos ) cos f sen ¢
2(1 — cosa)send b
sen a sen f
K3 =cosfpy — ————— 1
3 Pa 2(1 -—COSO!) Pe + 2P

senacosflcosp + (1 — cosa)sen ¢
2(1 — cos ) ke
senaseny — (1 — cos a) cos @ cos ¢
B 2(1 — cosa)senf

L), = senfcos pp, +

Py
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sencacosfseny — (1 — cosa)cos S
Pe (45)
2(1 — cosa)

senacos ¢ + (1 — cos a) cos B sen
2(1 — cosa)senf

L, = senfisenpp, +

p‘,@a

sen csen

R DT ciinis i
S 2(1—cosa)p8

- %ptpa
donde p,, pg, p, son los momentos conjugados a a, 0, ¢, respectivamente.

De la discusién presentada en la Sec. 2, sigue que, para cualquier conjunto de coorde-
nadas ¢*, M?¢' y M'?¢* son las componentes de la velocidad angular con respecto a los
ejes fijos en el espacio y a los ejes fijos en el cuerpo, respectivamente [Ecs. (11)]. (Néotese
que en el tratamiento usual resulta un tanto complicado el obtener las relaciones entre
las componentes de la velocidad angular y las ¢*, las cuales son necesarias para hallar la
expresion de la lagrangiana (ver, e.g., las Refs. [1,2]).)

Concluyendo esta seccion, cabe agregar que la Ec. (32) puede obtenerse directamente de
la Ec. (10) empleando la relacion entre los elementos de la matriz de rotacion A y la matriz
unitaria @ que le corresponde, a saber: ap. = %tr 03Qo.Qt (ver, e.g., las Refs. [3,6]). (Este
calculo se simplifica usando la notacién y varias férmulas de la Ref. [6].) Las férmulas de
la Sec. 2 que contienen las matrices de rotacién y las matrices S, siguen siendo validas si
en ellas se sustituye A por Q y S, por %aa.

4. COMENTARIOS FINALES

Las Ecs. (30), (32) y (34) son vélidas para cualquier grupo de Lie matricial si las matrices
S, 0 %oa se sustituyen por matrices base del dlgebra de Lie correspondiente. En el caso
especifico considerado aqui, ocurre que los coeficientes w® y «'® tienen un significado
fisico directo. Los resultados presentados en este articulo muestran que, al igual que en
otros problemas de la mecénica cldsica, el formalismo hamiltoniano permite mostrar una
estructura que en la formulacién lagrangiana no aparece en forma explicita. (Otro ejemplo
es la simetria asociada con la existencia del vector de Laplace-Runge-Lenz en el problema
de Kepler.) Como puede verse, a diferencia del procedimiento seguido en la Sec. 2, el
cédlculo directo de los paréntesis de Poisson (19), (27) y (28) usando expresiones explicitas
para las componentes del momento angular resultaria bastante laborioso.
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