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RESUMEN. Se obtienen estimadores para la curvatura paraxial y la constante de conicidad de una
superficie cénica céncava. La estimacién se lleva a cabo usando dos hartmanngramas en dos planos
diferentes.

ABSTRACT. We obtain estimators for the paraxial curvature and conic constant of a concave conic
surface. The estimation is computed using two Hartmanngrams on two different plans.

PACS: 42.85.—x

1. INTRODUCCION

De acuerdo con la ecuacién de la sagita que define una superficie cénica de revolucidn, es
necesario conocer dos pardmetros para caracterizar dicha superficie: el radio de curvatura
paraxial y la constante de conicidad. Existen métodos aceptables para evaluarlos [1,2],
sin embargo, cuando estamos interesados en caracterizar los elementos de un gran sis-
tema, como por ejemplo el espejo primario de un telescopio astronomico, es necesario
usar técnicas especiales para resolver los problemas que surgen. A saber, primero por
las condiciones en las que se debe trabajar, pues las situaciones ambientales que existen
dentro y fuera de la cipula que alberga el telescopio no se comparan con las condiciones
de laboratorio. Segundo, las dimensiones de los elementos a prueba son tan grandes como
los pardmetros que los caracterizan y, por lo tanto las medidas hechas estdn sujetas a
errores aleatorios y sistemdticos grandes; tercero, sumado a lo anterior, si el telescopio es
del tipo Ritchey-Chretién, por m4s pequena que sea la perforacién central las medidas '
directas para el radio de curvatura no seran realmente paraxiales pues se hacen lejos del
eje dptico.

El método que describimos en este articulo proporciona una manera de estimar tanto
el radio de curvatura paraxial como la constante de conicidad usando el formalismo de
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FIGURA 1. Aberracién transversal.

la prueba de Ronchi [3], pero aplicada a la prueba de Hartmann [4]. La minimizacién de
los errores en las distribuciones que miden la posicién de los hartmanngramas se logra si
tomamos dos patrones de Hartmann en planos diferentes y la tinica condicién es que la
medicién de la separacién entre estos dos patrones tenga precision del orden de micras,
requisito que se logra facilmente, dado que, la separacién puede ser tan pequeiia que se
puede medir en el orden de un micrémetro y, por tanto, los errores se minimizan. En
nuestro caso usamos un palpador de 2.5 um de resolucion.

El trabajo se distribuye de la siguiente manera: primero se lleva a acabo el plantea-
miento teérico, en seguida se presentan los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo
y finalmente proporcionamos las conclusiones resaltando las ventajas y desventajas del
método.

2. DESARROLLO TEORICO

Mediante el trazo exacto de rayos Sherwood [5] y Malacara [6,7] demostraron que (véase
la Fig. 1) un rayo reflejado en una superficie de revolucién cruza un plano definido por
Z = Ly, al cual le corresponde la magnitud AT, llamada aberracion transversal, y dada
por

(E+ L —22)(1 = 2%) + 22/ [s - %ﬂ]
AT = (E;z)[l - 21‘2] + 92 ! (1)

donde £ es la posicién de la fuente sobre el eje de simetria y
5= +/22+y? (2)

es la distancia al eje a la cual el rayo incide sobre el espejo, (véase la Fig. 1), cuando la
cnnerficie e una cénica. de curvatura paraxial C v constante de conicidad K, entonces,
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FiGUuraA 2. Cambio en la aberracién transversal. 1: espejo bajo prueba; 2: pantalla de Hartmann;
3: plano del hartmanngrama 1; 4: plano del hartmanngrama 2; 5: eje 6ptico.

su sagita Z y su derivada Z' estdn dadas, respectivamente, por
g ¥ p

2
Z = &0 : (3)
1+4/1— (K +1)C282
s Cs (4)

IS (K+DC5E

La Ec. (1), con una estrella como fuente de luz, es decir, £ — 00, queda en la forma

(5)

Cuando usamos la pantalla de Hartmann para muestrear la superficie, es claro que cada
hoyo muestrea una pequefia zona a un radio S del eje éptico. Para esta S fija (es decir, un
orificio dado en la pantalla de Hartmann) y tomando (véase Fig. 2) la diferencia entre las
dos posiciones correspondientes en los hartmanngramas, una a la distancia Ly y la otra
a Lo + ALy, se puede demostrar, aplicando la Ec. (5), que el cambio en l. aberracién
transversal AAT estd dado por la siguiente expresion:

ZZ’ALO

AAT — ATLG = ATLU+AL0 = Tj

(6)
Como se puede ver en la expresién (6), el cambio en la aberracién transversal no depende
de la posicién del hartmanngrama respecto de la superficie Ly. Esto tiene ventajas pues

cuando se tienen superficies con distancias focales muy grandes es dificil tener precisién
en este parametro.
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El cambio en la AT mide la pendiente de los rayos, como se puede ver en la Ec. (6) y
corresponde a los valores teéricos de las pendientes de los rayos reflejados. Sustituyendo (4)
en (6) se tiene

2cs/1 — (K +1)C2S?

AAT(S)Teéricn = [1 _ (K + 2)0252]

ALy, (7)

Mediante dos hartmanngramas podemos medir AAT g, cimental, SiN €mbargo, esta iltima
estd afectada por errores azarosos gaussianos, propios de la electrénica del detector y del
método para obtener los centroides de las manchas de los hartmanngramas, por tanto, &
y K seran estimados de tal forma que minimicen la siguiente suma de cuadrados:

NP
Cz = Z [AATTeéricu,‘ = AATExpmmwmi] 2, (8}

1

donde N, es el nlimero de datos experimentales. Tomando las derivadas de (8) con respecto
aCy K e igualdndolas a cero, se obtiene el sistema normal de ecuaciones

Np

S AKT iiiee
Z [{AAT']‘eérico - AATExperimentnl{ } (—é)_CM] = 01 (ga)
i A(AAT rugi)
Z [{AATTaérico - AATExperimentn]; }_ﬁi] = 03 (gb)
donde
AR s C3531 — KC?*S? ALy 10)
al JI— (K +)C2S2[1 - (K +2)c28?]’
y
FAAT resrico 25;[1 — KC?S?|ALg
o ; (11)
de 11— (K + 1)C28?[1 - (K +2)C?S}]

Sustituyendo las Ecs. (10) y (11) en (9a) y (9b) y definiendo las funciones f y g como

- i 2¢52[1 — KC?S?|ALg
’ [1- (K +2)c287]"

1

(12a)

S;z[]‘ - I\.CQS?]AATExperimentsl,'
J1— (K + 1)C282[1 — (K +2)c2s2)" |
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K 4(C.K)=0

A=lE KD Bwlf Ky €500 Ku)

FIGURA 3. Esquema del método para encontrar el punto de interseccién entre dos curvas f(C, K) =
0y g(C,K)=0. A= (C;,K;), B=(Cj41,Kj11), C = (Cjs2,Kj42).

163 i 2¢S4[1 — KC2?S?AL,
&K ) =
! [1- (& +2)c25?)°

i

S — KC2SYAAT . imenia, } | _—
V1= (K+1)C282[1 - (K +2)c252)°
entonces, de manera compacta las Ecs. (9) se expresan en la forma
FIC,K) =1, (13a)
gle K)=1. (13b)

Para resolver el sistema de ecuaciones (13) se aplica un método particular, (véase Fig. 3)

que, como es conocido, logra la solucién al pasar de un punto, (C;,K;) sobre la curva ‘
definida por (13a) a otro (Cj41, K1) sobre la curva correspondiente definida por (13b),
con la condicién de que en este paso se mantenga a K constante, esto es,

I(j+] = I\'j. (14) |

El ciclo se completa cuando se pasa del punto (Cj4+1,Kj41) sobre (13b) al correspon- \
diente (Cj42, Kj42) sobre (13a) y en este caso se mantiene fija a C, esto es,

Cjt+2 = Cjt1. (15)
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En el caso en que las dos curvas sean rectas, la aplicacién del procedimiento es directa,
ya que para la primera curva se despeja a una variable y en la segunda curva la otra
variable. Sin embargo en nuestro caso no es posible lograr, en general, tales despejes, por
lo cual se debié usar el método de Newton para linealizar a las Ecs. (13). Aclarando aqui
que (13b) se linealizé considerando sélo la variable C, puesto que como se expresé en (14),
en el paso de (13a) a (13b) se postula constante a K. Por argumentos similares (13a) se
expande con sé6lo la variable K.

Bajo las condiciones mencionadas las Ecs. (13a) y (13b) se expresaran en su forma
linealizada como

F g f -
= 16
f(Co, Kp) + S AK =0 (16a)
y
9(Co, Ko) + % ALh=0, (16b)
’ oC

donde AC y AK son las correcciones que se deben aplicar en cada iteracion sobre Cy y
Ky, respectivamente. Las derivadas parciales se pueden deducir a partir de las Eecs. (12)
quedando en la forma

df z 4C’lsmc:ldlSG‘ALO [1 - (I(O 1)Cln1c1al ]
K | _pe & [L= (R4 267 0 5]

24 (3KE - 4)CLisuS
S +(3X ) inicial 1] (17&)

3
2 (\/l - (I\-o 2 l)clgmcmls ( (I\O + 2)Cm1c1a152))

C

inicial

S. AATExptrimentﬂl{ [3 = 61\002

inicial

y

dg Z QSQALU 1 4 2(Kinicial + O)C252 3K nicial (Kimicial + Q)COZSﬂ
de - g

®leecy 5 [1 - (Kinicial + 2)C35?]

COS?AATEXPH;“,enml‘- [S(I\lmcml yin 3) - 2(malaal + I Eipicial + 5)0353
F 3I"‘inicial(hinicial + 1)(I{inicial F Z)Cgsf]

3 (17b)
(\/1 — (Kinicia + 1)C3 57 (1 = (Kinicial + 2)C§S§))

La aplicacién sucesiva de los ciclos arriba descritos conduce a la solucién del sistema de
Ecs. (13) y por tanto a los valores de la constante de conicidad (K') y la curvatura paraxial

(C) del espejo.
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FIGURA 4. Hartmanngrama en la posicion 1.

3. PRESENTACION DE RESULTADOS

Las curvas de nivel de las Figs. 4 y 5 muestran los dos hartmanngramas que se usaron
para estimar la constante de conicidad vy el radio de curvatura paraxial, la separacion
entre éstos es de 4 mm y se usé un CCD de 165 x 192 pixeles, el tamano del drea activa
y de pixel es 2.64 mm X 2.64 mm y 16 x 13.75 pum, respectivamente.

El didmetro del espejo que se probo es de 20.3 cm y los parametros de diseno son: el
radio de curvatura paraxial 92.91 cm y la constante de conicidad de —1.077310.

De las Figs. 4 y 5 se obtuvieron los centroides de cada mancha, se ejecuto el algoritmo y
se obtuvieron, después de 3 iteraciones, los siguientes resultados: para el radio de curvatura
paraxial se estimé 927.3 mm, mientras que para la constante de conicidad se obtuvo

—1.0784.

4. CONCLUSIONES

Los resultados estimados con este método son aceptables si comparamos éstos con los
pardmetros de disefio, los cuales difieren en un 0.2% para el radio de curvatura paraxial
y 0.1% para la constante de conicidad.

El algoritmo descrito anteriormente ofrece las ventajas de usar una pantalla de Hart-
mann para conocer los pardmetros que caracterizan una superficie conica de revolucion,
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FIGURA 5. Hartmanngrama en la posicién 2.

sin embargo, se puede generalizar para incluir los términos de deformacidn, lo cual gene-

ralizaria alin mds este método.
Un punto critico importante que se resolvié fue el de evitar la medida de la posicién

del plano del hartmanngrama a cambio de grabar dos de éstos.
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