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RESUMEN. Para una familia de ecuaciones diferenciales lineales, de segundo orden, cuyos coefi-
cientes son funciones de la variable independiente, se han supuesto iguales los coeficientes que mul-
tiplican a la segunda y primera derivada de cada funcién de la familia y se ha supuesto dependiente
de un entero n al coeficiente que multiplica a la funcién. En tal caso, se han estudiado condiciones
necesarias para la existencia de operadores de escalera, encontrindose varias propiedades que se
pueden verificar en todos los casos conocidos. Asimismo se encuentran de esta forma los operadores
de escalera asociados a funciones menos conocidas, como los polinomios de Jacobi y las funciones
toroidales.

ABSTRACT. A n-family of second order linear differential equations has been considered, when the
coefficient of the term without derivative is a function of the integer n, whereas the coefficients of
the first and second derivatives are the same for all the differential equations of the family. In such
a case, the properties of ladder operators transforming the solution of the n-member of the family
into the neighbor n — 1 and n + 1 functions were studied.

PACS: 02.30.4+g; 01.50.—; 03.65.Db

1. INTRODUCCION

En la fisica, la quimica y la ingenieria aparecen con frecuencia las ecuaciones diferenciales
lineales de segundo orden con coeficientes dependientes de la variable independiente. Estas
ecuaciones provienen en muchos casos de problemas surgidos de la teoria del potencial, o
de fenémenos ondulatorios de indole muy diferente. Aparecen con frecuencia ligados a la
solucién de ecuaciones diferenciales parciales por el método de separacién de variables.

En dichos casos, y otros de interés similar, las ecuaciones diferenciales dependen de
un pardmetro cuyos valores relevantes para las aplicaciones se vuelven funciones de un
entero n.

Desde hace mucho tiempo [1] se ha descubierto la existencia de operadores mediante
los cuales, dada una solucién para un valor del pardmetro, se puede entonces encontrar la
solucién para los valores contiguos en n del pardmetro mediante la aplicacién de dichos
operadores llamados de escalera.

Los operadores de escalera se han usado también para diversas aplicaciones ingeniosas
que simplifican procedimientos de cdlculo y los evitan con minimo esfuerzo. Aplicaciones
recientes de dichos operadores se encuentran en las Refs. [2] y [3].
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Por este motivo se han estudiado las propiedades de dichos operadores desde un punto
de vista formal, y se han encontrado propiedades comunes e interesantes que aseguran su
utilidad como herramientas para aquellos interesados en las matemadticas aplicadas.

2. CONDICIONES NECESARIAS PARA LA EXISTENCIA DE OPERADORES DE ESCALERA

Se tiene una familia de ecuaciones diferenciales, lineales de segundo orden, numeradas por
el indice n,

P22t yn (z) +Q(z )dyn( )

12 + R.(z) yn(z) = (1)

donde P, @, R, son funciones de z. Las soluciones y,(x) de distinto indice difieren entre
si porque las ecuaciones diferenciales que satisfacen tienen una funcion diferente R,(z),
aunque todas comparten las mismas funciones P(x) y Q(z).

Se supone que las soluciones de indices vecinos estan relacionadas por operadores dife-
renciales lineales de primer orden U, y D,, llamados de escalera:

Unyn(x) = Apynt1(x), (2)
Dpyn(z) = Bryn-1(x), (3)

donde A, y B, son constantes, en general diferentes de cero, y donde D,, y U, son de la
forma

U, = gn(f)% s un(:r)s (4)
d
n=fn($)a +dn(-'r)» (5)

con fn, gn, dn, un, funciones de z, las cuales pueden depender también del indice n.
Puesto que las funciones y, de la familia estin definidas hasta una constante mul-
tiplicativa, las constantes A, y B, estian definidas hasta el cociente de dos constantes
multiplicativas.
Debido a las Ecs. (2) y (3) se pueden escribir las ecuaciones diferenciales de la familia
con ayuda de los operadores de escalera en las formas

Dn+l Unyn(r) = Aan+1yn($)v (6)
UnDn+1 yn+1(-r) = ARBH+1yﬂ+1(I)‘ (T)

Y en ambas ecuaciones diferenciales (6) y (7), que difieren en indice por el entero uno
(n,n + 1), se ve aparecer la misma constante

kn = -'41an+1- (8)
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Obsérvese que la constante, k, es independiente de las constantes multiplicativas arbi-
trarias que pueden haber en cada funcién de la familia Yn, Porque el cociente de constantes
arbitrarias en A, es el inverso del cociente de las mismas constantes an By,

Se sustituyen las formas (4) y (5) de los operadores en las Ecs. (6) y (7) y se supone que
el resultado adquiere la forma (1) de las ecuaciones diferenciales asociadas a los indices n
Y n + 1, respectivamente. Se encuentran

d d
Dn+l Uy = (fn-f—la'r" 4 dn+1) (gnd_x‘ + un)

d? dg d du
= fn+lgndx_2 T (fn+1 Tj?n Ea fn+1un + dn+lgn) E + fn+ld_; + dn-i-lun

—Pd2+Qd+R+k 9
== dl'2 E T n ()

. d d
UnDn+1 = (9:121; e un) (fn+l£ t dn-H)

d* df i1 d ddy 4y
= fn+19n&§ + (g"T;r,_ + dnt19n + foriun e +gn'd—$‘ + dpy1u,
d? d
:P&?+QE+Rn+I + ky. (10)

Las Ecs. (9) y (10) dan seis ecuaciones entre funciones, de las cuales dos se repiten, por
lo cual se tienen las cinco ecuaciones:

P:fn-d-lgns (11)
_ dgn
Q= f"-HEE— it fn+1un +dn+1.§'m (12)
du,
R, + ka = fn+1 ET! g d?r+lun- (13)
df,
Q= n _ﬁ + fat1un + dn+19n: (14)
dd,
Rn-i—-l iy, == n 1 <t d:H—lun- (15)

Puesto que (12) y (14) deben ser iguales, se obtiene la relacién de compatibilidad entre
ambas ecuaciones:

dgu. dfn+1
f~+15 = !}n-(g—, (16)



la cual implica que fn4+1 ¥ gn son proporcionales. Y puesto que los operadores de escalera
estdn definidos en (2) y (3) hasta una constante multiplicativa, sin perder generalidad se
tiene que

fn+1 = gn, (17)

y la sustitucién de ésta en (11) permite determinar las funciones f,.1 y g» como
frt1 =ga =VP. (18)

La sustitucion de este resultado en cualquiera de las Ecs. (12) o (14) produce el resultado

Q d
Up + dnyp1 = i E‘/‘E' (19)
Hasta ahora no se ha hecho uso de las Ecs. (13) y (15), mientras que las Ecs. (11), (12)
y (14) se satisfacen con (18) y (19).
La sustitucién de (18) en la diferencia de (13) y (15) produce

1

d
E(d‘n+1 —Up) = \/}—D(Rn+l - R,). (20)

Las Ecs. (19) y (20) permiten determinar a las funciones u, y dn41 que faltaban para
conocer a los operadores de escalera, hasta una constante de integracion, que resulta de
integrar (20).

Falta considerar ademds una de las dos Ecs. (13) o (15), que se convierten ahora en

du,
Ro+ ko = VP + dns1tn (21)
6
dd,
Rn+1 + Ikn — \/F?':—_l Iy dn+l"ns (22)

la cual es una condicién de compatibilidad sobre dicha constante de integracion y sobre
la existencia de los operadores de escalera.
Se integra (20):

1
d'ﬂ.+l —Up =€y + / ﬁ(Rn+l — Rn)d:l’f, (23)
donde ¢, es la constante de integracion. Se encuentran
1(Q d 1
g1 = | %Py —(Rp41 — Ry)dx| 24
+1 2['_17 I +f+/ r—P( +1 )’B:| (24)
1| @ d 1
p=c === VP = g = | =By = fiy . 25
=3 |:\/F dx ‘ /.\/ﬁ( ! )dr} (25)
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La sustitucién en (21) da la ecuacién de compatibilidad

1 d Q d? 1 B
Rn + kn = 5\/}_) [Eﬁ = m\/}_)“ ﬁ(Rn+l Rn)]

1] @ d 1
+Z {7_;— R;\/F+Cn+/ﬁ(Rn+l _Rn)dmi‘

Q d 1 B
X [ﬁ - a\/ﬁ_ Cn — / ﬁ(Rn+1 Rn)dx] . (26)

Se puede tener una perspectiva en sentido contrario, pensar en una familia de ope-
radores de escalera de ascenso y descenso que satisfacen las condiciones anteriores y
preguntarse entonces por la familia de ecuaciones diferenciales correspondientes.

En general, para una familia de ecuaciones diferenciales dada no siempre existen los
operadores de escalera. Aparentemente estd ligada su existencia a un nimero pequefio de
singularidades de la ecuacion y a la existencia de soluciones analiticas. Se ilustran estos
puntos en las secciones siguientes.

3. EJEMPLOS

En esta seccidn se introduce un conjunto de familias de ecuaciones de gran utilidad por
la aplicacién de sus soluciones en la fisica y la ingenieria. Junto a dichas ecuaciones se
han tabulado los operadores de escalera correspondientes. Por supuesto, como se indicé
previamente, las constantes A, y B, 41 tabuladas, dependen de la constante multiplicativa
arbitraria definida para cada miembro de la familia. Esto explica la diferencia con otros
autores. En especial el estudiante inexperto debe tener precaucién con las funciones de
Laguerre, también llamadas polinomios de Sonine, para las cuales hay muchas diferencias
en la literatura.

Todos los ejemplos de esta seccién se pueden encontrar con mds o menos frecuencia
en los libros sobre funciones especiales de la fisica. Sélo para los dos ejemplos ultimos,
asociados al nombre de Jacobi, no pude encontrar sino uno de los operadores de escalera.

3.1. Funciones de Bessel

La ecuacién de Bessel

2 J(z)  1dJ.(z) n? B
o + e + (1 - ?) Liz) =0. (27)

Los operadores de escalera, de ascenso

(i - %) To(2) = —Juy1(2), (28)

dx
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y de descenso
d n+l1
(E + T) Jn+1(z) = Ju(x).

3.2. Funciones de Hermite

La ecuacién de Hermite

@Ho(z) _, dHn(2)
dxr? dx

+ 2nH,(z) = 0.

Los operadores de escalera, de ascenso

d
(a - zx) Hn(2) = ~Ho1 (),
y descenso

E:EHTH-I(J:) =2(n + 1)Hn(z).

3.8. Funciones de Laguerre
La ecuacién de Laguerre

dng(sc)
dz?

dLy ()
dx

z? + [(e+ 1)z - 2] + nzL2(x) = 0.

Los operadores de escalera, de ascenso

d
(gsE toatntlo x) L2(z) = (n + 1)L2,(2),

y descenso

(m% -n- 1) Ly (x) = =(a+n+1)L3(x).

3.4. Funciones de Legendre

La ecuacion de Legendre

dP,(x)
T

f — 157 +2x(z? - 1)

d* P l=)
dx?

~—n(n+ 1)(z? — 1)P.(z) = 0.

(29)

(30)

(31)

(32)

(34)

(35)
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Los operadores de escalera, de ascenso
9 d
(z° — I)EE + (n+ 1)z| Pa(z) = (n + 1)Prya(x),
y descenso

[(-’v = 1)— ~{+ l)x] Pryi(z) = =(n +1)P(2)

3.5. Funciones asociadas de Legendre
La ecuacién asociada de Legendre

2

PEAD _ o IR Q) ’sz] Pr@) =0.

= pEm [n(n+1)—

Los operadores de escalera, de ascenso

(1 =%

mx

V1 —2?

[ . Tz -+ ] P™(z) = (m — n)P™(x),

y descenso

[\/ H] PItl(z) = (m +n+1)PM(x).

3.6. Polinomios de Chebischef

La ecuacién de Chebischef

2 @°Tn(x)
dz?

AT, (=)

+ :c(.r2 1) -

(£ -1) —n®(z? - 1)Tu(z) = 0.

Los operadores de escalera, de ascenso

[(3:2 . 1)% 5 ﬂ:l?:| To(z) = nThyi1(z),

y descenso

|:(/E - 1)_ - (n + 1)7"] n+1(-r) _(n + 1)Tn(":)

919

(37)

(38)

(39)

(41)

(42)

(43)

(44)
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3.7. Polinomios de Jacob:

La ecuacion de los polinomios de Jacobi (véase Ref. [4], pig. 83)

+ z(1 - z) [’y —(a+ 1)2:] () +2(1 — z)n(n+ a)fa(x) = 0. (45)

$2(1 _ $)2 dzfn(x)
dx

dx?

Los operadores de escalera, de ascenso

[.7:(1 - :r:)i -(n+a) (a: &)] fa(z) = wmfnﬂ(ﬂ?)a (46)

dx C2n+a+l 2n+a+1
y descenso
d n+1+a—'y) (n+1)(n+14+a—17)
1—z)— g %) = — ,
F( g Tt %m nta+tl }h“h) r—"—

(47)

3.8. Funciones de Jacobi

La ecuacién de las funciones de Jacobi

2d2Pr(aa'm($)

dP{*P)(x)
dx? T

i &) dx

+(1—w2)[ﬁ—a—(a+ﬁ+2)$]

(1-2H)nn+a+ B+ 1P (z) =0 (48)

Los operadores de escalera, de ascenso

a2 e Bma | b8
[U x)ﬂj4n+1+a+ﬁ)(m+2n+2+a+ﬂ)}m (z)

2n+ )+ 1+a+B) )

- m+2+a+p B 5 ), 148)

y descenso (Ref. [5], Vol. 2, pdg. 170, y Ref. [6], pdg. 783)

]:(1 - xz)% +(n+1) (:c —6;—(-¥-——)

(a,8)
B
+2n+2+a+ﬁ ()

n+l1

:2(n+1+a)(n+1+ﬁ)

(a,8)
B ). (50
In+2+a+pf (z). (50)

4. OTROS EJEMPLOS

Los ejemplos de la seccién anterior son los mds importantes. A partir de ellos se pueden
construir otros ejemplos menos conocidos o desconocidos. En primer lugar se considera la
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posibilidad de modificar la dependencia en el entero n de alguna familia de ecuaciones.
Para ello, en las ecuaciones anteriores se sustituye la constante, dependiente de n, por una
funcién mds general del entero n. A continuacién se supone la existencia de los operadores
de escalera y se les sujeta a las condiciones necesarias (17) a (26). Se encuentran relaciones
discretas de recurrencia entre las constantes dependientes del pardmetro n, las cuales
son todas linealizables. El resultado general es la posibilidad de cambiar en la ecuacion
diferencial el entero n por n + ¢, donde ¢ es una constante cualquiera. Este resultado
permite renumerar la familia a partir de otro origen cuando ¢ es un entero. El resultado
permite también interpolar para valores no enteros, que se incrementan por nimeros
enteros. Veremos dos ejemplos mds interesantes.
Cuando se aplica este esquema a la ecuacién de Bessel

dyn(z) | 1dya(2) N(n)
I + i s o I 2 yalz) =0, (51)
se llega a encontrar
k, = -1, G =10, (52)

y se demuestra la ecuacién no lineal en diferencias para la funcion N (n)
1=2N(n+1)+2N(n) - [N(n+1) - N(n))%. (53)
Esta se linealiza por el siguiente procedimiento. Se incrementa n a n+1 en esa ecuacion
y se resta de la misma ecuacién. Se obtiene otra ecuacién en diferencias la cual se factoriza
en
0=[N(n+2)—N®)]2-N(m+2)+2N(n+1) - N(n), (54)
y el segundo factor es el interesante que nos lleva a la iteracién lineal
N(n+2)+2N(n+1) - N(n) =2, (55)
cuya solucién general es [7]
N(n) =n?+n[N(1) = N(0) — 1] + N(0), (56)
pero la constante N(1) depende de N(0) por el valor n = 0 de la Ec. (53):
1 =2N(1) + 2N(0) — [N(1) — N(0)]?, (57)

para dar finalmente

N(n) = [n + N([))]2 . (58)
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El cdlculo de los operadores de escalera da entonces los operadores de ascenso

d N
(E = ﬁ‘?“@) Yn(2) = —yn41(z) (59)

y de descenso

Yn+1(x) = yn(x). (60)

(_ n+1+\/N(0 )
dz

En resumen, se han obtenido ecuaciones similares a las de la ecuacién de Bessel de indice
entero, excepto por la sustitucion dondequiera del entero n por el real n + /N (0).

De las tunciones con indice no entero las mas frecuentes son las de indice semientero,
para las cuales

N(0) = 1/4. (61)

Los operadores de escalera, de ascenso

d n+1/2
(E G / ) Jns1/2(2) = =Jny3/0(2), (62)
y de descenso
d n+3/2
(E:; +— / ) Jny3s2(x) = Jppr/a(z). (63)

Otro caso de interés para el cual interesan los valores semienteros es el de la ecuacién
de Legendre con indice no entero:

dyn(:c) _
S dr

( )2d yn(a")

+ 2z(a? - N(n)(a® = 1)ya(z) =0, (64)

donde se ha sustituido la constante n(n + 1) por la funcién mas general N(n).
Una solucién similar a la que se hizo con la ecuacién de Bessel nos lleva a obtener la
existencia de operadores de escalera cuando

2
o =0, knz_(N(n-kl;-—N(n)) (65)

Nn)=n+a)(n+1+a), (66)
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donde o es la constante de integracién de la ecuacién en diferencias. De esta ecuacion se
encuentra

kn=—-(n+1+a) (67)

Los operadores de escalera de ascenso
2 d
(z —1)a+(n+a+1)x yn(z) = (n+ a + 1)ynt1(z), (68)
y descenso
2 d
(z* — 1)5 —(n+a+1)z| yns1(z) = —(n + a+ 1)ya(x). (69)

En este caso se ve que los operadores de escalera fueron modificados en las funciones u,
¥ dn+1, como en la generalizacion de la ecuacion de Bessel, pero ahora se afectan también
las constantes A, y B, 4.

El caso a = 1/2 es importante porque da lugar a las funciones anillo o toroidales (véase
Ref. [4], pdg. 75 o Ref. (8], pdg. 433).
Los operadores de escalera resultan en los operadores de ascenso

[(::2 | )% + (n+ 3/2)x] Poy172(x) = (n + 3/2)Pria)a(2), (70)

y descenso

[(12 = 1)% ~{n+ 3/2)35] Pryapa(z) = —(n+3/2)Ppyyfa(z). (71)

En muchas ocasiones la familia de funciones y,(z) aparece en las aplicaciones con un
factor comiin f(z) para todos los elementos de la familia f(z)y,(z). Las nuevas funciones
tienen los operadores de escalera de ascenso

R0
flx) dx

d
{ P(I)a + up(x) — v/ P(x) :l [ (Z)ya(x) = Anf(2)yn+1(x), (72)

y de descenso

d 1 d
VP@IE + i) ~ Pl 7 PO fohn(o) = Busf@inte) (1)

La presencia del factor f(x) en todas las funciones afecta los operadores de escalera
inicamente en el mismo sumando independiente de n de las funciones u, (z) y dp41(z).



Por ejemplo, las funciones esféricas de Bessel, asociadas a la ecuacion diferencial

d*jn(z) | 2djn(z) n(n+1)
i Tmodm AT

) Jn(z) =0, (74)

tienen los operadores de escalera de ascenso

d : ;
(E - ‘Z‘) Jn(I) = _Jn+1(I)! (75)
y de descenso
d 427 :
(a:‘_{_ n.r )Jn+l(1’) = jn(z), (76)

que se pueden obtener de los operadores (62) y (63) por medio de la identificacion

Jn(x) = \@Jn-}-lﬂ(x)- (77)

En las Refs. [2] y [3] se han presentado operadores de escalera para las funciones de
Hermite y Laguerre, los cuales son operadores de segundo orden que no dependen del
indice n. Estos se obtienen de cancelar el factor lineal en-n del operador de escalera con
el término lineal en n de la ecuacién diferencial. Y viceversa, a partir de los operadores
de escalera de dichos autores se pueden obtener otros operadores de primer orden si
cancelamos el término de segundo orden del operador de escalera con el de segundo orden
de la ecuacién diferencial.
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