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RESUMEN. Aprovechando el mapeo existente entre el hamiltoniano de Dirac en 1 + 1 dimensio-
nes y uno supersimétrico cuyas componentes son hamiltonianos de Schrédinger, se estudian las
condiciones de resolubilidad en mecdnica cuantica de sistemas fermidnicos, mediante el método de
Riccati modificado.

ABSTRACT. Exploiting the mapping between the Dirac Hamiltonian in 1 +1 dimensiqns and a
supersymmetric one whose components are Schrédinger Hamiltonians, we study the solvability
conditions for the Quantum Mechanics of fermionic systems through the modified Riccati method.

PACS: 03.65.-w; 03.65.Ge

1. INTRODUCCION

El nimero de ecuaciones de Schrodinger que tienen soluciones analiticas es pequeno. Sin
embargo, utilizando el método de Riccati modificado en el contexto de la ecuacion de
Schrodinger es posible ampliar el espectro de soluciones analiticas. Por otro lado, la ecua-
cion de Dirac en D = 1+ 1 (una sola dimensién espacial) da lugar a un par de ecuaciones
diferenciales de primer orden acopladas para las componentes del biespinor. En el caso de
soluciones estacionarias, estas ecuaciones se desacoplan en dos de segundo orden del tipo
de Schrodinger, que pueden interpretarse definiendo un hamiltoniano supersimétrico [1-3].
Cada una de las componentes del biespinor pasa a ser componente de la funcién de onda
supersimétrica. A partir de este punto es inmediato establecer las condiciones de resolu-
bilidad [4], que se caracterizan en forma muy compacta bajo la condicién de invariancia
de forma supersimétrica [5).
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Pero ésta no es la tinica informacion que se puede obtener de la relacién entre la ecuacién
de Dirac y la mecanica cudntica supersimétrica (SUSY). El concepto usual de hamiltonia-
no resoluble implica tener expresiones cerradas para el conjunto completo de autofunciones
y autovalores. Existe una categoria mas amplia de hamiltonianos, los denominados cuasie-
xactamente resolubles, que tienen sélo un subconjunto de su espacio de estados expresable
en forma cerrada. En el contexto de la mecanica cudntica no relativista pueden ser estu-
diados y clasificados con relativa facilidad en base a una ecuacién de Riccati modificada
para la derivada logaritmica de la funcién de onda [6]. Como las soluciones para espinores
relativistas en 1 + 1 estdn directamente relacionadas con las soluciones de una ecuacién
de Schrodinger en una dimensién (componente de un hamiltoniano SUSY), el método
de Riccati modificado puede facilmente ser extendido para su analisis y utilizado para el
calculo de los autoestados fermidnicos en la ecuacién de Dirac en 1 + 1.

Posteriormente mostraremos la relacién entre la ecuacién de Dirac y la ecuacién de
Schrodinger en 1 + 1. A partir de alli, en la segunda seccién, haremos el anilisis de re-
solubilidad para la ecuacién de Dirac, para luego desarrollar algunos ejemplos simples.
- En particular sélo consideraremos términos de interaccién dados por una densidad V(z)
unidimensional y no ahondaremos en otro tipo de interacciones, tales como densidades
de potenciales asociadas a campos escalares V(p(z)), campos complejos o densidades de
potenciales asociadas a la interaccién de un campo electromagnético con una corriente
externa J(z).

Dada la ecuaciéon de Dirac en 1 + 1

(17.9" — V(2))¥(z) = 0, (1)

consideraremos la siguiente representacién para la matrices 70 y AL
g _ [0 =i
=1 %)
t _T'% 0 9
+=(s ) 2

En 1+ 1 la parte real e imaginaria de cada una de las componentes de los espinores

(1

y=|{2% (3)
X2

s6lo difieren en un factor de fase. Esto se debe a que en la ecuacién de Dirac en una dimen-

si6n no hay términos imaginarios. Las soluciones de (1) con energia w pueden escribirse

¥(z,t) = e'x(x), con lo cual la ecuacién de Dirac da lugar a un par de ecuaciones de
movimiento acopladas para las componentes del espinor,

(0z = V)x1 = wxa,
(0z +V)x2 = —iwxa, (4)
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que pueden reducirse a un par de ecuaciones de Schrodinger unidimensionales desacopladas

(<82 — (V' = V)y1 = wixi, (5)
(<82 + (V' + V¥)x2 = w’xa. (6)

Il

Los operadores correspondientes pueden considerarse como las componentes de un hamil-
toniano supersimétrico

_Llfeer o
donde las cargas SUSY son
Q = —i(3: - V), (8)
Q' = —i(8; + V). (9)

De las Ecs. (4) se sigue que las cargas Q@ y Q' inducen transformaciones entre el “sector
bos6nico” (x1) y el “sector fermiénico” (x2). Ademads satisfacen el dlgebra [7,8,10]

HQ,QY=H, {QQ}=0, {Q.Q"}=0, [Q\ H=[QH]=0  (10)

Asi, las ecuaciones de Schrodinger (5) y (6) corresponden a un par de sistemas isoespectra-
les (tienen los mismos niveles de energia excepto por un estado base con w = 0). Ademds,
conocido el espacio de Hilbert de uno de ellos, el otro puede construirse ficilmente a partir
de él aplicando un operador diferencial de primer orden. De esta forma, la solucién de la
ecuacion de Dirac en 141 con un potencial V esta intimamente relacionada con la solucién
de la ecuacién de Schrédinger 1D con un potencial Uy = V2 + V',

2. CONDICIONES DE RESOLUBILIDAD Y APLICACIONES

Es interesante extender el método de Riccati modificado, ya aplicado [7, 8,10] a una
ecuacion tipo Schrodinger para el cdlculo de autoestados fermiodnicos en la ecuacién de
Dirac (en 1+ 1). En la seccién anterior se mostré la conexién entre la ecuacién de Dirac
y un par de ecuaciones tipo Schrodinger con sus componentes de un hamiltoniano SUSY.
A continuacién presentaremos brevemente el método de Riccati modificado para luego
ilustrarlo mediante algunos ejemplos sencillos.

Dado un hamiltoniano SUSY, como (7), es posible generar a partir de él una cadena
de hamiltonianos SUSY tal que dos consecutivos tienen el mismo espectro excepto el
estado base. La cardinalidad de esta familia es la dimensién del espacio de Hilbert discreto
del primer hamiltoniano. Si ademads se verifica invariancia de forma supersimétrica, el
problema es exactamente resoluble [2]. En otras palabras, la condicién suficiente para que
el hamiltoniano sea resoluble es que V' — V2 y V' + V? tengan la misma dependencia
funcional en x, vy sdlo se diferencien en una reparametrizacion.
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Para el estado base, w = 0 es una manifestacién del cardcter supersimétrico del hamil-
toniano H. El espinor correspondiente estd dado por

w=(§), (11)

con xJ tal que es aniquilado por Q. De aqui resulta que V(z) es directamente la derivada
logaritmica de xJ:

X1 (z) o exp] dy V(y). (12)

I

Tomando la primera componente Ht = %QQT, y reescribiendo la ecuacién anterior para
cualquier y;

X1 X exnfdyg(y), (13)

Ja Ec. (5) adopta la forma de una ecuacién de Riccati:
9*(2) +¢'(2) = V(x) + V'(z) - ", (14)

Si el potencial V(z) admite estados ligados, el X} correspondiente al n-ésimo estado
excitado tiene n ceros simples {x;} sobre el dominio fisico en el eje x, y por lo tanto g(x)
tiene n polos simples con residuo 1:

gla,n) =g(x) + ) - (15)
3=1

T —Zj

donde g(z) = %log[_\'l(m)] es regular en todo el dominio fisico. De aqui se deduce la
siguiente ecuacién, que es una generalizacién inmediata de la ya obtenida en el analisis de
la ecuacién de Schrodinger (3):

n

Fg+2y 32) 295 _ y2(0) 4 vi(z) - (16)
=l by = ;T:j
donde debe satisfacerse
n 1
g(z;) = Z — (17)
k:].k#j Tk — .T'J

Este sistema de ecuaciones, para un cierto g, puede tener mas de una solucion. Si es asi,
g ) o i ) e g(z)—g(x;
el tipo de resolubilidad del potencial se manifiesta por la estructura de 2 i=1 3z)-0(z)) j_i ).
B 7
Si esta expresion evaluada en las distintas soluciones da lugar a expresiones que difieren
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en su dependencia en x, cada soluciéon corresponde a un distinto potencial y estamos
ante un caso de los denominados parcialmente resolubles. En cambio, si difieren sélo en
una constante aditiva, todas las soluciones corresponden a un mismo potencial, pero con
diferentes valores de w: el hamiltoniano es cuasiexactamente resoluble. Finalmente, si
para cada valor de n existe s6lo una solucién estamos ante un hamiltoniano exactamente
resoluble.

A continuacion consideraremos, a titulo de ejemplo, tres conjuntos de potenciales direc-
tamente relacionados con casos ya analizados en detalle en el contexto de la ecuacion de
Schrodinger. Sélo nos restringiremos al estudio de la interacciones dadas por densidades
de potenciales V(z) unidimensional y no nos referiremos a otro tipo de interacciones.

2.1. Potenciales polinomicos

Estan definidos por la expresion

N

Vn(z) = Zan.’c“. (18)

=l

En esta familia el inico miembro que cumple con la condicién de resolubilidad exacta es
el lineal:

Vi(z) = ag + ayz, (19)
para el cual
Vit V!i= (a% + ay) + 2apa1x + a?:a:?. (20)

Aqui es trivial observar que ambos potenciales son isoespectrales: en los dos potenciales
los niveles de energia estin igualmente espaciados, y ademds tienen un desplazamiento
relativo de un nivel. El autoestado de energia nula es

exp[—4a? + agx]
x(z) = ’ ) (21)

La condiciéon de normalizabilidad exige a; > 0.

Dentro de esta familia también existen potenciales cuasiexactamente resolubles, que son
los que corresponden a N > 1 con ay > 0 y tienen como funcién de onda para el estado
base:

L N T e
00y = P Zon=0 5] (22)

0
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2.2. Potenciales mapeables en polinomicos-familia de Morse

El método basado en la derivada logaritmica adquiere su forma mas sencilla cuando se
consideran potenciales polindmicos o racionales. Sin embargo se lo puede extender a po-
tenciales mas generales utilizando transformaciones de coordenadas que permitan reescri-
birlos como tales 7, 8]. En este apartado nos restringiremos a los que se reducen a un
polinomio mediante un mapeo exponencial, esto es, aquellos potenciales que constituyen
la denominada familia de Morse: uw = €%, (con 0 < u < 00) [9]. En este caso tenemos

dV dudV dv "
— = —— =au—.
dr  drdu  du (23
Los potenciales que le corresponden a las ecuaciones de segundo orden son
N
Uy =V* 2 ouV' = Z apu”, (24)
n=—1L
y la ecuacién de Riccati que ahora deben satisfacer, en lugar de la (20), es
) : 2 | -2 .  g(u) - gluy)
V24 auV' = (auw)? |33 (u) + §'(uv) + o*u + 2au Z —;L +w?, (25)
——
j=-L 2

donde hemos tenido en cuenta explicitamente la transformacién de coordenadas. El tinico
miembro de esta clase que es exactamente soluble tiene a L = 1, tal que los potenciales Ux
corresponden a potenciales de Morse [9]. Los restantes son potenciales cuasiexactamente
resolubles.

2.9 Electrones relativistas en un cristal unidimensional

En esta seccién presentamos otro ejemplo basado en resultados presentados en un articulo
anterior (10]. Consideremos el potencial triparamétrico

V = U +m = actg(z) + btan(z) + ccos(z) sen(x), (26)

donde los parametros a, b, ¢ y m definen el potencial que aparece en la ecuacion de Dirac
(1), que ahora puede interpretarse como la ecuacion para un fermion con masa m con un
término de interaccién dado por U. Si definimos al potencial asociado a la ecuacion de
Schrodinger como Us, = U2 — U’ (con U =V —m), tendremos que

ala-1)  bb+1) & . &

_ 2 L, e .
Useh = <o) oty ~ 40 @)+ T et —(a-d) (27)

Si a(a — 1) y b(b— 1) son ambos no positivos, la ecuacion de Schrodinger correspondiente
tiene soluciones de Bloch con pardmetro de red 2 o 1, segin ab(a — 1)(b — 1) sea igual o
distinto de cero, respectivamente, y los bordes de banda estardn dados por (10]:

U(x) ox S(‘.l}“/?(l‘) (-os”/g(:z:)ec"“ 9 F) [—n, n+a+b o+ %; senQ(r)}, (28)
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con energias
E = (2n+a+b)?, (29)

que como se observa no presentan dependencia de la masa.

3. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos planteado la relacién entre la ecuacién de Dirac y la ecuacién de
Schrodinger en d = 14 1. Las soluciones estacionarias de la ecuacién de Dirac con energia
w satisfacen un par de ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas. Al desacoplarlas
se genera un sistema isoespectral de dos ecuaciones de segundo orden, que corresponden a
dos ecuaciones de Schrodinger con autovalor w?. En esta forma el hamiltoniano de Dirac
se mapea en un hamiltoniano supersimétrico tipo Schrodinger. Apartir de aqui se hace
evidente que en esta dimension las diversas técnicas de andlisis desarrolladas en mecanica
cuantica pueden extenderse con relativa facilidad a espinores relativistas. Como aplicacién
de estos resultados hemos considerado potenciales polinémicos y mapeables en ellos (tales
como la familia de Morse) por medio de una transformacién adecuada, y en particular un
modelo cuasiexactamente resoluble para un fermién en un cristal unidimensional.
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