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HESU1IEN. Aprovechando el !llapen existente entre el hamiltoniano de Dirac en 1 + 1 dimensio-
nes y uno supersimétrico cuyas componentes SOIl hamiltoniallos de Schr6dillger, se estudian las
condiciollef: de rcsolllbilidad eH IIIec;ínica cu;intica de sistemas fcrmiónicos, mediante el método de
Riccati modificado.

ABSTHACT. Exploitiug tile mappillg betweell the Dil'ac Hamiltollian in 1 + 1 dimensions and a
sllpel'symmetric one whose compollents are Schrodinger Hamiltoniansl we study the sOlvability
conditions fol' the QllantUIJ1~lechanics of fermionic systems through tile modified Riccati method.

PAes: 03.G5.-w; 03.G5.Ge

1. !:-:THODUCC¡Ó"

El número de ('cuacioncs de Schrildingcr que tienen soluciones analíticas es pequeño. Sin
cmbargo, utilizando el 1I}(~todo de Riccati modificado cn el contexto de Ia ecuación de
Schrüdiuger es posible ampliar el espectro de soluciones analíticas. Por otro lado, la ecua-
cióu de Dirac en D = 1+ J (una sola dimensión espacial) da lugar a un par de ecuacioues
difercnciales de primer orden acopladas para las componentes del biespiuor. En el caso de
soluciones cstacionarias, estas ecuaciones se desacoplan en dos de segundo orden (Iel tipo
de Schrüdinger, que puedeu interpretarse definiendo un hamiltoniano supersimétrico [1-3).
Cada una de las componeutes del biespinor pasa a ser componeute de la función de onda
supersimétrica. A partir de este punto es inmediato establecer las condiciones de resolu-
bilidad [4), que sc caracterizan el! forma muy compacta bajo la condición de invariancia
dc forma supcrsimétrica (5] .
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Pero ésta no es la única información que se puede obtener de la relación entre la ecuación
de Dirac y la mecánica cuántica supersimétrica (SUSY). El concepto usual de hamiltonia-
no resoluble implica tener expresiones cerradas para el conjunto complet.o de antofnnciones
y autovalores. Exist.e una cat.egoría más amplia de hamilt.onianos, los denominados cuasie-
xact.ament.e resolubles, que t.ienen sólo un snbconjunt.o de su espacio de est.ados expresable
en forma cerrada. En el cont.exto de la mecánica cuánt.ica no relativist.a pueden ser est.u-
diados y clasificados con relativa facilidad en base a una ecuación de Riccati modificada
para la derivada logarítmica de la función de onda [6). Como las soluciones para espinores
relat.ivist.as en 1 + 1 están directament.e relacionadas con las soluciones de una ecuación
de Schr6dinger en una dimensión (componente de un hamiltoniano SUSY), el método
de Riccati modificado puede fácilment.e ser extendido para su análisis y utilizado para el
cálculo de los autoestados fermiónicos en la ecuación de Dirac en 1+ 1.
Posteriormente mostraremos la rclación cntre la ecuación de Dirac y la ecuación de

Schr6dinger en 1 + 1. A part.ir de allí, en la segunda sección, haremos el análisis de re-
solubilidad para la ecuación de Dirac, para Inego desarrollar algunos ejemplos simples.
En part.icular sólo consideraremos t.érminos de int.eracción dados por una densidad V(x)
unidimensional y no ahondaremos en otro tipo de interacciones, t.ales como densidades
de potenciales asociadas a campos escalares V(<p(x)), campos complejos o densidades de
potenciales asociadas a la interacción de un campo electromagnético con una corriente
externa J(x).
Dada la ecuación de Dirac en 1 + 1

(;-y/,D" - V(x))¡j>(..) = O,

consideraremos la siguiente represent.ación para la matrices ,,0 y ,,1:

,,0 = (~-n
,,1 = (~-n

En 1+ 1 la parte real e imaginaria de cada una de las componentes de los espinores

¡J;= (XI)
X2

(1)

(2)

(3)

sólo difieren en un factor de fase. Est.o se debe a que en la ecuación de Dirac en una dimen-
sión no hay términos imaginarios. Las soluciones de (1) con energía w pueden escribirse
1j;(x, t) = eiwlX(x), con lo cual la ('cllación de Dirac da. lugar él 1111par ele f'ctlacioncs de
movimient.o acopladas para las compOllclltl's del espinar,

(Dx - I')XI = lWX2,

(D.r + 1')x2 = -lWXI, (4)
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que pueden reducirse a uu par de ecuaciones de Schriidinger unidimensionales desacopladas

[-u; - (V' - V2)1\:1 = W
2Xl,

[-u; + (V' + V2)lx2 = W
2X2.

(5)

(6)

Los operadores correspondientes pueden considerarse como las componentes de un hamil-
toniano supersimétrico

donde las cargas SUSY son

Q = -i(ur - 1'),

Qt = -i(ur + 1').

(7)

(8)

(9)

De las Ecs. (4) se sigue que las cargas Q y Qt iuducen transformaciones entre el "sector
bos6nico" (X¡) y el "scctor feI'lui6nico" (X2). Además satisfacen el álgebra [7,8,101

{Q,Q}=O, IQt,HI = [Q,H] = o. (10)

Así, las ecuaciones de Schriidinger (5) y (6) correspouden a un par de sistemas isoespectra-
les (tienen los mismos niveles de energía excepto por uu estado base con w = O). Además,
conocido el espacio de Ililbert de uno de ellos, el otro puede construirse fácilmente a partir
de él aplicando un operador diferencial de primer orden. De esta forma, la soluci6n de la
ecuación de Dirac en 1+ 1 C011 un potencial V est.á Íntimamente relacionada con la solución
de la ecuaci6n de Schriidinger ID con un potencial Ui = V2:!: V'.

2. CONDICIONES DE HESOLUIlILIDAD y APLICACIONES

Es interesante extender el método de niccali modificado, ya aplicado [7,8,101 a una
ecuaci6n tipo Schriidinger para el cálculo de autoestados fermi6nicos en la ecuación de
Dirac (en 1 + 1). En la secci6n anterior se mostr6 la conexi6n entre la ecuaci6n de Dirac
y un par de ecuaciones tipo Schr6dingcr con sus compOllcntcs de un hamiltoniallo SUSY.
A continuación presentaremos brevemente el método de niccati modificado para luego
ilustrarlo mediante algunos ejemplos sencillos.
Dado un hamiltoniano SUSY, como (7), es posible geuerar a partir de él una cadena

de hamiltonianos SUSY tal que dos consecutivos tienen el mismo espectro excepto el
estado base. La cardinalidad de esta familia es la dimensi6n del espacio de lIilbert discreto
del primer hamiltoniano. Si además se verifica invariancia de forma supersimétrica, el
problema es exactamente resoluhle [2). En otras palabras, la condición suficiente para que
el hamiltoniano sea resoluble es que V' - 1'2 Y 1" + 1'2 tengan la misma dependencia
funcional en x, y sólo se diferencien en una rcparamctrización.
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Para el estado base, W = O es una manifestación del carácter supersimétrico del hamil-
toniano H. El espinor correspoudiente está dado por

(11)

con X? tal que es aniquilado por Q. De aquí resulta que I'(x) es directamente la derivada
logarítmica de X?:

X?(x) <X exp1dy I'(y). (12)

Tomando la primera compouente ll+ = ~QQt, y reescribiendo la ecuación auterior para
cualquier XI

XI <X exp1dy g(y),
la Ec. (5) adopla la forma de uua ccuacióu de Biccati:

( 13)

(14 )

Si el potencial V(x) admite estados ligados, el xí' correspondiente al II-CSlmo estado
excitado tiene 11 ceros simples {l')} sohre el domiuio físico en el eje .1:, y por lo tauto y(:")
tiene n polos simples con residuo 1:

n 1
y(:r, n) = ¡¡(x) +L-.--.'

,1: - x]
j=1

(15)

donde ¡¡(x) = ,~10g[XI(:r)] es regular en todo el dominio físico. De aquí se deduce la
siguiente ccuaci6n, que es lIna gcncralizaci611 inmediata de la ya obtenida en el análisis de
la ecuación de Schriidiuger [3]:

-2 + _,+?.¡;... ¡¡(:r) - !i(:rj) _ 112(,.) + I/'( .) _ 29 !J •.•L - ,t .t W 1

j=! ,r - ,I:j

donde debe satisfacerse

(1 G)

(ti)

Est.e sistema de ecuaciones, para HIl ciert.o 9, ptlPde tCIH'r IW\.S de una solución. Si ('S así,
el tipo de r('solubilidad del potencial se lIIallifi('sta por la estructura de ¿jl=l 9(.r;=~:Ii).
Si esta expresión evaluada en las distintas sO!llcioll(';-i da lllgar a expn'siont's que difieren
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en sn dependencia en x, cada solución corresponde a un distinto potencial y estamos
ante un caso de los denominados parcialmente resolubles. En cambio, si difieren sólo en
una constante aditiva, todas las soluciones corresponden a un mismo potencial, pero con
diferentes valores de w: el hamiltoniano es cuasiexactamente resoluble. Finalmente, si
para cada valor de n exist.e sólo una solución estamos ante Ull hamiltoniano exactamente
resoluble.
A continuación cousideraremos, a título de ejemplo, tres conjuntos de potenciales direc-

tamente relacionados con casos ya analizados en detalle en el contexto de la ecuación de
Schriidinger. Sólo nos restringiremos al estudio de la interacciones dadas por densidades
de potenciales 1'(.1:) unidimensional y no nos referiremos a otro tipo de interacciolles.

2.1. Potenciales polinómicos

Están definidos por la expresióll

A'

I'N(X) =¿""x".
n;;;;!

(18)

En esta familia el único miembro que cumple con la condición de resolubilidad exacta es
el lineal:

1'¡(1:) = "o + ,,¡x,

para el cual

2 , 2 2 2l' :J: l' = ("0:J: "1) + 2"Oal1; + "Ix.

Aquí es trivial ohservar que amhos potenciales son isocspcctrales: en
los niveles de energía están igualmente espaciados1 y a<icm;ís ticnen
relativo de Ull nivel. El aut(wst ado de ellcrgía ulIla es

( ID)

(20)

los dos potenciales
un dcsplaz:tlllicnto

(21 )

La condición de Ilormalizabilidad exige "1 > O.
Dentro de esta familia también existen potenciales cuasiexactamclltc resolubles, que son

los que corresponden él lV > 1 COIl Q¡'I/ > OY tiPll('n COlllO fUllción de onda para el estado
base;

(
[ Lx "+')('xP - !!.!L..:!.-j

\?(.r)= ,,=0,,+1
O

(22)



(23)
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2.2. Potenciales mapeables en polinómicos-familia de M07'8e

El método basado en la derivada logarítmica adquiere su forma más sencilla cuaudo se
consideran potenciales polinómicos o raciollales. Sin embargo se lo puede extellder a po-
tenciales más generales utilizalldo transformaciolles de coordenadas que permitall reescri-
birlos como tales [7,8]. En este apartado 1I0S restrillgiremos a los que se reducell a un
polinomio mediante un mapeo exponcncial, esto es, aquellos potellcialcs quc constituyen
la dcnominada familia de Morse: lL = e''', (con O < lL < 00) [91. En este caso tellemos

dV dlL <IV <IV
-=--=0'1£-
dx d.Y dn d" .

Los potcncialcs quc le corresponden a las ecuaciones dc segundo ordcn son

N

V:t = \12 :f: 0'1£ \/' = L (1" un 1

n=-L

y la ccuación de Riccati que ahora debcn satisfacer, en lugar dc la (20), cs

2 I 2 [ 2 I 2 ;... !J(lL) - !J(lLj)] 2V +CtlLV = (alL) !J (n)+!J(u)+o ,,+20u L ---~~ +w,
U -u'

j=-L J

(24)

(25 )

donde hcmos tenido en cucnta explícitamelltc la transformación de coordcnadas. El único
micmbro de esta clase que es exactamente soluble tiene aL = 1, tal que los potenciales U"
corresponden a potenciales dc ~Iorse [91. Los restantes son potenciales cuasiexactamentc
rcsolublcs.

2.3. Electrones relativistas en un cristal 1tnúlimensional

En esta sección pres{'ntamos ot.ro rjemplo hasado en n'stlltados prrsclltados en Ull artículo
anterior [10]. Considercmos el potellcial triparamétrico

V = U + m = actg(x) + b tan (x) + ccos(x) sen(x), (26)

donde los parámetros a, b, e y 111dl'fincll el pot.cllcial que aparece en la ecuaciólI de Dirac
(1), que ahora puede int.erpretarse como la ('ctHlcióll para Ull fermióu eDil masa 111eDil UIl

término de intcraccic)1l dado por U. Si defillillloS al potencial asociado a la eC\laeióll de
Schriidinger como USe!> = U2 - U' (eoll U = V - m), !elldrelllos que

a(a-1) b(b+1) c2 2 [c2 2]USeh = 2() + 2() - - cos (.1:)+ - + c(a + b) - (a - b)
Sell.T ('os;1' ,1 ,1

(27)

Si ata - 1) Y b(b - 1) son ambos no positivos, la ecuacióu de Schriidiuger correspondientc
tiene soluciones de 13l0ch con parámetro d,' red 2 o 1. según ([b(a - I)(b - 1) sea igualo
distinto de cero. resprctivametlte, y los bordes de banda estarán dados por [10]:

",() " ,,/2(.) . .f,f2( .. ) "'/' l.' [ + +/. + 1.. , 2( ')J'l' X ex: SU} .'1, (OS .l, e 1'1 -11,11 a J, (1. 2' SUl .r . (28)
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con energías

E = (2n + a + b)2,

que como se observa no presentan dependencia de la masa.

3. CONCLUSIONES

(29)

En este trabajo hemos planteado la relación entre la ecuación de Dirac y la ecuación de
Schriidinger en d = 1+ 1. Las soluciones estacionarias de la ecuación de Dirac con energía
w satisfacen un par de ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas. Al desacoplarlas
se genera un sistema isoespectral de dos ecuaciones de segundo orden, que corresponden a
dos ecuaciones de Schriidinger con autovalor w2. En esta forma el hamiltoniano de Dirac
se mapea en nn hamiltoniano supersimétrico tipo Schriidinger. Apartir de aquí se hace
evidente que en esta dimensión las diversas técnicas de análisis desarrolladas en mecánica
cuántica pueden extenderse con relativa facilidad a espinores relativistas. COIIlO aplicación
de estos resultados hemos considerado potenciales polinómicos y mapeables en ellos (tales
como la familia de Morse) por medio de nna transformación adecuada, y en particular un
modelo cuasiexactamente resoluble para un fermión en un cristal unidimensional.
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