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RESUMEN. Tomando como punto de partida uno de los modelos no lineales considerados en la
Ref. [2]' se aborda el problema de reproducción de células cancerosas y de linfocitos como un
fenómeno estocástico. Sobre la hipótesis de tratarse de procesos de ~larkov de un paso, se obtiene
una ecuación maestra, se construyen Ia..<;probabilidadcs dc reproducción y desaparición de ambos
tipos de célula..,,>,se lleva a cabo una. aproximación hcurÍstica mediante procesos de difusión y
después un desarrollo omega riguroso elaborado por van KampclI. Dentro de la aproxilllación de
ruido lineal se csttHlian los momentos estadísticos dc las fluctuaciollcs y sc hace ver, realizando
una inspección numérica, que podrían ocurrir cambios súbitos de cucnca cn cl espacio dc cstados,
lo cual se traduciría en modificacioncs en 1a.1l cxpectativil$ de los enfermos.

ABSTRACT. Starting Cwm a nonlincar lIlodel dcveloped in Re£. [2], tlle reproductioll oC cancel' cells
and Iymphocytcs as an stochastic phclIomenon is studied. Considcring the proulem as a one stcp
lvlarkov process, él master equation (ME) is outained, ucsides, tile transition prouabilities Cor two
type oC cells are huilt. An heurislic approximation of the !vIE as a diffusion process is presented,
atld aftcr that, the rigorolls omega-expallsioll is developed, so that tlle problcm is separated in
él macroscopic part with zero noise alld other with linear Iloi~c to stlldy the statistical mOll1ellts
of the fluctuations. Recurring to él lllllIlerical inspection, it is Couud that suelden changes could
!Jappen going from olle basin to othcr in the space of statcs, with drastic Illodifications in the
fllture evolution of the illness.

PACS: 05.40.+j; 87.90.+y

1. INTROOOCCIÓ:"l

Es bien conocido que las técuicas de la diuámica uo lineal permiteu estudiar los proble-
mas de desarrollo de poblacioncs eH competencia por alimcntos o por Sl1 propia sobrcvi-
vencia [1]. En particular, estos enfoqucs pucdcn ser de utilidad para estudiar problema..,;;
relacionados eOIl el t.ratamicnto de illfccciolles en organismos vivos o de fl'lIúmenos can-
cerígenos [2]. Por otro lado, el estudio de la dimhl1ica de pohlaciones, así como ('1 de las
reacciones qUÍmiras, puede ser e!lforado ('!l forma rxilosa por mcdio dc las t{,r!licas de lus
procesos cstoni.,.;ticos {3], toda \"(~zqlle nHla organismo vin>. nula célula o cada molécula.
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según el caso, tieDe sentido considerar probabilidades de transición que pueden ser utili-
zadas en una ecuación maestra que sirva como punto de partida para el estudio de cada
fenómeno como un proceso estocá..qtico.
El objetivo de este artículo es considerar uno de los modelos que se presentan en la

Re£. [2) para tratarlos mediante procesos estocásticos de un paso y llamar la atención
sobre el carácter azaroso de los fenómenos de evolución de los tumores cancerosos. El
modelo resultante es tal que, cuando la aleatoriedad desaparece o es muy pequeña, se
recupera, como un caso de ruido cero, el fC1l6mcno est.udiado en dicha referencia.

Para alcanzar el propósito anterior dividimos este artículo en cinco partes cuyos conte-
nidos son los siguientes: en la Seco 2 obtenemos una ecuación maestra bivariada (El\l) para
el estudio de la coexistencia en un mismo volumen de células cancerosas con linfocitos. En
esa misma sección se hace ver por qué no es factible el estudio directo a partir de la ElIl,
como ocurre en los fenómenos lineales, en cambio, siguiendo un enfoque heurístico que se
debe a van Kampen [3], hacemos una aproximación del problema de un paso mediante un
fenómeno de difusión, la cual nos sitúa en posición de explicar, eualitativamente, cuándo
la estoeasticidad del problema resulta importaute. En la See. 3 utilizamos el "desarrollo
omega" de la EM, introducido pOI' van Kampen, para separar el problema en una parte de
ruido cero y una estocástica. La ventaja de este enfoque es que es riguroso, facilita la llama-
da aproximación de ruido lincal, que nos proporcioua 1m proceso de Orllstcin- Uhlenbeck
dependiente del tiempo. El enfoque es ampliamente conocido en e! medio de los estudiosos
de los procesos estocásticos, pero es ignorado fuera de estos círculos, por consiguiente, en
todo momento detallamos los procedimientos que se siguen. Los comentarios específicos
pueden ser consultados en las referencias señaladas.
Una vez que el desarrollo omega ha sido llevado a cabo, es fácil la obtención de ecua-

ciones lineales para la evolución temporal del promedio de las fluctuaciones entorno a las
trayectorias de ruido cero, de modo que dedicamos la Seco 4 a este propósito. Sin embargo,
en los coeficientes de las ecuaciones de evolución para los promedios de las fluctuaciones
aparecen las soluciones al problema de ruido cero, que 110 es lineal. En consecuencia, un es-
tudio completo elel problema obliga al recurso de las t("cuicas lluméricas. lo cual se aborda
solamente para un problema específico al final de este artículo.

Dedicamos la Seco 5 a la prcselltaeión de cOllc1usiolles, entre las cuales cabe dest.acar
quc, tina vcz qlle sc r('('ono('c la prescncia de ruido ell las trayect.orias ll1acroscópica..~, es
posible que ocurran saltos bruscos de una a otra región de! espacio de estados del problema,
mismos quc ticncll expectativas de evolución radicalmente opuest.as para un enfermo, por
lo tanto, es necesario considerar el problcma de los tumores cancerosos como un fenomeno
cstoc.tstico.

2. LA ECUACiÓN MAESTIlA IlIVAIlIADA

Consideremos l1lI conjullto de 11 el'lulas callcerosas y de l1l linfocit.os que cocxisten en un
volumen específico. No e:-;posihle csp('cificar con exactitud CU;tllt..L" células de cada tipo
hay en un instante t, pero podrlllos introducir tina densidad de probabilidad conjullta
P(n, m, t) de que al tiempo t haya precisamente 11 ('élnlas cancerosas y 1Il linfocitos que
los combatell. Suponemos que las células eRlIcerosas crecen (se reproducen) con ulla Pl'O-
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babilidad gn por unidad de tiempo y mueren con una probabilidad Tn, también por unidad
de tiempo. Asimismo, el número de linfocitos que combaten a las células cancerosas crecen
con probabilidad g", por unidad de tiempo y mueren con probabilidad T", por unidad de
tiempo.

Bajo la hipótesis de que se trata de procesos de un paso, suponemos que el estado (n, m)
puede ser alcanzado al tiempo 1+ tJ.I como resultado de la combinación de los siguientes
eventos:

i) El sistema se encontraba en el estado (n, m) al tiempo I y en el intervalo (1, 1+ tJ.I)
se mantuvo sin cambios.

ii) El sistema se encontraba en (n+1, m) y pasó a (n, m) con probabilidad Tn por unidad
de tiempo.

iii) El sistema se encontraba en (n-1, m) y pasó a (n, m) con probabilidad 9" por unidad
de tiem po.

iv) Procedimientos semejantes para la variable rn.

La probabilidad de que en el intervalo (1, I + tJ.1) no ocurra nada está dada por la
expresión

1 - (g" + T" + 9", + T",)tJ.I,

de modo que la probabilidad del primer evento mencionado arriba es

P(n, m, 1)[1 - (9" + T" + g", + T",)tJ.lj.

La probabilidad de todos los eventos que han sido menciona<los estará da<la por

P(n, m, 1)[1 - (!I" + T" + g", + T",)tJ.I] +

P(n + 1,m, I)T,,+¡tJ.I + P(n - 1, "', 1)9,,-ItJ.I +

P(n,m + 1,I)T"'+ItJ.f + P(n,m -1,1)!I",_ItJ.t;

(1)

(2)

(3)

en consecuencia, la probabilidad 1'( n, 111,t + tJ.I) será igual a la suma de estas probabili-
dades. Igualando y reacomodando resulta [51

P(n, rn, 1+ tJ.I) - P(n, m, 1)------------ = -(!I" + 1'n+ 9", + 1'",)tJ.f + P(n + 1,111,1)1',,+1
tJ.I

+ I'(n - 1, m, l)g,,_1 + 1'(11,m. +1, 1)1'00+1

+ I'(n, m - 1,1)9"'+1, (4)

qlle eH el límite en <¡ue f::!.t - O IlOS lh'va a la ('('nadón lll(H..'~tra para los pr<)('PSOS de 11Il

pa.'30

DDI {p( n, m, I)} = -(!I" + T" + .'1",+ 1'",)tJ.t + 1'( n + 1, 111,1)1',,+1 + P( 11- 1,111,t )!I,,-I

+P(n,m + 1,1)1',"+1 + 1'(11,,,, -I,I)!I",-I' (5)
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Esta ecuación puede escribirse de forma más compacta si se definen los siguientes ope-
radores:

En/(n, m, t) = /(n + 1, m, t),
-1 (' )En /(n,m,t)=/n-I,m,t,

E,,'¡(n, m, t) = /(n, m + 1, t),

E;;,1/(n,m,t) = /(n,m -I,t),

con los cuales se reescribe la E~I como

(6)

(7)

(8)

(9)

o
Ot {P(n, m, t)} = (En - l)r"P(1I, m, 1) + (E;;I - l)g"P(1I, m, 1)

+ (E", - l)l'",P(7I, m, t) + (E;;,! - l)g",P(n, m, t). (ID)

Las probabilidades de transicióu 1"n19n, 1'm,9", pueden ser construidas siguiendo el mo-
delo de la flef. [21 como sigile:

a) La tasa de reproducciólI de células callcerosas es g" = a7l.

b) La tasa de destrucción de células cancerosas ante su encuentro con linfocitos es Tn =
bnm.

c) La tasa de reprod IIcciólI de lillfocitos se comJlone de tres elementos: el registro de
<¡ue la presencia de células cancerosas incita a la producción de linfocitos dnm, el
exceso de células cancerosas inhibe la prodlleción de linfocitos -edn2m, hay un flujo
¡r de linfocitos desde regiones cercanas al \'Ohlmen donde se ubica todo el sistema de
células. flesulta entonces, g", = d(n - en2)m + V.

d) La tasas de muerte natmal de linfoeitos es "", = /m.

Este tipo de probabilidades de transición por IInidad de tiempo llevan a un problema no
lineal en el cual la E~I no pllede ser resucita exactamente [31 y donde las ecuaciones para
los mOIllcIltos estadísticos de n y lit son 110 lineales y forman una cadena de ecuaciones
tales <¡ue la ecuaeión del momento de orden k contiene términos de momento k + 1. Por
consiguiente, se requieren técnicas aproximadas para tratar este problema.

El enfoque heurístico consiste en que para los casos cn que n,111 » 1! se plantl'é'l la
siguiente aproximación:

E,,/(7I,m,t) = /(71 + 1.1Il,t)

O I 01
= /(71, lit, t) + 0- /(n, m,t) + - O 2/(11, m, 1)+"', (11)

11 2 11

de modo qtle se pucde haccr la asociación

( 12)
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asimismo se justifica

a 1 a2E-1 = 1- - + - _ + ...
n an 2 un2 (13)

y dc mancra análoga para E;m y E;;,1. Usando cstas cxprcsioncs cn la EM rcsulta, a scgundo
ordcn, lo siguicntc:

u
at P(n, m, t)

u u
."(r,, - Yn)P(n, m, t) + -;¡-(r", - y",)P(n, 1/1, t)
un uln

1 u2 1 u2+ -2 " 2 (r" + Yn)P(n, m, t)-2 ""2(r", + y",)P(n, m, t) +"', (14)
un ul1t

dc dondc rcsulta quc a scgundo ordcn tcncmos una ccuación dc Fokker-Planck (EFP) para
aproximar cl proceso de un paso dcscrito por la EM.

En este proccso dc difusión el arrastre es de la forma

ii(n,ln) = -(1"" - g", 1"1/1 - 9m)

y la difusión cs como sigue:

b = (rn +0Yn O)
1"m + 9m 1

de modo que si definimos

se rccscribc la EFP en la forma compacta que sigue:

a ¡ 2-P(n, 1/1, t) = - vnP(n, m, t) + '1 v"P(n, m, t).ut

(15 )

(16)

( 17)

(18)

(1a)

De las expresiones anteriores se puede concluir que el ca..'io de ruido cero se obtiene como
una aproximación al proceso de difusión ltuicamcute cuando se cumplen las siguientes
relaciones:

an + bUl/l. :::::0,

da", - e,l1/m + /111+ \1 '" O.

Sumando alllha..s y rcarolllollallcio resulta que S(' dehe clImplir

2
CI.1/ + (b + d)ma + /111+ \1 '" etl" m,

(20)

(21 )

(22)
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de modo que el requisito de baja difusión significa que el valor absoluto del término de
inhibición de la producción de linfocitos ante la presencia de células cancerosas debe ser
del mismo orden que la suma del resto de términos.
Reacomodando la última relación como sigue:

edn2m - {an+ (b+d)nm+ Im+ V} "" O, (23)

se puede considerar el siguiente análisis para un instante t dado: La expresión entre llaves
es igual a una const.ante, de modo que se tiene la ecuación

an + (b + d)nm + 1m + V = F, (24)

qne indica qne el pnnto (n, m) se localiza sobre una hipérbola que abre sus ramas hacia
n » m y hacia m » n. La condición de ruido casi cero se cumple cuando la hipérbola
se acerca o se cruza con la curva definida por edn2m = e, donde F y e son funciones
dependientes del tiempo pero no de n y m. De lo anterior es claro que la condición de
ruido casi cero puede ocurrir cuando ambas curvas abren sus ramas hacia n » rn o hacia
m » n, también puede presentarse en las vecindades de las soluciones de la ecuación
cúbica <¡ue surge de sustituir la expresión (edn2m = e) en la ecuación para la hipérbola.
Por consiguicntc1 no es muy frecuent.e la presencia. de ruido casi cero, de moclo que debemos
esperar un fenómeno con ruido.

3. EL DESAHltOLLO OMEGA y UNA APIlOXIMACIÓN DE HUIDO LINEAL

La idea básica consiste en escoger un parámetro O macroscópico típico del sistcnla pa-
ra escalar las probabilidades de trausicióu por unidad de tiempo en una forma tal que
aparezca en prilncr término una parte macroscópica y de manera aditiva una fluctuación.
Este puede ser el volumen del tumor canceroso en el cual ocurre el encuentro de ambos
tipos de células.
Sea n' = nlr! la densidad de células cancerosas (número de ellas por unidad de volumen)

y m' = m/r! la densidad de linfocitos. Se propone

ni =

111/ =

n I0= <1>(t) +W'W),
rn 1r! = lfJ(t) +W,,/(t.).

(25)

(26)

I I
Tendremos n = r!<J>(t.)+ r12~(t) y m = W!J(t.) + rl,,/(t.) en la EM, de modo 'lue el efecto

del operador En sobre n es

En(n) = EH (rl<l>(t) + r!~~(I)) = n-p(t) + n~nl) + 1

I n~ ~ ( ')= n-j>(t) + n'~(t) + 1 = n<l>(t) + vn ~+W, ,n, (2i)
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de forma que podemos decir que el efecto del operador E" sobre 11 es el de modificar ~
1 ,

por ~ +0-' y el de E", cambia '1 por '1+0-,. Ahora realizamos el desarrollo eu serie de
Taylor que sigue:

(
') 1 D 1 D2

E,,/(O = / ~.+ 0-' = /(0 + y?í D~/(O + 20 D~2/(0 + ... ;

análogamente

(28)

con expresiones semejantes para Em Y E;;}l. Podemos rcalir.ar las siguientes icicntifieaeiollcs
entre operadores:

(3D)

(31)

Por otro lado, la densidad de probabilidad ('onjunta es

P(II, m, 1) = P (rl<l'(I) + O~~(t). O\jJ(l) + n~,,(t), 1) = IJ(C '1,1), (32)

de modo que la derivada temporal es tal que

D Ü d D d D
-IJ(~, 'l. t) = -D P(71. 711. 1)+ n-, <I'(I)-D P(1/.IIt. t) + n-, <jI(I)-D P(71. m, t)
DI I ( I 1/ ( 1 '1/

D ,d D ,d iJ
= -P(II. 711, 1) + n, -<I>(I)-IJ((. '1.t) + n, -, <jI(t)-D [J(~.'1.1). (3:3)

DI di D~ < t '1

de forma que a scguudo orden la E),l queda C01ll0 sigile:

D '{d iJ d iJ }-IJ(~. '1, t) - O, -, <I>(I)-üIJ(C '1,1) + -1<jI(I)-D [J((.'I,I)
DI ( 1 ( ( t '1

[
ID 1 D2] [ 1 iJ 1 D2]

= .mD~+2rlDe hIJ((,'I.I)}+ - .mU~+2!!Ue {y~IJ(("I.t)}

[
ID 1 D2

] [ I iJ I ü']+ y?íü'l + 20D'I2 {r"fl((.,/.t)} + - .mi)" + 2S1U,i1 {y"I1(("I.t)}.

donde hemos hecho d cambio <1('llotaciúll 1"" -- rt,. !JI! -- Yt,. 1"11I - "'1' !1m - !J,,.

(31 )
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En forma explícita las probabilidades de transición serán:
1, , ,

", = O'(b'I<P,+b~wtl+Ob<l>,w,

= n~"iO) + n"il),
1g, = n, a~+ O,,<P,

= O~giO) + Og?),
1

"'1 = O, j'l + Ojw,

= O~,,(O)+O •.(I)
" " '

1 1 1
g'l = O'(d '1'1>, + d ~Wtl

+ O (d"I>,W, - e'd'<p;w, + F'),

donde b' = bn, F' = F/n, di = dO Y e' = eO.
Considerando las expresiones anteriores la EM es ahora

(35)

(3G)

(37)

(38)

(3D)

Igualando los coeficientes de nO, se obt;,'ne la ecnación de Fokker-Planck para las flnctna-
ciones ~ y '1

D rr(' ) _ !J (.(0) (O)) rr( D (O) (O))!J/ ,,",/ - D~ " - g, (, ",/) + Eh, "" - !J'I rr(~,'1, t)

D2 21 (.(1) (1)) 1 D (1) (1))+2!Je ',+9, rr(~"I,t)+2DlI2"" +9" Il(~,,,,/).

1
Igualando los coeficientes de fn se obtiene

(40)
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Multiplicando por F(~, 1/) e integrando sobre todo el espacio en el cual están definidas
las fluctuaciones ~ y '1, resulta, luego de integrar una vez por partes en los términos con
primera derivada, y de integrar dos veces por partes en los términos con segunda derivada:

0= (- :tiJ.>(t)+ HI)_g~I») ;F(~,'1)),
+ / _.:!..IJ1(t) + (,.(1) _ g(1») ~F(~, '1))

\ dt ~ ~ 0'1 ,

+ (O (:;2' :':2) F(~, '1)),' (42)

donde ( ... ), indica el promedio sobre la densidad de probabilidad rr(~,'/,t). Considerando
el caso en que F(~, '/) = ~ resulta

.:!..iJ.>(t)= g(l) _ ,.(1)
dt {{ ,

mientras que con F(~, '/) = '/ se obtiene

d-1J1(t) = g(l) _ ,.(1)
dt ry ~,

(43)

(44)

que son las ecuaciones de evolución para la parte macroscópica del problema y coinciden
con el modelo utilizado en la Ref. [21 haciendo las identificaciones x(t) = iJ.>(t)Y y(t) = lJ1(t)
para la densidad de células cancerosas y la de linfocitos. Es claro entonces que a partir de
estas ecuaciones se puede repetir el análisis realizado en la referencia mencionada.
Regresando a la ecuación de Fokker-Planck para las fluctuaciones ~ y 1], puede verse que

describe un proceso de Ornstein-Uhlenbeck dependiente del tiempo (ruido lineal), ba,ta
definir

Ji = (a - b'lJ1(t)
d'lJ1(t)

ij = (e 1]),

-b'iJ.>(t) )

d'iJ.>(t) - f '
(45)

(46)

de forma que el arrastre del proceso estocástico es

¡¡= Aij.

La difusión es

(47)

iJ = (aiJ.>(t) + b
O

'iJ.>(t)IJ1(t) O ) (48)
jlJ1(t) + d'iJ.>(t)lJ1(t) - e'd'iJ.>(t)21J1(t) + V' '
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de forma que la ecuación se puede reescribir como sigue:

(49)

La solución de la ccuación de Fokker-Planck para un proceso de Ornstein-Uhlenbeck es
siempre nna función gaussiana [3) por lo tanto, sólo necesitamos estudiar los momentos
primero y segundo del problema, las ecuaciones de evolución de éstos se obtienen como
sigue: multiplicamos por la función doblemente diferenciable F(~, '/) a ambos lados de
la ecuación de Fokker-Planck anterior e integramos sobre todo el espacio en el cual se
encuentran definidas las fluctuaciones ~ y '/, luego de integrar por partes una vez en el
primer término y dos veces en el segundo término, resulta una ecuación de evolución para
(F(C ,,)), [61:

(50)

de modo que las ecuaciones para los momentos se obtienen simplemente haciendo F(~, 1/) =~,'/,e, 1/2, ~1/, los resultados son los signientes:

d
-1 (O, = AI¡ (O, + AI2(1/)"d
d
dt (1/), = A2¡ (O, + An(,/)"

d 2 2
dt (~ ), = 2A1I (~ ), + 2AI2(~II), + 2D¡¡,

d 2 2
-1 (1/ ), = 2An(l/ ), + 2A21(~,,), + 2Dn,<t

d 2 2-(~11),= A21 (~ ), + AI2(1/ ). + (Jl1I + An)(~II),.dt

(51 )

(52)

(53)

(54)

(55)

Aunque la estructura de las ecuaciones anteriores es aparclltcmcntc simple, los elementos
de matriz de A y b dependen del tiempo a través de las funciones <I>(t) y w(t), que son
solución de las ecuaciones macroscópicas no lineales obtenidas anteriormente. Esto da lugar
a que no sea posible disponer de soluciones analíticas para el estudio de las fluctuaciones.
En cambio, se puede inspeccionar qué ocurre en la vecindad de un punto de silla como

el marcado con el número JI en la [lef. [2), que consiste en lo siguiente: imponiendo las
cOII<1icioIlC:-;

d
-<1>(1) = O.
dt

tll w(l) = O,
1 t (56)
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se obtienen los puntos críticos del sistema, de ellos el número II es un punto de silla, para
el cual se cumple que

a
'lis = bi'

1 fl----:
<1>, = 2e' + V ¡¿2 - h, (57)

donde h =b (t - V~b'), con la condieión de que :¡¿, - h > O Y h > O para que el punto

crítico esté en el primer cuadrante.
Las soluciones de las ecuaciones para los primeros momentos (O, y (,¡), son una combi-

nación lineal de las exponenciales exp[A1 t] y exp[A2t], donde Al y A2 son los eigenvalores
de la matriz Ji, con <1>,y W, en lugar de las funciones dependientes del tiempo; éstos están
dados como sigue:

Al = ~ [.'111+ Ah - )(.'111 + Ah)2 - 4(.'111.'122 - .'112.'121)],

A2 = ~ [.'111 + .'122 + )(.'111 + .'122)2 - 4(.'111.'122 - .'112.'121)],

(58)

donde el supraíndice s indica que los elemeutos de matriz están valuados en el punto de
silla.

Usando las expresiones de Aij con <1>, y W, en las expresiones de los eigenvalores se
ve claro que para que no haya fluctuaciones armónicas se requiere que (.'111 + .'122)2 ::::
4(.'111.'122 - .'112.'121), lo cual se traduce en que

(J - 1T)2 ::::4aH, (60)

con lT = d'(2~' + ).;.. - h). Si no se cumple la desigualdad, significa que puede haber
valores de las constantes de proporcionalidad para los cuales ocurran oseilacioncs en la
vecindad del punto de silla. Además. puede suceder que !le (Ai) > O para algún valor de
i, de donde resulta que las fluctuaciones tienden a diverger. El análisis de los cigcl1valorcs
para el sistema de ecuaciones de los segundos momentos estadísticos lleva a conclusiones
sClllcjantes. Por consiguiente, aunque el sistema de ecuaciones con ruido cero predice que
para valores <1>y Wcolocados en el lado izquierdo del punto de silla II el sistema evolucio-
Ilará hacia un estado estable, que implica salud del enfermo, la presencia de fluctuaciones
puede llevar a que una fracción de casos brinque por encima del punto de silla y se com-
porte tal que w(t) ~ O Y q>(t) ~ 00, que implica fallecimiento del enfermo. Este tipo de
fenómenos han sido estudiados bajo el nombre de "tiempo promedio de primera salida" y
S1I solución es conocida para Hn conjunto ele problpmas en los cllal£'s los ('o('firipntes son
independientes del tiempo. El caso qne tratamos aqní es diferente, por lo cnallas técnicas
estándar no SOll aplicables [4].

Un ejemplo con valores específicos para los paní.Illctros involucrados en la.<;probabilida-
des de transición permite \lna solución numérica dc las ecuaciones macroscópicas para q)(t)
y w(t). Sea a = 2, b' = 1, </' = 1, e' = t, f = 1, 1" = 1. Es sencillo resolver las ('('naciolles
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de ruido cero mediante un método de Runge-Kutta que brinda el programa Mathematiea,
con condiciones iniciales muy cercanas al puuto de silla señalado con el número romano
II en la Ref. [2); en este caso resulta que

de modo que si escogemos las condiciones iniciales

(1)[t = O), \jI[t = O]) = O [5 + ViS] + 0.1,2)

(61 )

(62)

el sistema evoluciona, con ruido cero, de forma que (1)[t) ....• 00, \jI[tl ....•O) lo cual indica el
fallecimiento del enfermo. A ésta la llamaremos la cuenca n del problema.

En cambio, si tomamos la..'i condiciones iniciales

(1)[t = 01, \ji [t = O]) = (t [5 + ViS] - 0.1, 2) (63)

el sistema de ruido cero evoluciona hacia valores constantes de <I>(t) y \jI(t) (ver Figura 1).
Esta será llamada la cuenca A del problema.
Este comportamiento es el predicho en la flef. [2), la información novedosa que agrega

el modelo estocástico estriba en la oportunidad que brinda de estudiar los momentos
estadísticos de las fluctuaciones ~ y '1, para lo cual basta resolver las ecuaciones para (~k),
y (1/)" con k = 1,2. Esto es posible mediante un método de Euler, que es de utilidad para
tiempos muy cortos, por ejemplo O ::; t ::; 1. En este intervalo resulta, para las conlliciones
de la cuenca A, que

(<I,[t = O.!!) = 3.!!!!!!, \jI[t = O.!!) = 2.23), (64)

lo cual indica cambios del orden de 10-2 en <1'y de 10-1 en \ji, es decir, en t = O.!!, la
solución sin ruido se encuentra todavía muy cerca del punto de silla 1I. En cambio, las
fluctuaciones muestran el cOlllportamicnto estadístico que indica la siguiente tabla:

(0,=0.9
-O.!!

(e)'=09

11;.3

(1l)'=09

136.4
(~")'=09
-103.8

(65)

Lo anterior demuestra que crecen sumamente nipido y que la aproxiInación de ruido lineal
deja de ser válida muy pronto.

1Si bien los valores de las fluctuaciones son de orden n-, comparados con el comporta-
miento líder de las funciones 1>(1) y \jI(t) de ruido cero, la evolución de éstas es muy lenta
en el intervalo O ::; t ::;1, en consecuencia, los momentos estadísticos mencionados arriba
indican que la densidad de probabilidad ganssiana para las variables ~ y ", centrada en
«I'[t), \jI[t]), se puede extender tanto a la región A como a la 13para tiempos muy cortos
y condiciones iniciales ccrcaBas al punto de silla mencionado.
Este ejemplo muestra la posibilidad de qne un caso que en el límite de ruido cero debería

evolucionar hacia la cucnca A, COn expectativas favorables para el enfermo, podría ser
lle\"ado a la cnenca n mediante nna fluctuación estocástica, con expectativas desfavorables
para el mismo.
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FIGURA 1. El modelo no lineal sin ruido define trayectorias separadas en cuencas. En cambio, el
ruido puede mezclarlas.

4. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos generalizado uno de los modelos no lineales de evolución de tumores
cancerosos presentados en la Ref. [2] al caso en que el nacimiento y la muerte de las células
involucradas es regida por leyes probabilísticas. El proceso estocástico de un paso que
describe el fenómeno azaroso es descriptible mediante una ecuación maestra no lineal, que
no es soluble de manera exacta, pero que permite aproximaciones mediante procesos de
difusión. Cuando el ruido tiende a cero se obtiene el problema no lineal determinista de
la referencia mencionada.
Aunque formalmente se puede hablar de un problema de tiempo promedio de primera

salida, el carácter no hOInogénco del sistema, es decir con coeficientes de arrastre y difusión
dependientes del tiempo, da como resultado que no se puedan aplicar las técnicas estándar
para analizar el fenómeno.

De cualquier forma, un ejemplo específico permite inspeccionar el problema para con-
cluir que, efectivamente, ante la presencia de ruido es posible el salto súbito de una cuenca
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a otra, de forma que las expectativas de evolución de un enfermo se modifican radical-
mente.

AGRADECIMIENTOS

Este trabajo fue apoyado parcialmeute por el Consejo Nacional de Ciencia y Tecnología,
no. de registro 85630.

REFEIlENCIAS

1. D.A. Sánchez, Ciencia 34 (1983) 29.
2. J.A. González, L. Quintanar M. y E. Ortiz 11., Rev. Mex. Fís. 40 (1994) 616.
3. N.K. van Kampen, Stochastic Processes in Physics and Chemistry, segunda ed., North-HoIland
(1992).

4. Véase por ejemplo, B.J. Matkowsky y Z. Schuss, SIAM J. Appl. Math. 33 (1977) 365; Z. Schuss,
SIAM J. A)Jpl. Math. 22 (1980) 119.

5. Estos procesos también suelen llamarse procesos de nacimiento y muerte; una presentación
introductoria puede encontrarse en \V. Fellcr, Introducci6n a la teoría de las probabilidades y
sus aplicaciones, Vol. 1,Lilllusa, México (1973). Un estudio aualítico precursor puede encontrarse
en J.H.B. i(elllpennan, Michigar¡ Math. J. 9 (1962) 321.

6. Una discusión didáctica pnede verse en L. de la Peña, Am. J. Phys. 48 (1980) 1080.


