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RESUMEN. Tomando como punto de partida uno de los modelos no lineales considerados en la
Ref. [2], se aborda el problema de reproduccién de células cancerosas y de linfocitos como un
fenémeno estocastico. Sobre la hipdtesis de tratarse de procesos de Markov de un paso, se obtiene
una ecuacién maestra, se construyen las probabilidades de reproduccién y desaparicién de ambos
tipos de células, se lleva a cabo una aproximacién heuristica mediante procesos de difusion y
después un desarrollo omega riguroso elaborado por van Kampen. Dentro de la aproximacién de
ruido lineal se estudian los momentos estadisticos de las fluctuaciones y se hace ver, realizando
una inspeccién numérica, que podrian ocurrir cambios siibitos de cuenca en el espacio de estados,
lo cual se traduciria en modificaciones en las expectativas de los enfermos.

ABSTRACT. Starting from a nonlinear model developed in Ref. (2], the reproduction of cancer cells
and lymphocytes as an stochastic phenomenon is studied. Considering the problem as a one step
Markov process, a master equation (ME) is obtained, besides, the transition probabilities for two
type of cells are built. An heuristic approximation of the ME as a diffusion process is presented,
and after that, the rigorous omega-expansion is developed, so that the problem is separated in
a macroscopic part with zero noise and other with linear noise to study the statistical moments
of the fluctuations. Recurring to a numerical inspection, it is found that sudden changes could
happen going from one basin to other in the space of states, with drastic modifications in the
future evolution of the illness.

PACS: 05.40.+j; 87.90.+y

1. INTRODUCCION

Es bien conocido que las técnicas de la dindmica no lineal permiten estudiar los proble-
mas de desarrollo de poblaciones en competencia por alimentos o por su propia sobrevi-
vencia [1]. En particular, estos enfoques pueden ser de utilidad para estudiar problemas
relacionados con el tratamiento de infecciones en organismos vivos o de fenémenos can-
cerigenos [2]. Por otro lado, el estudio de la dindmica de poblaciones, asi como el de las
reacciones quimicas, puede ser enfocado en forma exitosa por medio de las técnicas de los
procesos estocasticos [3], toda vez que cada organismo vivo, cada célula o cada molécula,
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segin el caso, tiene sentido considerar probabilidades de transicién que pueden ser utili-
zadas en una ecuacién maestra que sirva como punto de partida para el estudio de cada
fenémeno como un proceso estocastico.

El objetivo de este articulo es considerar uno de los modelos que se presentan en la
Ref. [2] para tratarlos mediante procesos estocésticos de un paso y llamar la atencién
sobre el cardcter azaroso de los fenémenos de evolucién de los tumores cancerosos. El
modelo resultante es tal que, cuando la aleatoriedad desaparece o es muy pequenia, se
recupera, como un caso de ruido cero, el fenémeno estudiado en dicha referencia.

Para alcanzar el propésito anterior dividimos este articulo en cinco partes cuyos conte-
nidos son los siguientes: en la Sec. 2 obtenemos una ecuacién maestra bivariada (EM) para
el estudio de la coexistencia en un mismo volumen de células cancerosas con linfocitos. En
esa misma seccién se hace ver por qué no es factible el estudio directo a partir de la EM,
como ocurre en los fendmenos lineales, en cambio, siguiendo un enfoque heuristico que se
debe a van Kampen (3], hacemos una aproximacién del problema de un paso mediante un
fendémeno de difusion, la cual nos sitiia en posicién de explicar, cualitativamente, cuando
la estocasticidad del problema resulta importante. En la Sec. 3 utilizamos el “desarrollo
omega” de la EM, introducido por van Kampen, para separar el problema en una parte de
ruido cero y una estocéstica. La ventaja de este enfoque es que es riguroso, facilita la llama-
da aproximacién de ruido lineal, que nos proporciona un proceso de Ornstein-Uhlenbeck
dependiente del tiempo. El enfoque es ampliamente conocido en el medio de los estudiosos
de los procesos estocdsticos, pero es ignorado fuera de estos circulos, por consiguiente, en
todo momento detallamos los procedimientos que se siguen. Los comentarios especificos
pueden ser consultados en las referencias sefialadas.

Una vez que el desarrollo omega ha sido llevado a cabo, es ficil la obtencién de ecua-
ciones lineales para la evolucién temporal del promedio de las fluctuaciones entorno a las
trayectorias de ruido cero, de modo que dedicamos la Sec. 4 a este proposito. Sin embargo,
en los coeficientes de las ecuaciones de evolucién para los promedios de las fluctuaciones
aparecen las soluciones al problema de ruido cero, que no es lineal. En consecuencia, un es-
tudio completo del problema obliga al recurso de las técnicas numéricas, lo cual se aborda
solamente para un problema especifico al final de este articulo.

Dedicamos la Sec. 5 a la presentacién de conclusiones, entre las cuales cabe destacar
que, una vez que se reconoce la presencia de ruido en las trayectorias macroscopicas, es
posible que ocurran saltos bruscos de una a otra regién del espacio de estados del problema,
mismos que tienen expectativas de evolucién radicalmente opuestas para un enfermo, por
lo tanto, es necesario considerar el problema de los tumores cancerosos como un fenomeno
estocastico.

2. LA ECUACION MAESTRA BIVARIADA

Consideremos un conjunto de n células cancerosas y de m linfocitos que coexisten en un
volumen especifico. No es posible especificar con exactitud cudntas células de cada tipo
hay en un instante ¢, pero podemos introducir una densidad de probabilidad conjunta
P(n,m,t) de que al tiempo ¢ haya precisamente n células cancerosas y m linfocitos que
los combaten. Suponemos que las células cancerosas crecen (se reproducen) con una pro-
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babilidad g,, por unidad de tiempo y mueren con una probabilidad r,, también por unidad
de tiempo. Asimismo, el nimero de linfocitos que combaten a las células cancerosas crecen
con probabilidad g,, por unidad de tiempo y mueren con probabilidad r,, por unidad de
tiempo.

Bajo la hipétesis de que se trata de procesos de un paso, suponemos que el estado (n,m)
puede ser alcanzado al tiempo t + At como resultado de la combinacién de los siguientes
eventos:

i) El sistema se encontraba en el estado (n,m) al tiempo ¢ y en el intervalo (t,t + At)
se mantuvo sin cambios.

i1) El sistema se encontraba en (n+1,m) y pasé a (n, m) con probabilidad r,, por unidad
de tiempo.

ii1) El sistema se encontraba en (n—1,m) y pasé a (n,m) con probabilidad g, por unidad
de tiempo.

iv) Procedimientos semejantes para la variable m.

La probabilidad de que en el intervalo (¢,t + At) no ocurra nada estd dada por la
expresion

1 = (gn + 70+ gm +rm)At, (1)
de modo que la probabilidad del primer evento mencionado arriba es
P(n,m,t)[1 = (gn + Tn + gm + Tm)At]. (2)
La probabilidad de todos los eventos que han sido mencionados estara dada por
P(n,m,t)[1 = (gn + T + gm + rm)At] +
P(n+1,m,t)rnp18t+ P(n — 1,m,t)gn—1At +
Pn,m+ 1,t)rmu1 At + P(n,m — 1,t)gm-14¢; (3)

en consecuencia, la probabilidad P(n,m,t + At) serd igual a la suma de estas probabili-
dades. Igualando y reacomodando resulta [5]

P(na m,t+ At) - P(na m, t)

At = _(gn + n + Im + rm)At <+ P(?]- + 1, m, t)Tn+1

+ P(n — 1,m,t)gn-1 + P(n,m, +1,t)rm41
+ P(”u = 1, t)gru-+11 (4)

que en el limite en que At — 0 nos lleva a la ecuacion maestra para los procesos de un
paso

&

d
E{p(n,m,t)} = —(gn + n + gm + "m)At+ P(n + 1, m, t)rpe1 + P(n = 1,m,1)gn

+P(n,m+ 1,t)rms1 + P(n,m — 1,8)gm—1- (5)
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Esta ecuacién puede escribirse de forma mds compacta si se definen los siguientes ope-
radores:

E.f(n,m,t) = f(n+1,m,t), (6)
E;!f(n,m,t) = f(n—1,m,1), (7)
E,f(n,m,t) = f(n,m+ 1,1), (8)
E;lf(n,m,t) = f(n,m —1,1), (9)

con los cuales se reescribe la EM como

B%{P(n,m,t)} = (Ep — 1)r, P(n,m,t) + (E;! = 1)go P(n,m, 1)

+ (Ep — 1)1 P(n,m,t) + (E;11 = 1)gmP(n,m,t). (10)

Las probabilidades de transicién 7, ¢, Tm, gm pueden ser construidas siguiendo el mo-
delo de la Ref. [2] como sigue:

a) La tasa de reproduccién de células cancerosas es g, = an.

b) La tasa de destruccién de células cancerosas ante su encuentro con linfocitos es r, =
bnm.

c) La tasa de reproduccion de linfocitos se compone de tres elementos: el registro de
que la presencia de células cancerosas incita a la produccién de linfocitos dnm, el
exceso de células cancerosas inhibe la produccién de linfocitos —edn?m, hay un flujo
V' de linfocitos desde regiones cercanas al volumen donde se ubica todo el sistema de
células. Resulta entonces, g,, = d(n — en?)m + V.

d) La tasas de muerte natural de linfocitos es r,, = fm.

Este tipo de probabilidades de transicién por unidad de tiempo llevan a un problema no
lineal en el cual la EM no puede ser resuelta exactamente [3] y donde las ecuaciones para
los momentos estadisticos de n y m son no lineales y forman una cadena de ecuaciones
tales que la ecuacién del momento de orden k contiene términos de momento k + 1. Por
consiguiente, se requieren técnicas aproximadas para tratar este problema.

El enfoque heuristico consiste en que para los casos en que n,m > 1, se plantea la
siguiente aproximacion:

E.f(n,m,t) = f(n+1,m,t)

= f(n,m t)+£f(z t)+£a—2f( 1, t) + - (11)
N Y ant M 2 gz’ '

de modo que se puede hacer la asociacién

Jd 1
En:1+._+

82
on §W+’ (12)
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asimismo se justifica

Bl == e ts o (13)

y de manera andloga para E,, y E;;;!. Usando estas expresiones en la EM resulta, a segundo
orden, lo siguiente:

d d ad
aP(n,m,t) = 5&(1,, — gn)P(n,m,t) + %('rm = gm)P(n,m,t)

1 92 1 92

:?: ‘611_2(7'71_ +gn)P(n;m5t)_ _'(Tm o gm)P(n,m,t) + ey (14)

£ 2 9m?

de donde resulta que a segundo orden tenemos una ecuacién de Fokker-Planck (EFP) para
aproximar el proceso de un paso descrito por la EM.
En este proceso de difusion el arrastre es de la forma

a(n1 Tn’) = _(T'ﬂ- - gﬂ) Tm — gnr) (15)
y la difusion es como sigue:
A [Tn + 9n 0
D - ( 0 Tm + gﬂl) : (16)
de modo que si definimos
0 0
=1 = 5= 17
Vn (an1 3m)’ (17)
2 2
9 J 3] (18)

" oon? o om?’

se reescribe la EFP en la forma compacta que sigue:
9 1 x72
aP(n,m, t) = —VaP(n,m,t) + 5 Vo P(n,m,t). (19)

De las expresiones anteriores se puede concluir que el caso de ruido cero se obtiene como
una aproximacion al proceso de difusién tinicamente cuando se cumplen las siguientes
relaciones:

an + bnm = 0, (20)
dnm — edn*m + fm+V = 0. (21)

Sumando ambas y reacomodando resulta que se debe cumplir

an + (b+ d)nm+ fm+V = edn’m, (22)
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de modo que el requisito de baja difusion significa que el valor absoluto del término de
inhibicion de la produccion de linfocitos ante la presencia de células cancerosas debe ser
del mismo orden que la suma del resto de términos.

Reacomodando la tltima relacién como sigue:

edn*m — {an + (b+ d)nm + fm + V}=o0, (23)

se puede considerar el siguiente analisis para un instante ¢t dado: La expresién entre llaves
es igual a una constante, de modo que se tiene la ecuacién

an+ (b+d)nm+ fm+V = F, (24)

que indica que el punto (n,m) se localiza sobre una hipérbola que abre sus ramas hacia
n > m y hacia m > n. La condicién de ruido casi cero se cumple cuando la hipérbola
se acerca o se cruza con la curva definida por edn?m = G, donde F y G son funciones
dependientes del tiempo pero no de n y m. De lo anterior es claro que la condicién de
ruido casi cero puede ocurrir cuando ambas curvas abren sus ramas hacia n > m o hacia
m > n, también puede presentarse en las vecindades de las soluciones de la ecuacién
cubica que surge de sustituir la expresién (edn?m = G) en la ecuacién para la hipérbola.
Por consiguiente, no es muy frecuente la presencia de ruido casi cero, de modo que debemos
esperar un fenémeno con ruido.

3. EL DESARROLLO OMEGA Y UNA APROXIMACION DE RUIDO LINEAL

La idea bdsica consiste en escoger un pardmetro macroscopico tipico del sistema pa-
ra escalar las probabilidades de transicion por unidad de tiempo en una forma tal que
aparezca en primer término una parte macroscépica y de manera aditiva una fluctuacion.
Este puede ser el volumen del tumor canceroso en el cual ocurre el encuentro de ambos
tipos de células.

Sean’ = n/Q la densidad de células cancerosas (nimero de ellas por unidad de volumen)
y m' =m/Q la densidad de linfocitos. Se propone

ﬂ’ —

= ®(t) + Q7IE(t), (25)

= U(t) + Q2p(t). (26)

o3 Q)=

Tendremos n = Q®(t) -Hﬁf(t) y m = QU(t) +Q%n(t) en la EM, de modo que el efecto
del operador E,, sobre n es

E.(n) = E, (sch(t) + Q%g(t)) = QO(t) + QIE(t) + 1

B

= QB(t) + QIE(t) + — = QB(t) + \/ﬁ(g +071), (27)

B3|

§O|23
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de forma que podemos decir que el efecto del operador E,, sobre n es el de modificar £

1
por £+ Q72 y el de E,, cambia 5 por n + Q2. Ahora realizamos el desarrollo en serie de
Taylor que sigue:

i 1 &
Buf(€) = 1(6+07F) = O + = /O + g gl @+ (@)
andlogamente
1 9

B O = 1(6-07) = 1O - = O+ gopaf©@+ (@)

\/_35

con expresiones semejantes para E,, y E;.!. Podemos realizar las siguientes identificaciones
entre operadores:

1 9 1 &
£ _ oo . 30
E; 1i\/_a£+ma£2+ ; (30)
1 9 1 0
1 _ b e 31
Eil =14+ ’Qar;+znan2+ (31)

Por otro lado, la densidad de probabilidad conjunta es
P(n,m,t) = P (m(t) +QIE(), QU(L) + Qin(t), t) = TI(€, m, t), (32)

de modo que la derivada temporal es tal que

a d d d d d
=) S t ~ L) 1t
atﬂ(f,n,t) (,HP(n m,t) + £ lt@( )C)”P(n,m.t) +th\11( )d_—mP(n m,t)
Jd ) d 1 d Jd
= —— M 2 — —_— N1, 3¢
&P(n m,t) +§22 <I)( )861—1({_1;_?) +Q2(“\Il(1')anﬂ(£ n,t), (33)

de forma que a segundo orden la EM queda como sigue:

ad 1 [ d d d
S0 -2} { o) nEn.0 + Fro5 (e, .0}
1 d 1 & 1 9 1 9°
= [ﬁc‘)_{ + Ed_ﬁz] {rell(€,m, 1)} + [ \/Qdi{ + 2—0—‘] {geTI(E,m, 1)}

ad

g
1 1 @
] {Tnn(fn”:t)} + |: \/—“{)” Tz'—:l {(j,,“({.?[,f)}., (34)

1o 1
VQan  2Q 07

donde hemos liecho el cambio de notacion ry, — e, gn — Ggs T = Ty G — G-
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En forma explicita las probabilidades de transicién serdn:

re = QE(b®, + VEL,) + QW'D T,

= Q%réo) + Qrél), (35)
ge = Q2af + Qad,

= ngé ) 4 Qg(l) (36)
Ty = fon»i-Qf\I’t

— Q30 4 D), (37)
gy = Q3 (d'n® + d€T,)

+Q(d' PV, — €'d P}V, + V'), (38)

donde V' = bQ, V' =V/Q,d' =dQ y € = €.
Considerando las expresiones anteriores la EM es ahora

1€, n, 1) — 23 {i@( )€, 0) + (1) in(e,n,r)}

- Lﬂ {% Va (1 - o)+ (r{) - o)) H(ﬁ,?r,t)}

- % E')% [\/ﬁ (r,‘f’ - o)+ (rf) - 95,”): H(E,n,t)}
Y % {% [\/5_2 (rém + géo)) +Q (rél) + g?)): H(ﬁs?]ai)}
+ ;Q {d‘)_; [Va (1) + g0 + @ (1) + ¢1)] H(a,n,t)}. (39)

Igualando los coeficientes de Q°, se obtiene la ecuacién de Fokker-Planck para las fluctua-
ciones £ y 7

=, _ 9 [(0) (0) d (0) (0)
I(E,n,t) = 'CT_)E (75 — Y¢ )H(fj?laf) -+ 8_7] (Tr; — Uy )H(€17]1t)

1 o 1) (1) 1 9°
- (1) 1)
+5 g (8 + o) e m ) + 550z (40 + o0) g ). (40
Igualando los coeficientes de Q7 se obtiene
d d d
— s —d(t)==II ht)p =
{ Lot gee.n 0+ o S 0}

02

g’

d

d 9 _ .
3¢ () = o) e + 5 () - o) emt) + 0 ( zarﬁ) TI(E, 7, 1)- (41)
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Multiplicando por F(£,n) e integrando sobre todo el espacio en el cual estan definidas
las fluctuaciones £ y 7, resulta, luego de integrar una vez por partes en los términos con
primera derivada, y de integrar dos veces por partes en los términos con segunda derivada:

0= <—dit<1>( )+ () - (”) 2 F & n)>

+(~ w0+ (0 - o) 2R}

9 9?
+{0( gz 2) F&m) | (42)

donde (...); indica el promedio sobre la densidad de probabilidad II(¢, n,t). Considerando
el caso en que F(&,n) = £ resulta

Za(t) = o o), (43)
mientras que con F(£,7n) = 5 se obtiene

1 (i
Zu(t) = o) ~ i, (44)

que son las ecuaciones de evolucién para la parte macroscépica del problema y coinciden
con el modelo utilizado en la Ref. [2] haciendo las identificaciones z(t) = ®(t) y y(t) = ¥(¢)
para la densidad de células cancerosas y la de linfocitos. Es claro entonces que a partir de
estas ecuaciones se puede repetir el analisis realizado en la referencia mencionada.
Regresando a la ecuacién de Fokker-Planck para las fluctuaciones £ y 1, puede verse que
describe un proceso de Ornstein-Uhlenbeck dependiente del tiempo (ruido lineal), basta

definir
i (a - bU(t)  —bP(t) ) | (45)
d'¥(t) de(t)— f

7= (&), (46)
de forma que el arrastre del proceso estocastico es
= Aq. (47)

La difusién es

. [a2(t) +0'®(t)T(t) 0 i
( 0 fU@R) +d'B)V(t) — d'D()2V(t) + V’) ’ (48)
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de forma que la ecuacién se puede reescribir como sigue:

9 s B [
— — e .= s g t
8tﬂ(€17ht) ;aqi ;Au‘b U(S,'f’h )
2 32
+y Di,-a—q_gn(s, m,1). (49)
=1 .

La solucién de la ecuacién de Fokker-Planck para un proceso de Ornstein-Uhlenbeck es
siempre una funcién gaussiana [3] por lo tanto, sélo necesitamos estudiar los momentos
primero y segundo del problema, las ecuaciones de evolucién de éstos se obtienen como
sigue: multiplicamos por la funcién doblemente diferenciable F(&,m) a ambos lados de
la ecuacién de Fokker-Planck anterior e integramos sobre todo el espacio en el cual se
encuentran definidas las fluctuaciones € y 7, luego de integrar por partes una vez en el
primer término y dos veces en el segundo término, resulta una ecuacién de evolucién para

(F(&m))e [6]:
d ’ 9 2 9
ZF(Em)e = i; Aij <015&;F(€,n)>t + ;jbﬁ- <@F(§,n)>t, (50)

de modo que las ecuaciones para los momentos se obtienen simplemente haciendo F(£,7) =
€, n, €2, %, £, los resultados son los siguientes:

T4O = An(©)e+ Ansla)s G51)
S = A (E) + Ann), 52)
€ = 240(€)+ 2Asalen)y + 2D, (53)
07} = 2Am{0) + 200 (€ + 2D, (59
M = An (€ + Anala+ (An + Am)(En)e. (55)

Aunque la estructura de las ecuaciones anteriores es aparentemente simple, los elementos
de matriz de A y D dependen del tiempo a través de las funciones ®(t) y ¥(t), que son
solucién de las ecuaciones macroscépicas no lineales obtenidas anteriormente. Esto da lugar
a que no sea posible disponer de soluciones analiticas para el estudio de las fluctuaciones.

En cambio, se puede inspeccionar qué ocurre en la vecindad de un punto de silla como
el marcado con el nimero II en la Ref. [2], que consiste en lo siguiente: imponiendo las
condiciones

d d

720 =0.  —¥(@®) =0, (56)
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se obtienen los puntos criticos del sistema, de ellos el nimero II es un punto de silla, para
el cual se cumple que

1 1
B, =

= 2¢’ 4e?

a
E1 h'n (57)
donde h = ﬁg (f - V—ﬁ), con la condicién de que @ —h >0y h >0 para que el punto
critico esté en el primer cuadrante.

Las soluciones de las ecuaciones para los primeros momentos (£); y (1)¢ son una combi-
nacién lineal de las exponenciales exp[A1t] y exp[Aqt], donde Ay y Az son los eigenvalores
de la matriz A, con ®s y U, en lugar de las funciones dependientes del tiempo; éstos estan
dados como sigue:

|} [ - - -
I 5 . - g —
Ay = 3 [ 1+ A%+ /(45 + A5,)? — 4(A7 A5, — A12A21)] . (59)

donde el supraindice s indica que los elementos de matriz estan valuados en el punto de
silla.

Usando las expresiones de A4;; con & y ¥ en las expresiones de los eigenvalores se
ve claro que para que no haya fluctuaciones arménicas se requiere que (A}, + AV B
4( A5, A3, — A3, A3;), lo cual se traduce en que

(f — H)? > 4aH, (60)

con H = d’(fle—, + 1/%; — h). Si no se cumple la desigualdad, significa que puede haber
valores de las constantes de proporcionalidad para los cuales ocurran oscilaciones en la
vecindad del punto de silla. Ademds, puede suceder que Re (A;) > 0 para algin valor de
i, de donde resulta que las fluctuaciones tienden a diverger. El analisis de los eigenvalores
para el sistema de ecuaciones de los segundos momentos estadisticos lleva a conclusiones
semejantes. Por consiguiente, aunque el sistema de ecuaciones con ruido cero predice que
para valores ® y ¥ colocados en el lado izquierdo del punto de silla II el sistema evolucio-
nard hacia un estado estable, que implica salud del enfermo, la presencia de fluctuaciones
puede llevar a que una fraccién de casos brinque por encima del punto de silla y se com-
porte tal que ¥(t) — 0y ®(t) — oo, que implica fallecimiento del enfermo. Este tipo de
fenémenos han sido estudiados bajo el nombre de “tiempo promedio de primera salida” y
su solucién es conocida para un conjunto de problemas en los cuales los coeficientes son
independientes del tiempo. El caso que tratamos aqui es diferente, por lo cual las técnicas
estandar no son aplicables [4].

Un ejemplo con valores especificos para los pardmetros involucrados en las probabilida-
des de transicién permite una solucién numeérica de las ecuaciones macroscopicas para d(t)

yU(t). Seaa=2,¥=1,d=1,¢= %, f =1, V' = 1. Es sencillo resolver las ecuaciones
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de ruido cero mediante un método de Runge-Kutta que brinda el programa Mathematica,
con condiciones iniciales muy cercanas al punto de silla senalado con el nimero romano
IT en la Ref. [2]; en este caso resulta que

de modo que si escogemos las condiciones iniciales
(@t = 0], ¥t =0)) = (} [5+\/ﬁ] +0.1,2) (62)

el sistema evoluciona, con ruido cero, de forma que (®[t] — oo, ¥[t] — 0) lo cual indica el
fallecimiento del enfermo. A ésta la llamaremos la cuenca B del problema.
En cambio, si tomamos las condiciones iniciales

(@[t =0, wit=0) = (4[5 + V5| o, 2) (63)

el sistema de ruido cero evoluciona hacia valores constantes de ®(¢) y ¥(t) (ver Figura 1).
Esta serd llamada la cuenca A del problema.

Este comportamiento es el predicho en la Ref. [2], la informacién novedosa que agrega
el modelo estocastico estriba en la oportunidad que brinda de estudiar los momentos
estadisticos de las fluctuaciones & y 7, para lo cual basta resolver las ecuaciones para (€%),
y (n*)¢, con k = 1,2. Esto es posible mediante un método de Euler, que es de utilidad para
tiempos muy cortos, por ejemplo 0 < ¢ < 1. En este intervalo resulta, para las condiciones
de la cuenca A, que

(Ot = 0.9] = 3.999, Y[t = 0.9] = 2.23), (64)

lo cual indica cambios del orden de 1072 en & y de 107! en ¥, es decir, en ¢t = 0.9, la
solucién sin ruido se encuentra todavia muy cerca del punto de silla II. En cambio, las
fluctuaciones muestran el comportamiento estadistico que indica la siguiente tabla:

(€)i=0.9 (Mi=0.9 (€1=09 (n*)i=0.9 {(En)t=0.9

(65)
~0.9 0.4 117.3 136.4 ~103.8

Lo anterior demuestra que crecen sumamente rapido y que la aproximacién de ruido lineal
deja de ser vdlida muy pronto.

Si bien los valores de las fluctuaciones son de orden Q7 comparados con el comporta-
miento lider de las funciones ®(t) y ¥(t) de ruido cero, la evolucién de éstas es muy lenta
en el intervalo 0 < ¢t < 1, en consecuencia, los momentos estadisticos mencionados arriba
indican que la densidad de probabilidad gaussiana para las variables € y n, centrada en
(®[t], ¥[t]), se puede extender tanto a la regién A como a la B para tiempos muy cortos
v condiciones iniciales cercanas al punto de silla mencionado.

Este ejemplo muestra la posibilidad de que un caso que en el limite de ruido cero deberia
evolucionar hacia la cuenca A, con expectativas favorables para el enfermo, podria ser
llevado a la cuenca B mediante una fluctuacion estocdstica, con expectativas desfavorables
para el mismo.
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linfocitos .
Evolucion en la cuenca A

5

0 . 4 - » cel. canc.

F1GURA 1. El modelo no lineal sin ruido define trayectorias separadas en cuencas. En cambio, el
ruido puede mezclarlas.

4. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos generalizado uno de los modelos no lineales de evolucion de tumores
cancerosos presentados en la Ref. [2] al caso en que el nacimiento y la muerte de las células
involucradas es regida por leyes probabilisticas. El proceso estocdstico de un paso que
describe el fenémeno azaroso es descriptible mediante una ecuacién maestra no lineal, que
no es soluble de manera exacta, pero que permite aproximaciones mediante procesos de
difusién. Cuando el ruido tiende a cero se obtiene el problema no lineal determinista de
la referencia mencionada.

Aunque formalmente se puede hablar de un problema de tiempo promedio de primera
salida, el cardcter no homogéneo del sistema, es decir con coeficientes de arrastre y difusion
dependientes del tiempo, da como resultado que no se puedan aplicar las técnicas estdndar
para analizar el fenémeno.

De cualquier forma, un ejemplo especifico permite inspeccionar el problema para con-
cluir que, efectivamente, ante la presencia de ruido es posible el salto siibito de una cuenca
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a otra, de forma que las expectativas de evolucién de un enfermo se modifican radical-
mente.
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