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RESUMEN. A partir de los fundamentos tedricos establecidos por las mecdnicas cudntica y estadis-
tica, es posible explicar uno de los fenémenos naturales mas comunes: el llamado fraccionamiento
isotopico. Se presenta un desarrollo que conecta la razén de funciones de particién con la constante
de equilibrio de una reaccién de intercambio isotépico. La funcién de particién para gases considera
la contribucidn de las energias traslacional, rotacional y vibracional de las moléculas. Para las fases
condensadas se considera la contribucién vibracional. Se encuentra que cuando sélo se intercambia
un dtomo en la reaccién de intercambio isotépico, la constante de equilibrio es igual al factor de
fraccionamiento isotépico.

ABSTRACT. It is possible to explain a very common natural phenomenon, the so called isotope
fractionation, through the theoretical foundations provided by quantum and statistical mechanics.
A connection between the partition function ratios and the equilibrium constant for an isotopic ex-
change reaction is shown. The partition function for gases involves contributions from translational,
rotational and vibrational molecule energies. For condensed phases only vibrational contributions
are considered. In addition, when it is just one atom involved into an isotopic exchange reaction,
the equilibrium constant equals to the isotope fractionation factor.

PACS: 82.20.Tr; 82.30.Hk; 82.60 He

1. INTRODUCCION

Ciertas propiedades termodindmicas de las moléculas dependen de las masas de los 4to-
mos que las componen y estas pequenas diferencias de masa producen el fraccionamiento
isotépico. La energia de una molécula en un gas, por ejemplo, se puede describir en térmi-
nos de las interacciones entre los electrones mas las componentes traslacional, rotacional
y vibracional de los 4tomos en la molécula.

Las moléculas que contienen diferentes isétopos de un elemento en posiciones equiva-
lentes, tienen diferentes encrgias debido a las diferencias en las componentes vibracionales
las cuales dependen de la masa.

En el caso de los isétopos mas ligeros, como el hidrégeno y el deuterio, las diferencias en
la componente rotacional son también importantes. La energia de una molécula disminuye
al disminuir la temperatura, sin embargo, en el cero absoluto, la energia tiene un cierto
valor finito llamado energia de punto cero, el cual es hv/2, donde h es la constante de
Planck y v la frecuencia vibracional.

En la aproximacién del oscilador armonico, la frecuencia de vibracién de una molécula
es inversamente proporcional a la raiz cuadrada de su masa. Por lo tanto, una molécula
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que contenga al mas ligero de dos isétopos, tiene una frecuencia vibracional mayor vy,
por lo tanto, una energia de punto cero mds alta que el de una molécula que tuviera al
isétopo pesado. Una consecuencia del fenémeno anterior, es que los enlaces formados por
el mas ligero de dos isétopos son mds débiles y por lo tanto se rompen mds ficilmente,
haciendo que la molécula con el isétopo ligero sea mas reactivo que una molécula similar
que contenga al is6topo pesado.

Las propiedades termodindamicas de las moléculas isotdpicas y su fraccionamiento se
han tratado por Urey [1], Bigeleisen y Mayer [2], Bigeleisen [3,4], Broecker y Oversby [5],
Bottinga y Javoy [6], entre otros. Aqui se presenta una version condensada y breve.

El fraccionamiento isotépico, en general, depende de varias clases de procesos fisicos y
reacciones quimicas [7]:

i) Las reacciones de intercambio isotépico que consideran las redistribuciones de
isétopos de un elemento entre las diferentes moléculas que contienen ese elemento.

ii) Las reacciones unidireccionales en las que la velocidad de reaccién depende de las
composiciones isotépicas de los reactantes y productos.

iii) Los procesos fisicos, tales como evaporacion y condensacion, fusién y cristaliza-
cién, adsorcién y desorcién, y difusién de iones o moléculas debido a la concen-
tracién o a gradientes de temperatura en las que entra en juego la diferencia de
masa.

El fraccionamiento isotépico que ocurre durante tales procesos se indica por el factor
de fraccionamiento a que se define més adelante. En algunos casos, los factores de frac-
cionamiento se pueden calcular por medio de las funciones de particién de la mecanica
estadistica, utilizando frecuencias vibracionales determinadas experimentalmente. Tales
calculos son posibles sélo para sistemas compuestos de gases y liquidos y no son aplicables
directamente a sistemas que contienen sélidos, a menos que se consideren términos adi-
cionales de la energia que surgen de las vibraciones de la red. En cualquier caso, el factor
de fraccionamiento para cualquier sistema dado depende de la temperatura en general,
y se aproxima a uno al aumentar las temperaturas. Esto significa que el fraccionamiento
isotépico en la naturaleza es por lo tanto interpretable en términos de las temperaturas
ambientales. Aun cuando los factores de fraccionamiento son predecibles tedricamente, la
interpretacién de las variaciones observadas de la composicién isotdpica de los materiales
naturales es principalmente empirica y recae sobre todo en generalizaciones de grandes
conjuntos de datos observacionales o considera comparaciones de muestras naturales a
resultados experimentales obtenidos en el laboratorio.

El término “fraccionamiento isotépico” se refiere a la separacién parcial de los iséto-
pos que ocurren durante los procesos fisicos y quimicos. Esta separacion resulta por las
pequenas diferencias en las propiedades fisico-quimicas de las moléculas isotépicamente
substituidas; estas diferencias dan lugar a los “efectos isotépicos”. Pueden ocurrir efectos
isotépicos cinéticos y en equilibrio. Los efectos isotépicos cinéticos ocurren cuando las ve-
locidades de las reacciones quimicas o de los procesos fisicos (p. €j., evaporacién) de las
especies isotépicas difieren entre si.

El fraccionamiento isotépico en equilibrio ocurre porque son diferentes las propieda-
des termodinamicas de las especies isotopicamente substituidas. De esta forma, cuando
se aproxima el equilibrio termodindmico entre componentes y fases, los isétopos se re-
distribuyen entre ellos para obtener un estado de energia libre minima en el sistema. El
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fraccionamiento isotépico en reacciones quimicas y en muchos procesos fisicos en la natu-
raleza, ya sean debidos a efectos en equilibrio o cinéticos, es una funcién de las frecuencias
vibracionales de las moléculas.

La mecdnica cudntica requiere que un oscilador molecular (por ejemplo, 4tomos que
participan en un enlace quimico) esté restringido a niveles discretos de energia. Se pue-
de deducir informacién acerca del fraccionamiento isotépico al considerar el efecto de la
substitucién isotépica sobre el nivel de energia vibracional més bajo permitido o el estado
de punto cero. La sustitucién de un isotépo pesado disminuye la energia de punto cero
de un oscilador molecular porque la frecuencia vibracional es inversamente proporcional
a las masas de los 4tomos en la molécula.

El cambio en la energia de punto cero (frecuencia vibracional) significa que los enla-
ces formados por el isétopo mas ligero tiene menos energia (potencial) de asociacién que
aquellos formados for el isétopo mds pesado. En consecuencia, las especies isotopicas li-
geras reaccionardn preferentemente durante una reaccién quimica mds que las especies
isotépicas pesadas. Esto explica una observacién general importante en los efectos isotopi-
cos cinéticos (p. ej., en el proceso de evaporacién del agua en la superficie del océano, el
isétopo pesado del oxigeno se queda en la fase liquida).

El efecto de la masa isotépica sobre la energfa vibracional de los osciladores moleculares
explica algunas caracteristicas generales de los efectos isotépicos. Para calcular los efectos
de la temperatura sobre el fraccionamiento isotépicos en equilibrio se requiere de una
teoria muy elaborada. Bigeleisen y Mayer [2] y Urey (1], dedujeron razones de funciones de
particion para gases ideales basados en los principios de la mecénica estadistica. Predijeron
la dependencia del fraccionamiento isotépico con la temperatura entre las moléculas del
gas ideal. Los resultados de sus cilculos se pueden resumir como sigue: a frecuencias
vibracionales bajas (estado base) y/o a temperaturas altas, Ina es proporcional a T?
(T en Kelvins). Esta relacién se predice para el fraccionamiento isotopico entre las fases
anhidras a temperaturas mayores que la temperatura ambiente. A frecuencias altas y/o
temperatura baja, In a es proporcional a 7!,

Debido a las altas frecuencias de estiramiento del enlace O-H, el fraccionamiento isotépi-
co del oxigeno e hidrégeno en los sistemas que involucran agua o minerales que llevan
hidroxilos (p. ej., minerales arcillosos) se espera que muestre dependencias complicadas
con la temperatura [8]. Se observa que a temperaturas muy altas, los factores de fracciona-
miento se aproximan a la unidad (es decir, no hay fraccionamiento) debido a que la energia
de los osciladores moleculares llega a ser independiente de la masa y de la intensidad del
enlace.

2. NOTACION PARA EXPRESAR LAS COMPOSICIONES ISOTOPICAS

La notacién empleada para reportar los resultados isotopicos se llama “valor §” y se define
como

R
8(z) = z —1) x 103,
( ) (Rstd



326 R.D. ARIZABALO

donde R, es la razén isotépica de la muestra (D/H, 13C/12C, 180 /160, 15N/MN, 345 /325,
etc.) y Rgq es la razon correspondiente de un estandar. El valor § es la diferencia relativa
en la razén isotépica (expresada como el isotépo raro, pesado, contra el isotépo ligero,
abundante) entre la muestra y el estandar, en partes por mil (°/g0). El valor § depende
de la razén isotépica del estdndar y puede ser positivo (cuando R; > Rgq4) 0 negativo
(cuando Ry < Rgq).

El fraccionamiento isotépico entre dos substancias A y B en algin proceso especifico,
se expresa como un factor de fraccionamiento

Ra
B g =
AR Be

pero de la definicién de &, 10736(A) = % =1,

Rp = [1+107°6(A)] Rya-
Entonces, en términos de los valores é medidos,
N _ [1+107%8(A)]
A-B T 1 +10-36(B)]

1000 + 6(A)]

“A-B = 11000 + 6(B)]"

Los valores « se pueden aplicar a procesos que involucran efectos isot6picos cinéticos o en
equilibrio, aunque los 1ltimos son mas comunes.

En el caso de fraccionamiento isotépico en equilibrio entre los compuestos A y B, el
factor de fraccionamiento (a) estd relacionado a la constante en equilibrio normal (K)
para la reaccién de intercambio isotépico por

a =K'/

donde n es el nimero de dtomos intercambiados, suponiendo que los isotépicos estan
distribuidos aleatoriamente sobre todos los sitios o posiciones en los compuestos que se
equilibran. Las reacciones mds comunes involucran s6lo un atomo intercambiado. Por
ejemplo, el intercambio isotépico del oxigeno entre el CaCO3y y el H,O se escribe como

1 CaC'%0; + Hy'%0 & 3CaC'®0; + H2'°0,
tal que,
_ [cacts0,])"* [1,100]
~ [CaC1505] 7 [H,180]

(180)
16: CaCO.;
(”0) ]
. : ”20

K = «a.
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Dado que los factores de fraccionamiento isotépico tienen valores cercanos a la unidad, se
pueden expresar en por mil con la introduccién del valor € definido como

éa-B = (aa-p — 1) x 1000.

Por otra parte, el logaritmo de (1 + z) se puede aproximar en serie de Maclaurin como

2 $3 zt

o m —— LRI
In(l+2)=«x 2-1-3 4-f-

Aplicando el resultado anterior, podemos ver que
In(1.00X) = In(1 + 0.00X) ~ 0.00X,
por lo que
10 1n(1.00X) = X.

Asi, para valores tipicos de o (= 1.00X), 10% In a expresa el fraccionamiento en partes por
mil. Este valor se aproxima muy bien por la diferencia en valores §:

_ [1+10736(A))
~ [L+10-34(B))’

Ina = In[1 + 1073§(A)] — In[1 + 10736(B)),
=~ 10736(A) — 10736(B),

entonces, 103 Ina = §(A) — §(B).

3. EFECTOS ISOTOPICOS CINETICOS

De acuerdo a O’Neil [9], los efectos isotépicos cinéticos son tan comunes en la naturale-
za como en el laboratorio y sus magnitudes son comparables y algunas veces mayores a
los efectos isotdpicos en equilibrio. Los efectos isotépicos cinéticos se asocian con proce-
sos unidireccionales, rdpidos o incompletos, como la evaporacién, difusién y reacciones de
disociacién. Los ejemplos de evaporacion y difusion se explican por las diferentes veloci-
dades traslacionales de las moléculas isotépicas que se mueven en la fase o a través de una
frontera de fase.

La teoria cinética nos dice que la energia cinética promedio por molécula (E.C.) es la
misma para todos los gases ideales a una temperatura dada. Como ejemplo se pueden
considerar las moléculas isotépicas 2C 160 y 12C 180 que tienen pesos moleculares de 28
y 30, respectivamente. Resolviendo la expresién que iguala las energias cinéticas (E.C.
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= %M v?) de ambas especies isotépicas, se encuentra que la razén de velocidades de las

especies isotépicas ligera a pesada es

%Mlvi? — %Mgv%,
w_ (M) _ 30\ 1.034
V2 . M1 - 28 o ’

Es decir, sin considerar la temperatura, la velocidad promedio de las moléculas 2C 160
es 3.4 por ciento mayor que la velocidad promedio de las moléculas 2C 80 en el mis-
mo sistema. De esta manera, en los gases ésta y otras diferencias de velocidad son la
causa de fraccionamientos isotdpicos. Las moléculas isotépicamente ligeras se difunden
preferencialmente hacia fuera del reservorio y dejan el sistema enriquecido en el isétopo
pesado.

En el caso de la evaporacion, las mayores velocidades traslacionales promedio de las
moléculas ligeras, les permite salir preferencialmente de la superficie del liquido, dando
por resultado un fraccionamiento isotépico entre el vapor y el liquido. Para el caso del
oxigeno, en el océano § 80 = 0 por definicién, sin embargo, sobre el océano el vapor de
agua tiene 6 2¥0 = —13 %/5y. No obstante, dependiendo de la temperatura de evaporacién
el valor en equilibrio debe ser —9 partes por mil. Cuando la fase vapor se aproxima a la
saturacién o a la presién de vapor en equilibrio, el fraccionamiento isotépico toma el valor
del fraccionamiento en equilibrio. En la saturacién, las tasas de transferencia molecular
entre liquido y vapor y entre vapor y liquido son iguales. Por otra parte, la condensacién
es basicamente un proceso en equilibrio.

A diferencia de los is6topos ligeros, las moléculas con el isotépo pesado son mds estables
y tienen energias de disociacién mds altas. Es maés facil romper, por lo tanto, enlaces de
moléculas con isotépicos ligeros como 2C-H y 32S-0, que los enlaces *C-H y ##S-O con
isotdpos pesados.

Las diferencias en las energias de disociacién producen efectos isotdpicos cinéticos, estos
efectos pueden ser muy grandes en las reacciones de disociacion y bacterianas que ocurren
en la naturaleza. A pesar de su importancia, los efectos isotdpicos cinéticos son muy raros
en los procesos de alta temperatura que ocurren en la Tierra. Puede ocurrir que cuando
las tasas de intercambio isotépico entre minerales que coexisten o entre mineral y fluido
scan diferentes, conlleven a procesos fuera del equilibrio. Sin embargo, estos procesos no
se explican por efectos isotépicos cinéticos sino por una serie de reacciones de intercambio
isotdpico en equilibrio que no se han completado.

4. EFECTOS ISOTOPICOS EN EQUILIBRIO

Al considerar los efectos isotépicos en equilibrio, es muy importante observar el efecto
de la masa atémica sobre la energia de enlace. Asi, cuando se considera una molécula
diatémica y se sustituye un isétopo ligero por uno pesado, la forma de la curva de energia
potencial no cambia (Fig. 1), ya que no cambian las cargas nucleares ni las distribuciones
electrénicas.
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FIGURA 1. Curva de energia potencial para la molécula de hidrégeno. Se muestra la - e
los niveles de energia vibracional n = 0 de las tres formas isotépicas de la molécula. A1 . .ar
la temperatura, las vibraciones de todas las moléculas se vuelven crecientemente anarmou.cas.
Las moléculas que contienen al isétopo pesado (deuterio) son mds estables (tienen energias de

disociacién més grandes) que las moléculas con el isétopo ligero. Los fraccionamientos isotépicos
se explican por diferencias en sus EPC.

En la aproximacién del oscilador arménico, los niveles de energia vibracional de una
molécula diatémica vienen dados por

E=(n+ i)hw, (1)

donde n =0,1,2,3,... es el niimero cudntico principal; h = h/27, h = 6.624 x 10~27 erg-
seg, es la constante de Planck, y w = 27v es la frecuencia angular (seg™!).

En el estado vibracional base n =0y E = :l,hw, corresponde a la energia vibracional

de la molécula a la temperatura del cero absoluto y se le llama “energia de punto cero”
(EPC).

A temperatura ambiente, la mayoria de las moléculas de un gas estdn en un estado
vibracional base.

La EPC es el intervalo entre la parte mds baja del pozo de energia potencial y el nivel
de energia vibracional cero, como se muestra en la Fig. 1.

De acuerdo a la ley de Hooke, en un oscilador arménico la frecuencia est4 relacionada
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con la masa por

= o finy (2)

donde k = constante de la fuerza (dinas/cm),

41 = masa reducida = —M;

Ma + Mg

{1 es la masa reducida para una molécula AB cuyos dtomos constituyentes tienen pesos
atémicos My y Mp.

En célculos termodindmicos y espectroscopicos, la frecuencia se expresa normalmente
en nimero de onda @ (cm™!) = 27/}, donde A = longitud de onda (cm). Entonces,
@ = w/e, que puede reescribirse como ¢ = Av, donde c es la velocidad de la luz. En una
sustitucién isotdpica, k no cambia porque sélo depende de la forma de la curva de energia
potencial. Sin embargo, x si cambia porque depende de los pesos atémicos. Entonces, si
el 4tomo A es reemplazado por su isétopo pesado A’, se observa que

i >, ¥ <, E‘'< E.

Es decir, las moléculas que contienen el isétopo pesado son mds estables (mayor energia de
amarre) que las moléculas con el isétopo ligero. Este es un efecto mecénico cuantico que
depende de la energia de punto cero. Esto se explica facilmente al observar la dependencia
que tiene la frecuencia angular con la masa reducida en la Ec. (2). Asi, al aumentar p
disminuye w, lo que a su vez hace que E en la Ec. (1) disminuya. Por tanto, en el estado
base (n = 0), la energia de punto cero serd menor para la molécula que tiene al isétopo
pesado.

A temperaturas elevadas, las moléculas se excitan a niveles vibracionales mds altos
(n > 0) y disminuye la diferencia de energias entre las especies isotépicas. En la Fig. 1 se
observa que a altas temperaturas la curva de energia potencial para la molécula diatomica
del hidrégeno se aparta del comportamiento predicho por el oscilador arménico. A pesar de
que la aproximacién del oscilador arménico juega un papel fundamental en el desarrollo de
la teoria del fraccionamiento isotépico, deben considerarse las correcciones “anarménicas”
cuando se incluyen altas temperaturas. Los métodos de la mecdnica estadistica permiten
hacer un tratamiento cuantitativo de los efectos de la temperatura sobre el proceso de
fraccionamiento isotépico y se discutirdn posteriormente.

Por otro lado, se encuentra que las diferencias en la energia libre asociadas con el
efecto isotépico (sea quimico o fisico) son alrededor de 1000 veces mds pequeiias que las
energias de enlace tipicas o que el calor de reacciones quimicas. En el caso de la reaccién
de intercambio isotépica entre CO, y HyO, en la que se intercambia un dtomo de oxigeno
entre las dos moléculas, puede escribirse como

%01602+H2 180 = %01802 +H2 160.
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Si la reaccién de intercambio se lleva a cabo a 25°C, la constante de equilibrio es 1.0412.
El cambio en la energia libre, AG®° = —RTInK = -23.9 cal/mol, es un valor tipico
para las reacciones de intercambio isotépico a baja temperatura. Se deduce que estas
diferencias tan pequenas de energia libre no son la fuerza conductora de las reacciones
quimicas. Por otra parte, el intercambio isotépico en equilibrio parece razonable suponer
que se debe establecer durante las reacciones cuyos productos estdn en equilibrio quimico
(mineralégico). De hecho, la demostracién de que los minerales en una roca estin en
equilibrio isotépico con el oxigeno, es una fuerte evidencia de que la roca estd en equilibrio
quimico. Las condiciones predeterminadas como romper o reformar los enlaces Al-O y
Si-O para permitir la distribucién en equilibrio del O entre los minerales, deberia ser
suficiente para alcanzar el equilibrio quimico en el sistema.

Para las reacciones de intercambio isotépico, el cambio en la energia total es precisa-
mente la diferencia en la energia de punto cero entre las dos especies moleculares. Como
se mencioné anteriormente, un valor tipico para el cambio en la energia de una reaccién de
intercambio isotdpico es aproximadamente 20 cal/mol. Al igual que todas las constantes
de equilibrio, las constantes de equilibrio para las reacciones de intercambio isotépico son
dependientes de la temperatura, por ello su uso en termometria.

5. LA FUNCION DE PARTICION

La funcién de particién es una relacién matemdtica que surge de la mecédnica estadistica
y que a través de ella se expresan las principales funciones termodindmicas, incluyendo
la constante de equilibrio. Las funciones de particién contienen toda la informacién de
la energia que tiene una molécula y se utilizan para calcular las constantes de equilibrio
(factores de fraccionamiento) en las reacciones de intercambio isotépico.

Por otra parte, la energia interna de una molécula (Ejy), se puede aproximar con
la suma de todas las formas de energia que puede tener la molécula: traslacional (E),
rotacional (Eye), vibracional (E\;,), electronica (Ee)) y de espin nuclear (Esp) [10,11]):

Eint = By + Erot + Evib + Eg + Esp- (3)

Generalmente, las contribuciones de las energias electrénica y de espin nuclear son muy
pequenas, por lo que podemos despreciarlas en la deduccién siguiente.

De acuerdo a la mecdnica estadistica, se puede obtener la razén entre el ntiimero (ng)
de moléculas con energia Ej,; en un conjunto de moléculas (ng) con energia de punto cero,
dando un peso estadistico (g;) a la distribucién de Boltzmann:

nge =
— ] 4
o = i€ (4)

G

donde T es la temperatura del conjunto en equilibrio y k es la constante de Boltzmann
(k =1.381 x 10716 erg/°K).

Es posible que varios estados del sistema tengan el mismo nivel de energia E;, por lo
que dicho nivel se dice que estd “degenerado” y debe asignarsele un peso estadistico (g;)
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que es igual al nimero de niveles sobrepuestos. Si se suman todos los términos del lado
derecho de la Ec. (4) se obtiene la “funcién de particion” @, llamada “suma-sobre-estados”
o “suma estadistica” [12,13]:

Q=) gie B/, (5)
La energia interna ordinaria (E) es la energia promedio de un conjunto de moléculas. Si
las energias permitidas del sistema completo son E}, Ej,..., Ej, la energia promedio se

escribe como

g LB _ Yoibie BT
Yo Y gieBilkT

En términos de la funcién de particién [Ec. (5)], podemos reescribir la ecuacion anterior,
colocando @ en el denominador de la Ec. (6):

(6)

5= ZQ:‘E:'E_E"/'“T;
Q

entonces,

E= kTi’M. (7)
or
Es decir, obtuvimos una conexién entre la funcién termodindmica E y las funciones de par-
ticién. Siguiendo esta linea de razonamiento, podemos encontrar también las funciones P,
V y S en términos de las funciones de particién. Por ejemplo, una funcién termodindmica
escrita en términos de funciones de particion molar (R en vez de k):

S=?+Ran. (8)

Se ha encontrado que las constantes de equilibrio pueden escribirse en términos de
las funciones de particién de los reactivos y productos. Asi, para el caso general de una
reaccion de intercambio isotopico

aAq + 0By = aAy + bB,, (9)

donde A y B son las substancias involucradas; la constante de equilibrio se puede escribir
€omo

_ (Qa,)*(@B,)° _ (Q2/Q1)4
(Qa)* (@) (Q2/Q1)%°

donde los subindices 1 y 2 se refieren a las moléculas substituidas por los isétopos ligero
y pesado de un elemento, respectivamente.

K

(10)
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Para calcular las constantes de equilibrio en las reacciones de intercambio isotépico,
se necesitan calcular primero las razones de funciones de particién para las substancias
de interés. Mas adelante se escribirdn las expresiones para las funciones de particién (y
razones de funciones de particién) de moléculas diatémicas que se consideran gases ideales,
rotores rigidos, y osciladores arménicos. Se hard posteriormente una generalizacién al caso
poliatémico y, finalmente, se abordaran las complicaciones en el tratamiento de las fases
condensadas.

De la Ec. (3) se sigue que la funcién de particién total para un gas ideal es igual al
producto de las funciones de particién para cada forma de energia [10]:

Qrot = Qur Qrot Qvib- (11)

Ya se conocen las funciones de particién para cada una de estas formas de energia y se
examinaran en los pdrrafos siguientes. A través de aproximaciones adecuadas ser4 posible
aproximar Q2/Q; como una funcién de las frecuencias vibracionales y de la temperatura
unicamente.

6. LA FUNCION DE PARTICION TRASLACIONAL

De acuerdo a los planteamientos bésicos de la mecéanica cudntica, todas las formas de
energia estin cuantizadas, por lo que ésta sélo puede tomar ciertos valores discretos. Se
encuentra que por arriba de los 2 K (275°C) los cuantos de energia traslacional son tan
pequeiios, y los niveles de energia estin tan estrechamente espaciados, que es posible
evaluar como una integral la suma que aparece en la funcién de particién traslacional:

Q= g BT = [Pt gy, (12

donde se estd integrando sobre todo el niimero de niveles de energia (dn) en el intervalo de
energia dE. La energia del movimiento de traslacién de una particula en una caja cibica
de lado a, es para cada grado de libertad,

259
n*h
ELI' - 8ma2| (13)
sin embargo, la longitud de onda es
h2

A= SamaT ~ e (14)

¥
E W
= L neA, (15)

kT ~ 8a2mkT
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por lo que, substituyendo los valores Ey./kT en la funcién de particién (12), se obtiene
para cada grado de libertad

o 1 [ (2rmkT)'/?
Qtr=/0 e "dnzi I=(_1rinh—)a' (16)
Para los tres grados de libertad
2rmkT)3/?
o= Gy, (17)

donde el volumen de la caja es V = a®. Sin embargo, el resultado es valido para un
volumen de cualquier forma. Como lo que interesa es la razén de funciones de particion
traslacionales, se reemplaza m por el peso molecular M, para obtener

(%) _ ("”2)3/2 (18)
Ql tr ‘n{].

Es decir, la traslacién molecular da pie a un fraccionamiento isotépico que sélo depende
de la razén de los pesos moleculares elevada a la potencia 3/2 y no de la temperatura.

7. LA FUNCION DE PARTICION ROTACIONAL
La solucién de la ecuacién de Schrodinger para una molécula diatémica en el modelo que

la considera como un rotor rigido (mancuernas rotando alrededor de su centro de masa),
permite las siguientes energfas [10,11]:

_iG+ DR _ G+ DR (19)

T 8mlur? 2r
donde j es el niimero cudntico rotacional, I el momento de inercia, I = pr?, pes la masa
reducida y r la distancia interatomica.

La funcién de particién rotacional toma en cuenta dos detalles importantes; la degene-
racién de los niveles rotacionales y la simetria de las eigenfunciones moleculares. Ademas,
la energia rotacional se puede distribuir en los dos ejes de rotacién propios de la molécula
diatémica. Las formas de distribuir j cuantos de energfa entre los dos ejes es de 2j +1, ya
que en cada caso hay dos alternativas posibles para cada cuanto agregado, excepto para
j = 0. Por lo tanto, el peso estadistico de un nivel rotacional j, es (27 + 1), y la funcién
de particién rotacional se escribe como

Qrot = Z(QJ + 1)e—j(j+l)h2/21kT! (20)

Para la mayoria de las moléculas diatémicas, exceptuando el caso de los isotopos de hi-
drégeno, el espaciamiento de los niveles de energia es menor que kT, por lo que estos
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pequenos espaciamientos permiten aproximar la suma como una integral que se evalia en
forma cerrada para obtener la funcién de particién cldsica:

00 s o0 1. 21T
Qrot = [ d[](] + 1)]e_J(J+1)C = / dre™ = E = h2 : (21)
0

0

Dependiendo de las propiedades de simetria de las eigenfunciones moleculares, para las
moléculas diatémicas homonucleares (1N 1N, 160 160, . . ) los valores de j permitidos son
o todos pares o todos impares. Para las moléculas diatémicas heteronucleares (14N 15N,
180 180,...) no hay restriccién sobre los valores permitidos de la j. Para poder generalizar
el resultado de la Ec. (21), surge la necesidad de introducir un nimero de simetria o que
puede valer 1 (heteronuclear) o 2 (homonuclear). La Ec. (21) también es vélida para
moléculas poliatémicas lineales; ¢ = 1 si la molécula no tiene un plano de simetria (como
N,0), ¢ = 2 si tiene un plano de simetria (como CO,).
Por otra parte, para una molécula poliatémica no lineal,

8n2(873 ABC)Y/2(kT)3/2
oh3 ;

Qrot = (22)
donde A, B y C son los tres momentos principales de inercia de la molécula. El ndmero de
simetria o es el nimero de maneras diferentes en que puede ser rotada una molécula para
llevarla a una configuracién indistinguible de la original (10]. Como ejemplos tenemos,
para HyO (tridngulo iséceles) o = 2, para NHj (pirdmide triangular regular) o = 3, y
para CHy (tetrahedro) y CgHg (hexdgono regular) o = 12.

Se utilizan las funciones de particién cldsicas para encontrar la razén de las funciones
de particién rotacional. Para moléculas diatémicas,

Q2 _ oy
(a)rot a H‘ (23)

y para moléculas poliatémicas,
(%) _a (A23202) 12 ”
Qi/r 02 \A1BIC)

8. FUNCION DE PARTICION VIBRACIONAL

Partiendo de la Ec. (1), se puede evaluar la funcién de particién de una molécula para
los grados de libertad vibracionales, considerando los niveles de energia de un oscilador
armonico:

Euip = (n+ )hw. (25)

Usualmente las contribuciones vibracionales a bajas temperaturas son muy pequenas, por
lo que esta aproximacién es adecuada. A temperaturas altas las vibraciones reales pueden
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tener una anarmonicidad grande. Sin embargo, para hacer cilculos exactos de la razén
de las funciones de particién isotépicas se deben considerar algunas veces las correcciones
anarmonicas [14].

Debido a que el espaciamiento entre los niveles de energia vibracional son grandes
comparados con kT (la energia térmica total de una molécula), los términos de la suma
de la funcién de particién vibracional no se puede integrar como se hizo en los casos
traslacional y rotacional. Sin embargo, la serie se puede evaluar en forma cerrada para
obtener la expresién exacta:

—En/kT —(n+1)hw/kT i s
Quib=3 e =D ™ = 1 — e—hw/kT"
n n

donde aplicamos la serie 12~ =1+ z +a? + 2% +---.

Si definimos U = %“’T, tendremos para las moléculas diatémicas

e=U/2
Quvib = =7 (26)
Para las moléculas poliatémicas,
-U;/2
e
Quvib = H rp—= (27)

)

Entonces, la razén de las funciones de particién vibracional para moléculas diatémicas es

—U/2 1 _ ~Un
(9_2) TR (28)
diat

Q1 T eU1/21 - U2’

Para moléculas poliatémicas tendremos

Q2 S i .
a poliat - H e—U1i/2 1 — e~ Uz’

donde los is son los indices de la frecuencia para los modos normales de vibracién. Si
una molécula tiene n &tomos, y es lineal, habra (3n — 6) frecuencias, pero si no es lineal,
habra (3n — 5) frecuencias.
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9. CALCULO DE LAS CONSTANTES DE EQUILIBRIO PARA LAS REACCIONES
DE INTERCAMBIO ISOTOPICO

9.1. Gases

Es posible calcular las constantes de equilibrio para las reacciones de intercambio isotépico
a partir de la razén de funciones de particion de las dos substancias que reaccionan. De
acuerdo a la Ec. (10)

_(Q2/Q1)4
= (Q2/Q1)%

Supondremos aqui por simplicidad que en las reacciones de intercambio isotépico sélo
se intercambia un sélo dtomo en la reaccién. De esta forma, el nimero n de 4dtomos
intercambiados no aparecerd en las ecuaciones siguientes. La razén de las funciones de
particion para las energias traslacional, rotacional y vibracional de una molécula diatémica
se escribe como (recordando que Qiot = Qir Qrot Quib)

@ _ (M) quly /21— (30)
(o5 - M, ool e~U1/2 1 — g~ U2’
generalizando para moléculas poliatémicas, tendremos
Q (M AR o1 [ AyBCy V2 o e~Vaif2 ] _ e~V (31)
Q1 \M, oy \A1B,C, L e~Uni/2 1 — ¢~Uni”

Existe un teorema espectroscopico para una molécula diatémica que relaciona pesos
atémicos, momentos de inercia y energia vibracional, conocido como el teorema de Teller-

Redlich:
my\** L (MU (32)
my .[2 M2 Ul ’

Existe una ecuacién similar para el caso de moléculas poliatémicas. Con el uso del teorema
anterior evitamos calcular momentos de inercia y estaremos en la posibilidad de calcular
las razones de funciones de particién con las frecuencias vibracionales tinicamente. Las
razones asi obtenidas son expresiones mds simples que dependen de U, bajo las hipétesis
de que las moléculas son rotores rigidos ideales con vibraciones arménicas. Para moléculas
diatémicas

Q: o1 (m2 32Uy e~ V2/2 1 e~ (33
Q1 - gy \my U1 e~ U1/2 1 — ¢-Uy’ )
para moléculas poliatémicas tendremos
Q2 oy (my 3/23n—6 s e——Uzef? 1— e-—Ul.- (34)
O a oy \\my 7 Uy e7Uii/2 1 — e~ U2i”
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Estas expresiones se utilizaron en los trabajos pioneros para encontrar el fraccionamiento
isotdpico entre moléculas gaseosas simples por Urey [1] y Bigeleisen y Mayer [2]. En par-
ticular, el tratamiento de Bigeleisen y Mayer es ilustrativo desde el punto de vista tedrico
porque muestra las diferentes dependencias de la temperatura del factor de fraccionamien-
to isotdpico. El tratamiento que hace Urey es mds facil de usar para hacer cdlculos y los
resultados son ligeramente mas precisos.

Multiplicando por (mi/m3)3? a las razones sefialadas en (33) y (34), obtenemos las
razones de funciones de particién “reducidas”. Debido a que (m;/m2)%/? es la razén de
funciones de particién para un dtomo que posee movimiento traslacional inicamente, las
funciones de particién reducidas se reconocen como constantes de equilibrio para reacciones
de intercambio entre el compuesto considerado y de los dtomos separados del elemento
isotépico. Es por ello que ahora (Q2/Q1) se referira a la razén de funciones de particion
reducidas.

Para realizar cdlculos con la Ec. (34), Urey (1] definié

Ui+ Uy _ U —Us
= 7 ; b= 5 : (35)
al hacer una expansién en términos de las és obtenidas se tiene
g Uai 2 3
1 =In— In — thz;(coth®x; — 1)6; +---}, 36
n(Q2/Q1) ey Ei oLt Ei:{co zi(coth? z; — 1)6} +---} (36)

en donde se pueden despreciar los términos mayores que 63. La Ec. (36) la utiliz6 Urey
para calcular valores Q2/Q; para un gran nimero de moléculas gaseosas. Las frecuencias
vibracionales fundamentales de las moléculas compuestas del isétopo abundante estan
disponibles en la literatura espectroscépica. En algunos casos, los datos espectroscopicos
estdn disponibles para las moléculas que contienen al isétopo pesado, pero normalmente se
debe calcular el “cambio de frecuencia” debido a la substitucién isotépica. La aproximacién
de oscilador arménico se puede utilizar para calcular este cambio, pero la aproximacién es
burda y se utilizan entonces los modelos de campo de fuerza. En las tabulaciones de las
razones de funciones de particién reducidas que se han calculado, las razones estin dadas
como (Q2/Q1)1/n o como 1/n(ln Q2/Q1), donde n es el nimero de dtomos del elemento
isotépico en el compuesto. El nimero n se introdujo para simplificar el uso de las tablas
que se utilizan al calcular las constantes de equilibrio para las reacciones de intercambio
isotépico, dichas reacciones estdn escritas en la forma acostumbrada, de tal manera que
s6lo un dtomo se intercambid entre las dos substancias.

Los mejores calculos posibles de Q2/Q) para un gran nimero de moléculas gaseosas
fueron publicados por Richet et al. [15] utilizando las frecuencias disponibles mds re-
cientes y tomando en cuenta los desarrollos tedricos modernos incluyendo correcciones
anarménicas, correcciones cudnticas a la funcién de particién rotacional e interacciones
rotacién-vibracién. Estos autores seiialaron que la principal fuente de error al calcular
los factores de fraccionamiento isotépico es la incertidumbre que existe en las constantes
moleculares de vibracién. Errores tan pequeiios como 1 em™! en el cambio de frecuencia
de una vibracién puede llevar a errores en el valor del factor de fraccionamiento a que
sean mayores que los limites de precisién de los andlisis isot6picos modernos.
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9.2. Fases condensadas

La teoria desarrollada para gases perfectos se puede extender a fases condensadas si se
expresa la funcién de particion del liquido o cristal en términos de un conjunto de fre-
cuencias vibracionales correspondientes a sus diferentes modos fundamentales de vibra-
cion.

Los solidos cristalinos se pueden tratar como moléculas gigantes que consisten de N
atomos unidos por fuerzas eldsticas. Como se observé anteriormente, una molécula gaseosa
poliatémica tiene 3N —6 grados de libertad, pero para un sistema donde N sea muy grande,
podemos usar 3N grados vibracionales de libertad y despreciar el 6.

Los primeros modelos de los sélidos cristalinos fueron desarrollados por Einstein y Debye
quienes supusieron que las 3N vibraciones mencionadas vienen de osciladores arménicos
independientes. En el modelo de Einstein se les asigné a todos los osciladores una sola y
misma frecuencia, mientras que en el modelo de Debye se usé un espectro de frecuencias
vibracionales para el cristal. Estos modelos ajustan muy bien con los datos experimentales
para las capacidades calorificas molares. De hecho, para calcular la razén Q2/Q, se utilizan
las funciones de Einstein-Debye que se establecieron a partir de los datos de la capacidad
calorifica. La teoria de las capacidades calorificas de Einstein surge al aplicar la teoria
cudntica a las vibraciones de los dtomos individuales, suponiendo que vibran con una sola
frecuencia v, la capacidad calorifica especifica de un sélido es

z2e®

L et
=M

donde z = hv/kT; h es la constante de Planck y k la constante de Boltzmann.

Los minerales tienen grupos funcionales como COj3, OH, o varios agrupamientos atémi-
cos de Al-O y Si-O, etc., cuyas frecuencias vibracionales “internas” est4n relacionadas a
frecuencias correspondientes en solucién o en el estado gaseoso. Las frecuencias de estos
“modos 6pticos” se pueden medir por espectroscopia éptica convencional (IR, Raman),
pero se pueden calcular también de medidas de espectros mas complicados y de las fun-
ciones de Einstein. Ademas de las vibraciones internas estdn las vibraciones de la red
(libraciones) que surgen de los movimientos del arreglo particular de los 4tomos como un
todo. Esta red o “modos acisticos” se pueden investigar con métodos modernos como los
espectros de fonones y dispersién de neutrones, pero también se pueden calcular de las
funciones de Debye.

Es interesante observar los valores tipicos de las razones de funciones de particién y
considerar las contribuciones relativas de los modos Gpticos y acisticos a la razén de
funciones de particién total de un sélido cristalino. Las razones de las funciones de particién
reducidas para las vibraciones épticas y acisticas del SiOy (cuarzo), CaCOj (calcita), y
UOg3, y las frecuencias observadas o calculadas de las vibraciones 6pticas se observan
en la Tabla I. Para obtener fraccionamientos por mil entre dos substancias de los datos
presentados como estdn en la tabla, se debe restar la razén de funciones de particién de
una substancia de la de otra. Por ejemplo, el fraccionamiento entre cuarzo y calcita a 25°C
es 103.7 — 98.9 = 4.6 partes por mil.

Existen (3N — 3) vibraciones para los modos 6pticos (algunos estan degenerados), don-
de N es el nimero de atomos en la celda unitaria, mientras que para los modos acisti-
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TABLA 1. Frecuencias vibracionales fundamentales y razones de funciones de particién reducidas
calculadas a 25°C para tres diferentes substancias sélidas. Las razones estin expresadas en partes
por mil, como 1/n In(Q2/Q1), donde n es el nimero de dtomos de oxigeno en la celda unitaria de
la substancia cristalina y Q, se refiere a las especies totalmente substituidas, tales como Si'®0a,
etc. Datos tomados de Kawabe [17], O’Neil et al. [18], Hattori y Halas [19].

Substancia @ (cm™1) Optica Acistica Total
Si0, 1085 97.51 6.16 103.67
1080
1162
CaCO3 1070 90.06 8.85 98.91
881
1460
712
U0, 410 71.38 0.16 71.54
575
111

cos hay un espectro continuo de vibraciones que estd distribuido sobre un intervalo que
va desde cero a una frecuencia maxima llamada la frecuencia de corte de Debye. Co-
mo se esperaba, los modos actsticos constituyen un porcentaje relativamente pequeno
de la razén de funciones de particién total: 5.94 para cuarzo, 8.95 para calcita y solo
0.22 por ciento para UOs. Usando el factor del oscilador arménico simple (M3z/M; )3/2
para calcular los cambios de frecuencia para las vibraciones acisticas cuando son re-
lativamente grandes es claramente insatisfactorio. Sin embargo, para 6xidos de atomos
pesados (Fe304, UOg, TiOg, etc.), la incertidumbre en este aspecto del cdlculo es despre-
ciable.

En la Tabla I las frecuencias vibracionales de las tres substancias elegidas disminuyen
en el orden cuarzo > calcita > UO,. Este es el mismo orden de enriquecimiento relativo
de 80 entre estos minerales en el equilibrio. Este “efecto de masa” es valido en general
para conjuntos de minerales relacionados dentro de los vecinos mds préximos donde las
interacciones con el elemento isotGpico son similares (6xidos metdlicos, carbonatos, etc.).
Sin embargo, se puede apreciar de las consideraciones anteriores que el reemplazo de un
4tomo metalico por otro en tal conjunto de minerales afectard las frecuencias vibracionales
de los modos de la red. Si existe un cambio estructural principal en el conjunto que afecte
las interacciones atémicas de un modo significativo, como es el caso de ciertos minerales
de sulfuro [16], la regla del “efecto de masa” no es vélida.

Debido a las dificultades que existen para determinar los factores de fraccionamiento
isotépico entre minerales en el laboratorio, es deseable contar con métodos disponibles y
confiables para calcularlos. En aquellos casos donde se han desarrollado modelos dinamicos
de la red para minerales particulares comunes como cuarzo y calcita, el acuerdo entre
los factores de fraccionamiento calculados y determinados experimentalmente es bastante
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bueno. La principal incertidumbre al calcular los factores de fraccionamiento es estimando
cambios de frecuencia, particularmente para las vibraciones de la red.

Kieffer [20] sugiri6, en su tratado sobre la termodindmica y vibraciones de la red de
minerales, un conjunto de reglas simples para calcular estos cambios de frecuencia para
minerales de silicato. Kieffer aplicé su modelo para estimar las propiedades termodindmi-
cas de minerales a partir de datos de elasticidad, estructurales y espectroscépicos para el
célculo de las razones de funciones de particién isotépicas para los minerales que forman
las rocas comunes.

Este conjunto autoconsistente de factores de fraccionamiento estd en buen acuerdo con
los valores experimentales disponibles y es una contribucién importante para el enten-
dimiento de las propiedades isotépicas de las fases condensadas. El orden del enriqueci-
miento relativo de 20 es semejante al observado en la naturaleza o en experimentos de
laboratorio, pero hay diferencias interesantes que necesitan ser entendidas. Se requieren
las medidas refinadas de las constantes de vibracion de los minerales comunes para aportar
los datos de entrada en el modelo de Kieffer y tales datos estdn cada vez mas disponibles.
Se espera que con esta tendencia, sea muy motivador calcular factores de fraccionamiento
precisos.

10. CONCLUSIONES

Partiendo de los fundamentos teéricos sugeridos por las mecinica cudntica y estadisti-
ca, fue posible explicar algunos de los procesos fisicos del fraccionamiento isotépico. Se
logré encontrar una conexién entre componentes de la energia traslacional, rotacional y
vibracional de las moléculas para sumarlas a través de la funcién de particién. Median-
te la razén de estas funciones de particién se encontré la constante de equilibrio de una
reaccion de intercambio isotdpico. Se halld ademéas que cuando sélo se intercambia un
dtomo en dicha reaccién, la constante de equilibrio es igual al factor de fraccionamiento
isotdpico.

El conocimiento del factor de fraccionamiento isotépico por medios tedricos o experi-
mentales nos permite inferir qué tipo de proceso especifico acompané al fraccionamiento
isotépico entre dos substancias A y B. El fraccionamiento isotdpico en las reacciones
quimicas y en muchos procesos fisicos importantes, ya sean debidos a efectos cinéticos o
en equilibrio, es una funcién de las frecuencias vibracionales de las moléculas o de los cris-
tales. El efecto directo de la masa isotdpica sobre la energia vibracional de los osciladores
moleculares explica algunos aspectos de los efectos isotdpicos.

A partir de los principios de la mecanica estadistica, se dedujeron razones de particién
para gases ideales para predecir la dependencia de la temperatura del fraccionamiento
isotépico entre moléculas de gas ideal. Los resultados de esos cdlculos llevaron a observar
que In a variaba como el cuadrado inverso de la temperatura, cuando T era alta; y como
T inversa para temperaturas bajas.

Los resultados obtenidos teéricamente para el factor de fraccionamiento estdn de acuer-
do con los resultados experimentales. Sin embargo, seria altamente deseable tener métodos
de calcular factores de fraccionamiento confiables para evitar los problemas encontrados
al intentar determinarlos cn el laboratorio.
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