Revista Mezicana de Fisica 42, No. 3 (1996) 376-383

No separabilidad en el argumento de Popper

MAURICIO BELLINI

Departamento de Fisica, Facultad de Ciencias Ezactas y Naturales
Universidad Nacional de Mar del Plata
Funes 3350, (7600) Mar del Plata, Buenos Aires, Argentina

Recibido el 14 de noviembre de 1995; aceptado el 14 de diciembre de 1995

RESUMEN. Se estudia el argumento de Popper, mostrando que éste poseia ya los ingredientes
principales que tiempo después pondria de manifiesto el argumento de Einstein, Podolsky y Rosen
(EPR).

ABSTRACT. The argument of Popper is studied, showing that it already possessed the principal
ingredients that, some time later, would be put in evidence by the argument of Einstein, Podolsky
and Rosen (EPR).

PACS: 03.65.Bz

1. INTRODUCCION

Einstein nunca quedé satisfecho con la mecdnica cudntica. En un principio (a partir de
1927) traté de demostrar que ésta no era correcta, utilizando experimentos mentales (o
ideales) para mostrar su invalidez. Para ello atacé el principio de incertidumbre de Hei-
senberg, que era lo que mas perturbaba su idea determinista del mundo, puesto que de
ninguna manera estaba dispuesto a renunciar a esta concepcién del Universo. El creia que
cada acontecimiento (o evento) era consecuencia de una causa determinada y determina-
ble, y no queria concebir la idea de que existiera una cierta probabilidad de ocurrencia de
un evento dado. Luego de varios fracasos en su intento, cambid de estrategia y se propuso
demostrar que la mecdnica cudntica era una teoria incompleta, o sea, que el hecho de
asignar una cierta probabilidad de ocurrencia a un evento determinado era consecuencia
de su incompletitud. En 1935 escribié un articulo junto con Podolsky y Rosen [1], que fue
decisivo para el desarrollo ulterior del debate cudntico. Este articulo es de una coheren-
cia légica irreprochable. En él, Einstein, junto a sus colaboradores, demostraron que la
mecénica cudntica es una teoria que describe en forma incompleta la realidad fisica. A ese
trabajo normalmente se le conoce como argumento o paradoja de EPR.

En 1964 J.S. Bell escribié un articulo que se publicaria hasta 1966 [2]. Hasta ese mo-
mento el argumento de EPR era sélo discutible bajo consideraciones filoséficas y su in-
terés estaba nicamente reservado para unos pocos fisicos que trataban de interpretar la
mecanica cudntica de una manera satisfactoria. El trabajo de Bell abrié un nuevo y apa-
sionante campo de investigacién, tanto tedrico como experimental, ya que expresaba las
diferencias filoséficas de Einstein y Bohr en forma de una desigualdad (“desigualdades de
Bell”), posibilitando de este modo la contrastacién experimental. A partir de ese momento
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FIGURA 1. Representacién gréfica del argumento de Popper (los detectores han sido reemplazados
por una pantalla para cada rendija).

se realizaron numerosos experimentos [5-11] en los que se observé que el principio de lo-
calidad de Einstein era insostenible en ciertos sistemas cudnticos, al menos en la forma en
que fuera enunciado originalmente.

En este trabajo se desarrolla el argumento propuesto por K.R. Popper [3] en el afio 1934.
Este, aunque en principio es erréneo, tuvo la virtud de que introdujo a Einstein en esta linea
de pensamiento [1]. Las meditaciones de Albert Einstein acerca de este tema concluirian
en el trabajo publicado junto a Podolsky y Rosen. Una formalizacién del argumento de
Popper muestra cémo, luego de corregir algtin error, presenta los ingredientes esenciales
que posee el sistema fisico utilizado por EPR en su trabajo, esto es, la no separabilidad
de ciertos sistemas cudnticos correlacionados. Esta no separabilidad puede ser estudiada
utilizando la funcién de covariancia cudntica (FCC).

En la siguiente seccién se introduce el argumento de Popper tal como fue enunciado
originalmente, para luego en las secciones siguientes, formalizarlo y demostrar mediante
la FCC [12] que consiste en un sistema fisico no separable.

2. EL ARGUMENTO DE POPPER

La versién original de este argumento dice asi: se tiene un sistema S (puede ser positronio)
desde el cual se emiten, en direcciones opuestas, pares de particulas que han interactuado.
Consideremos a estas particulas moviéndose hacia dos ranuras A y B. Estas tendrén un
ancho ajustable AR4 y ARpg, respectivamente. Mas alld de las ranuras, a los lados, hay
contadores colocados en semicirculo (véase Fig. 1).

Se supondrd que las intensidades de los haces son muy bajas, de modo que el tiempo
medio entre emisiones sucesivas de pares sea mucho mayor que el tiempo transcurrido
desde la emisién del par hasta ser detectado por los contadores. Estos contadores son de
coincidencia, es decir, sélo cuentan particulas que han pasado al mismo tiempo por A y
B. Con esto es casi seguro que sélo se detectaran las particulas que han interactuado. En
la medida en que las rendijas A y B se hagan mds angostas, las incertidumbres en la po-
sicién de ambas particulas sobre las rendijas (AX y AY') disminuirdn, debiendo aumentar
las incertidumbres de los momentos (AP, y AP,), para que se cumpla el principio de
incertidumbre de Heisenberg.
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Supongamos que ahora que hacemos muy angosta la ranura A y muy ancha la ranura
B; es decir que AR4 < ARp (recordar que AR 4 es el ancho de la rendija A y ARp el de
la rendija B). Las incertidumbres en las posiciones estardn asociadas a las incertidumbres
de las cantidades de movimiento AP, y AP, para las particulas que pasan por las rendijas
A y B, respectivamente. Debido al principio de incertidumbre se debe cumplir que

ARAAP,>h y ARgAP,>h. (1)

Segin Popper, al medir la posicion de la particula que pasa por A con precision ARy,
debido a que la posicién del centro de masa del sistema en la direccién vertical dada por
ry = %(X +Y) ya se conoce (X es la posicion de la particula que para por AeY la
de la que pasa por B), existe una propagacion de error sobre la posiciéon de la particula
que pasa por B y el desconocimiento de ésta (AY’) serd el mismo que el de la posicion de
la particula que pasa por A(AR,), esto es: ARy = AY. Esto sucede a pasar de que la
rendija B es mucho mds ancha que la rendija A(AR4 < ARp). Si Popper estuviera en lo
cierto el producto de las incertidumbres de posicion y momento de la particula que pasa
por B estaria dado por

AY AP, = AR, AP, < ARg AP, = 1, (2)

lo cual violaria el principio de incertidumbre dado por Heisenberg.

Segiin Popper [3], para que esto no suceda, debe aumentar la dispersién (incertidumbre)
del momento de la particula que pasa por B(AP,), lo que seria observable experimental-
mente. Este hecho implicaria una accién a distancia que estaria contradiciendo el principio
de localidad dado por Einstein [3] en el afio 1948.

3. FUNCION DE COVARIANCIA CUANTICA Y NO SEPARABILIDAD

En lo que sigue se utilizard como herramienta a la FCC para establecer la separabilidad o
no de un sistema cudntico. En particular estudiaremos qué sucede con los sistemas descritos
por funciones de estado factorizables, no factorizables, y con el estado que describe el
argumento enunciado por Popper.

3.1. Principio de separabilidad

A continuacién presentaremos una forma simple y clara del principio de separabilidad que
facilita el formalismo sin perder generalidad [4].

Sea S un sistema fisico (cuéntico o cldsico) descrito en forma completa por un estado
¥ (€ H si es un sistema cudntico y € ® = espacio de fase, si es un sistema clasico),
tal que S = S;“ + "S5, se descompone en dos sistemas separados por una distancia que
puede hacerse mayor que sus propias extensiones. S; y Sz pueden haber interactuado,
es decir que sus estados pueden estar correlacionados. Sea A un observable de S con
posibles autovalores ag, (k = 1...N) y B un observable de S con posibles autovalores
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be (k = 1N). Definimos (A = ag|t)) = (ax|t) como la probabilidad de medir ai en S; y,
similarmente, (b,|¢’) como la probabilidad de medir b, en Ss.

Sea (A = ag|y, B = b,) = (ax|¥,b,) la probabilidad condicional de medir ax en Sj,
habiendo medido b,, en S,.

Definicion de separabilidad: Se dice que el sistema S, descrito por 1, es separable si la
distancia D(S), S;) puede hacerse suficientemente grande para que se cumpla

(akl¥) = (akl, bn), (3)

para A y B observables de S) y S», respectivamente.
Sean dos operadores A = A®1, B=1@By AB = A ® B. la covariancia cuéntica
entre ellos T'(A4, B|y), para un estado

Y =7 Cij(vi ®¢;), (4)
ij
T(A, Bly) = (AB) — (A)(B). (5)

En este trabajo requeriremos que la FCC sea nula [4], para que la funcién de estado del
sistema describa un sistema cudntico separable.

3.2. FCC para estados no factorizables

Seguidamente se consideran los valores esperados de los operadores A, B y AB para
estados no factorizables:

(‘&> = (1/)3 “i"/}) = Zarlcrslz’ (6)
(B) = (y; By) = Zb [ (7)
(AB) = (¥; ABY) = Y a,bs|Cr 2. (8)

Luego, la FCC entre los observables A y B estara dada por

T(_/'i, BW) = Zarbs (lcrs[2 - Z IC,-,'|2 ICJ'5|2) # 0. (9)
TS 1,j

Esto significa que un estado no factorizable describird un sistema fisico no separable siem-
pre que se cumpla la condicién

|Ceal® = Y ICHP|Csf® # 0. (10)

1]
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3.8. FCC para estados factorizables

Si un estado es factorizable, es decir, si se puede escribir como

P =3 Cij(pi ®¢;) = Y aiBj(pi ® ¢5), (11)
i

LJ
y, teniendo en cuenta las ecuaciones de autovalores
Ape =arpr,  Bér = bi ¢, (12)

los valores esperados (4), (B) y (AB), serén

(fb = Zaf‘lcr-!iz = Zar|0zr|2, (13)
(B) =Y B|Cu* =Y hlfl, (14)

(;’Eé) = Zarbs|crs|2 = (Z arlar|2) (Z bslﬁsP) 1 (15)

y la FCC nos dard
T(A, Bly)) = 0. (16)

Luego, los estados factorizables siempre describirdn sistemas fisicos separables. En conse-
cuencia los sistemas descritos por un estado v factorizable son separables. Sin embargo,
que un sistema fisico sea separable no necesariamente implica que esté descrito por esta-
dos factorizables; un sistema fisico puede ser separable y estar descrito por un estado no
factorizable.

4. FORMALIZACION DEL ARGUMENTO DE POPPER

Karl Popper se retracté de su argumento cuando se dio cuenta de su error [3]. Habia
supuesto que las incertidumbres de las posiciones de ambas particulas estaban dadas por
el ancho de la rendija més angosta (dado por ARy4), debido a la no separabilidad del
sistema. Si bien es cierto que el sistema es no separable y que las incertidumbres de sus
posiciones (AX y AY) son iguales, sus magnitudes no corresponden al ancho de la rendija
A, esto es: AX =AY = ARa.

Formalizacién: Sea {1z} la base de un espacio de Hilbert H) para una particula, y {¢y}
la base en el espacio Hs para la otra, correspondientes a los operadores de posiciéon X e Y
de las particulas 1 y 2, respectivamente. {1} serd la base en H = H, @ H3. El operador
posicién del centro de masa del sistema en la direccion vertical serd r, = %(X ®1+1®Y).
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Se prepara el sistema de modo que la posicion vertical del centro de masa 7, y el
momento lineal horizontal Py, sean nulos, (r, = 0, Py = 0). Esto es posible debido a que
r, ¥ Py conmutan. Sobre las rendijas A y B, dispuestas en forma simétrica, sélo interesan
las posiciones X e Y en la direccion vertical.

El estado del sistema estd dado por

= me W F e,
=4 T |y vy (ow @ 9, (17)

donde y¥(z',y’) son los coeficientes de Fourier dados por (¢r;9) = (¢ @ ¢y;9), y los
operadores r, y Py satisfacen las siguientes ecuaciones de autovalores:

ro ety = 3(X' + YY) =0, (18)
Puy(a',y') = 0. (19)

De la Ec. (18), se obtiene
Y(@',y') = e e (2! + ), (20)

donde para facilitar el cdlculo se suponen “rendijas gaussianas” cuya transparencia estd
dada por sendas distribuciones gaussianas con anchos efectivos 72; y 723, para las rendijas

Ay B, respectivamente. Luego, la funcién de estado estard dada por la expresién

oo )
1/) = Nf da:’/ dy' g2 : e_ﬁy ’ 6(1" & y’) ((101' ® ¢y' )1 (21)
—oo -0

wlls sz Wil b _
(Vs =N 1/2(a+ﬁ) =1 (22)

donde (¢_y ® @yr; p_y» ® pyn) = 8(y" — y'). Por lo tanto, la constante de normalizacién
N vendré dada por

a la que podemos normalizar

N = ("’(—““L—m)l/q. (23)

™

La incertidumbre en la posicién de una de las particulas sobre la rendija B sera

AYY,y) = (¥?) —(Y)?, (24)
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donde

(Y) = (¥ Yy)

N [T 4 e @AW (4, @ pui);
| = y ‘P:‘ ¢y')a
e no—az [ —By'"? " "
Y] dz" e f dy’ e é(z" +y )(‘Pr”®¢y“)> =0. (25)
—00 —00

Por lo tanto, A%(Y,) = (Y'?), esto es,

NT(3) 1
P+ AP ~ Kath) %)

A%(Y,9) = (y; YY) =

Anélogamente se puede calcular A%(X,v) = (X?) = ﬂalTﬁT

Esto implica que es erroneo suponer que la incertidumbre en la posicién de la particula
que pasa por B estd dada solamente por el ancho de la rendija A (AR4 = %) Si esto
fuera asi la incertidumbre en la posicién Y no dependeria del parametro 3. Seguidamente
se mostrard que, aunque las incertidumbres en las posiciones de ambas particulas no estian
dadas por el ancho de la rendija mds pequeiia (rendija A), el sistema fisico descrito por el
estado ¥ no es separable. Para ello utilizaremos la funcion de covariancia cuantica. Esta

tultima, calculada entre los observables X e Y, estd dada por

Il

T(X,Y|y) = (XY) - (X)NY)

1

BRI i

que es distinta de cero para a y J finitos. Por lo tanto, el sistema es no separable.

5. CONCLUSIONES

Debido a la evidencia experimental acumulada durante los anos setenta y ochenta, la
caracteristica de la no separabilidad de ciertos sistemas cudnticos se presenta como una de
las més prometedoras lineas de investigacién en este tipo de sistemas. Sin embargo, todas
estas contrastaciones experimentales se han llevado a cabo midiendo correlaciones de espin.
Esto es, e realizaron experiencias para contrastar sistemas del tipo de la reformulacién
de Bohm del argumento de EPR con las desigualdades de Bell. EI argumento de Popper
tiene la virtud de que brinda una version contrastable experimentalmente del argumento de
EPR donde se puede verificar si hay correlacion entre las incertidumbres en las posiciones
en ambas rendijas.
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Utilizando la FCC se observa que el sistema propuesto en el argumento de Popper es
no separable, hecho que se debe a la correlacién entre posiciones de las particulas que se
dirigen hacia ambas rendijas, dada por la preparacién del sistema, lo cual se manifiesta
en que la FCC depende de a y A. El error cometido por Popper en su argumento consiste
en suponer que las incertidumbres en las posiciones de las particulas estdn dadas por el
ancho de la rendija més pequefia. Si esto fuera cierto, ambas incertidumbres habrian sido
independientes de 3 (recordar que B es la rendija mas grande y que ARg = 2/\/B). Esto
no sucede, y por lo tanto invalida las conclusiones de K. Popper.
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