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RESUMEN. Por medio de métodos geométricos y analiticos se encuentra el pardmetro de impacto
del choque de dos esferas elésticas, sin rotacién, en colisién de carambola con una tercera esfera;
esto es, el de una esfera que, sin girar, choca eldsticamente en sucesién con otras dos esferas. La
solucién, en forma de grificas y de funciones analiticas, se expresa en términos de la distancia
entre las esferas que participan en la primera colisién y de los 4ngulos del tridngulo con vértices
en los centros de las esferas. Se presenta también un método geométrico simple para determinar
el pardmetro de carambola en colisiones centro-a-centro y rasantes sobre la tercera esfera y el
didmetro transversal de colisién de carambola. Los resultados se aplican a colisiones de carambola
entre bolas de billar. Se presentan programas en el lenguaje de “Mathematica” para calcular y
graficar estos resultados.

ABSTRACT. The problem of finding the impact parameter for the collision between two non-
rotating elastic spheres in a cannon shot collision with a third sphere —i.e., a non-rotating sphere
colliding elastically in succession with two other spheres— is solved by simple geometric and analy-
tical methods. The solution, given in the form of graphs and of analytical functions, is expressed in
terms of the distance between the first two colliding spheres and of the angles of the triangle with
vertices in the centers of the spheres. A simple geometrical method for calculating the transverse
diameter for a cannon shot collision is also shown. The results are applied to cannon shot collisions
of billiard balls. Programs in the “Mathematica” language for calculating and plotting these results
are given.

PACS: 01.50 Kw

1. INTRODUCCION

En un articulo anterior [1] se presenté un método geométrico para encontrar los impetus
resultantes de la colisién de dos esferas eldsticas, sin rotacién, y diagramas simples para
determinar el pardmetro de impacto de la colisién a partir del impetu final de la esfera
proyectil.

En este trabajo se emplean los resultados de ese articulo para encontrar los pardmetros
de impacto de la colisién eldstica de carambola de una esfera con otras dos; esto es, los
parametros de impacto de las colisiones eldsticas sucesivas de una esfera con otras dos.
Las esferas se suponen en movimiento traslacional sin rotacién en todo el trabajo. Los
resultados se ilustran, discuten y aplican tomando como modelo el juego de carambolas
con bolas de billar con el movimiento aproximadamente traslacional puro que se consigue
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impulsédndolas apropiadamente, o con sélo una rotacién moderada sobre un eje horizontal
resultante de la friccién con la mesa.! Esta rotacién no afecta mucho las trayectorias y los
4ngulos resultantes de una colisién sobre el plano horizontal de la mesa de billar.

Los diagramas de la Ref. [1] dan la magnitud p del impetu final del proyectil y el dngulo
¥ que forma con la direccién de su impetu inicial en términos del pardmetro de impacto
p = b/D, donde D es el didmetro promedio de las esferas y b la distancia entre los centros
perpendicular a la linea de tiro. La Fig. 1a es el diagrama para esferas iguales como son las
bolas de billar. Supondremos que la esfera proyectil se encuentra inicialmente en reposo,
por lo que su fmpetu inicial tiene la misma direccién que la del cuerpo que la impulsa. En
el juego del billar, esa direccién es la del “taco” con que se impulsa a la bola proyectil y
la llamaremos linea de tiro (Fig. 1b).

El diagrama de la Fig. 1a, en general, no puede emplearse directamente para determinar
el pardmetro de impacto de la colisién de carambola de tres bolas de billar, como la ilus-
trada en la Fig. 1b, porque al no conocerse ese pardmetro no se puede conocer la direccién
de la linea de tiro ni el d4ngulo de desviacién ¥ necesario para que ocurra la carambola.
Seria asi necesario buscar por tanteo distintas direcciones de tiro y los correspondientes
pardmetros de impacto hasta encontrar la direccién para la que se cumple la relacién

p = cos . (1)

El diagrama de la Fig. 1 se puede utilizar directamente sélo si la bola proyectil estd muy
lejos de la bola blanco; esto es, si d > D. En estas condiciones las lineas de tiro y de centros
de esas dos bolas son pricticamente paralelas. El 4ngulo entre ellas,

x = Arcsen(b/d),

es practicamente igual a cero y el pardmetro de impacto necesario para desviar el proyectil
al dngulo 1 se obtiene directamente del diagrama de la Fig. 1a o de la ecuacién p = cos 9.

En el juego de billar, sin embargo, esto es poco frecuente. Las bolas, en general, se
encuentran a distancias comparables con los didmetros de las esferas, la linea de tiro
no puede considerarse paralela a la de los centros y, como se dijo antes, se desconoce el
dngulo z que debe formar la linea de tiro con la de centros para chocar con el pardmetro de
impacto p que se requiere para desviar la bola proyectil al 4ngulo ¥ y hacer la carambola
(Fig. 2). Se desconoce también el punto de contacto de las esferas en la primera colisién y
por lo tanto el propio dngulo ¥ que determina el valor de p. En general resultarfa mucho
mds 1til una férmula, o un diagrama, referido a lineas conocidas de antemano como son
las que pasan por los centros de las bolas.

En este trabajo se determina el pardmetro de impacto p de las esferas en la primera
colisién de una carambola de tres esferas eldsticas iguales, con centros en los vértices de
un tridngulo de dimensiones comparables al didmetro de las esferas, en términos de la

! El movimiento traslacional con rotacién sélo sobre un eje horizontal se consigue conservando
el taco al golpear en un plano vertical que pase por el centro de la bola proyectil.
El movimiento traslacional sin rotacién se consigue conservando el taco sobre ese plano, hori-
zontal y golpeando la bola proyectil abajo del centro. La rotacién inversa sobre un eje horizontal
que asi resulta tiende a cancelar la debida a la friccién con la mesa.
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FIGURA 1. Diagrama de impetu final del proyectil en un choque elastico entre esferas rigidas de
masas iguales. p es el pardmetro de impacto de la colisién.

distancia d entre las esferas de la primera colisién y de dos 4ngulos, a y 3, de ese tridngulo
(Fig. 2). El 4ngulo z de la linea de tiro y la de los centros en la primera colision se puede
determinar facilmente con los valores de p y de d. Se encuentran también los pardmetros de
carambola en trayectorias rasantes, que apenas rozan, a la tercera bola. De estos tltimos
pardmetros se obtiene el diametro transversal, analogo unidimensional de la seccién eficaz,
de colisién de carambola.

2. SOLUCION ANALITICA

La Fig. 2 muestra la posicién inicial de las bolas asi como la posicion de la bola proyectil al
hacer contacto con la bola blanco en la primera colisién. También muestra las lineas de los
centros A, B y C en sus posiciones iniciales, las lineas de centros desde el centro F de la
bola proyectil al hacer la primera colisién, y la linea de tiro AF. Los angulos interiores de
los diversos tridngulos que forman estas lineas sobre cada centro, todos ellos determinados
por propiedades sencillas de los tridngulos, se muestran en el recuadro adjunto a esa
figura.
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FIGURA 2. Arreglo de bolas de billar para estudiar colisiones el4sticas de carambola. El proyectil
es la bola blanca, el blanco en la primera colisién es la bola “negra” y la tercera bola, sobre la
que se hace la segunda colisién, es la bola “roja”. Las distancias entre las bolas se expresan en
didmetros de bola D.

Expresamos la distancia original d entre los centros de las bolas proyectil y blanco
(Fig. 2), asi como la distancia b del centro de la bola blanco a la linea de tiro, en términos
del didmetro D de las esferas; esto es, escribimos

BG = b=pD; (2)

n es el pardmetro de distancia proyectil-blanco y p es el pardmetro de impacto de la
primera colision.

De estas expresiones y del tridngulo rectdngulo BG A se obtiene para el angulo de tiro
z la expresién

BG

BA

= b/d

= p/n. 3)

senxr =

Usando ahora el teorema de los senos en el tridngulo BCF y con BF =D y /FBC =
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LFBG + [GBC = m/2 — (B — ¢ — ) se tiene

D _ FC @)
sen(B—9—1z) cos(B—¢—z)
El mismo teorema en el tridngulo AFC da
AF_FC )
sen(d —a+z) sen(a—z)’
y dividiendo la Ec. (4) entre la (5) se obtiene
sen(d —a+z) AF sen(a—z) (6)
sen(3—9—xz) D cos(B—¢—2z)
De los tridngulos rectdngulos ABG y FBG se obtiene ahora
AF = AG - FG
= /(4B? - BG?) - \/(BF? - BG?)
= /(@ - b?) - /(D? - 1),
que con d = nD y b = pD de las Ecs. (2), se escribe
AF = D{y/(n® - p?) - (1 = p")}.
Sustituyendo en la Ec. (6) se obtiene
sen(d —a+z) s o [ sen(f -8 —ax)
sen(a—z) {\/(n P’) ki =B )}cos(ﬁ —-¢—z) @

Esta es una relacién puramente geométrica entre los elementos de los tridngulos de la
Fig. 2. Para que la bola proyectil rebote en la direcciéon FC y choque centro-a-centro
con la tercera bola es necesario que el parimetro de impacto tenga precisamente el valor
p = cos@ [Ec. (1)]. Pero, por otra parte, de la Fig. 2 y de su recuadro se encuentra que
p = pD/D = BG/BF = cos ¢. Comparando con el valor anterior se concluye ahora que
la condicién para que la bola proyectil se desvie al rebotar a un éngulo 9 con la linea de
tiro y por lo tanto que choque centro-a-centro con la tercera bola es ¢ = 9. Esta condicién
equivale a que BF sea perpendicular a FC; o sea, LBCF = w/24+60—¢=m/2.

Sustituyendo ¢ = ¥ en la Ec. (7) se tiene la ecuacién de carambola centro-a-centro
sobre la tercera bola:

sen(d —a+z)cos(f—0—x) = {\/(nz -p?) - \/(1 —pg)}sen(a —z)sen(f — ¥ — x).
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Desarrollando las funciones trigonométricas de esta ecuacién en términos de las funcio-
nes de los 4ngulos a, 3, 9 y z, sustituyendo los valores de cos? = p, senx = p/n de las

Ecs. (1) y (3), los de send = /(1 — p?) y cosz = /(n? — p?)/n que de éstos se obtienen
y con un trabajo algebraico y trigonométrico pesado? se obtiene finalmente

p{y/(7% = ) — (L - )} sen B — {52 + in? — p)(1 — pP) cos p = EHL—2) g

Resolviendo esta ecuacién para p se obtendria el pardmetro de impacto p = b/D en
términos del pardmetro de distancia n = d/D y de los dngulos a@ y 3 que definen la
posicién de la tercera bola respecto a las otras dos. La carambola se tiraria simplemente
apuntando desde la bola proyectil a la bola blanco orientando la linea de tiro hasta verla
con el pardmetro de impacto obtenido de la solucién de esa ecuacién. También se podria
orientar la linea de tiro con el d4ngulo z obtenido de senz = p/n [Ec. (3)]. Pero resolver
la Ec. (8) para p no es facil. Resulta mas sencillo resolverla para n en términos de «, 3
y p. El valor de p para distintos valores de a, 8 y n se puede obtener mas ficilmente de
grificas de n contra p para distintos valores de a y .

Resolviendo la Ec. (8) para n se obtiene,

sen(f — a) 2
sen asen( — cos~! p)

= \/p'~’ + [pcot(ﬁ —cos~1p)+ (9)

De esta ecuacidn se ve inmediatamente que n = oo si 3 —cos™! p = 0. O, inversamente,
p = cosf3 resuelve la ecuacién si n = oo. Este valor del pardmetro de impacto, que
llamamos po, es el necesario para tirar la carambola cuando la bola proyectil se encuentra
muy lejos de la bola blanco. Es independiente del d4ngulo a y es el que se obtendria
directamente de la grafica de la Fig. 1.

Este resultado se obtiene también de la Fig. 2 imaginando que el tridngulo con vértices
en los centros de las tres bolas cambia de dimensiones conservando los mismos valores de
sus dngulos interiores. El 4ngulo x se reduce hacia cero, el angulo ¥ — 3 y el pardmetro
de impacto de carambola p — po, = cos 3 si las dimensiones del tridngulo se hacen muy
grandes; esto es, si n — oo.

Si, por el contrario, las dimensiones del tridngulo se reducen, se llega al caso extremo
mostrado en la Fig. 3 en que la bola proyectil apenas roza a la bola blanco y sigue sin
desviarse a lo largo del lado AC hasta chocar con la tercera bola y hacer la carambola.
En estas condiciones p = 1y n = 1/sen a. Este resultado, desde luego, también se obtiene
sustituyendo p = 1 en la Ec. (8).

Para tridngulos con los mismos dngulos internos y de tamafios intermedios entre estos
dos; o sea, para valores de n entre 1/ sen a e 0o, el valor del pardmetro de impacto de caram-
bola se encuentra entre 1 y po,. Esto es, si 1/sena < n <o se tiene 1 > P 2 Poo = cos f.

La Fig. 4 es la gréfica de n(p) contra p para los valores a = 30° y 3 = 60°. La curva
tiene dos ramas, una para p > po y la otra para p < peo. Esto pareceria indicar que

% Los célculos detallados para pasar de la Ec. ( 7) a la Ec. (8) se pueden conseguir solicitdndolos
por escrito al autor.
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FIGURA 3. Distancia minima entre proyectil y blanco para lograr una carambola “centro-a-centro”.
El pardmetro de impacto en la primera colisién es p = 1.

existen dos parametros de impacto de carambola para cada valor finito de n(p); o sea, dos
posibilidades de tiro de la carambola. En realidad sélo la rama de la derecha corresponde a
carambolas reales. La rama de la izquierda corresponde a carambolas ficticias entre bolas
penetrables.

La rama a la derecha de poo = c0s60° = 0.5 da los valores del parametro de impacto
de carambola entre 0.5 y 1 correspondientes a distancias proyectil blanco entre n = oo y
la distancia minima proyectil-blanco para carambola, que es 1/sen 30° = 2 y corresponde
al pardmetro de impacto p =1 con la bola blanco. Con este valor el proyectil apenas roza
el blanco (Fig. 3).

La rama a la izquierda de po daria valores del parametro de impacto de carambola entre
0.5 y 0. El valor 0.5 corresponde, como en la otra rama, al valor n = oo. El valor de n que
corresponde a p = 0, obtenido haciendo p = 0 en la Ec. (9), es n = /[1 — cot atan BJ*, que
para este ejemplo, @ = 30° y 8 = 60°, tiene también el valor n(p = 0) = 2. Las colisiones
que describe esta rama de la curva no son reales. Las condiciones angulares se satisfacen
con la bola proyectil en contacto con la mitad més lejana de la bola blanco, como lo
muestra el diagrama en esta parte de la grafica. Corresponderia a una bola proyectil que
pasara a través de la bola blanco y “chocara” con ella inmediatamente al salir.

3. SOLUCION GEOMETRICA

El parametro de impacto de carambola se puede encontrar también por un método geomé-
trico sencillo basado en el hecho de que en la colision elastica de dos cuerpos sélo la
componente del impetu total normal a la superficie del contacto es efectiva en trasmitir
impetu [1]. Si los cuerpos en colisién son esferas, esta direccién coincide con la linea que
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FIGURA 4. Gréfica de la distancia proyectil-blanco, n(p), contra pardmetro de impacto de caram-
bola para los 4ngulos mostrados. Sélo la rama de la derecha corresponde a colisiones reales entre
bolas impenetrables.

pasa por sus centros por lo que ésta seria la direccién del impetu final de una esfera blanco
que estuviera en reposo antes del choque. Si ademds las esferas son iguales, la direccién
del impetu final del proyectil es perpendicular a la del impetu del blanco; por lo que esta
direccién es la de la tangente a las esferas en el punto de contacto.

En la Fig. 5 se muestran las esferas con sus centros en M , N y P antes del choque. La
esfera con centro en M, la bola blanca, es el proyectil y la esfera con centro en NV, la bola
negra, es el blanco. La tercera bola, con centro en P, es la bola ro ja. Las tres bolas tienen
el mismo didmetro D.

Al momento del choque con la bola blanco el centro de la bola proyectil se localiza a
una distancia de dos radios, o sea un didmetro de bola D, del centro de la esfera blanco.
Es decir, en este momento el centro de la bola proyectil se encuentra en algin punto Q de
un circulo de radio D concéntrico con la bola blanco al que llamaremos circulo de centros.

Después del choque la bola blanco se mueve a lo largo de la linea QN que pasa por
los centros al momento del choque (Fig. 5). Por ser iguales las bolas, la bola proyectil,
después de chocar, se mueve perpendicularmente al movimiento de la bola blanco. Esto
es, la bola proyectil se mueve sobre la perpendicular al radio QN, que es la direccién de
la tangente al circulo de radio D por el punto Q. Si esta linea pasa por el centro P de la
tercera bola, ocurre una carambola centro-a-centro.

Razonando ahora inversamente se deduce que si para empezar se conocen las posiciones
M, N y P de los centros de las esferas, el problema de determinar el angulo de tiro z
para carambola se resuelve simplemente trazando la tangente P(Q desde el centro de la
tercera bola al circulo de centros trazado sobre N. La linea de tiro es la recta M@ que
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FIGURA 5. Método geométrico para encontrar el 4ngulo de tiro z y el pardmetro de impacto de
carambola centro-a-centro p;. La recta PQ es tangente al circulo de centros de radio D centrado
en el blanco. Las bolas “se ven” a lo largo de la linea de tiro con ese pardmetro como se muestra
en la figura de abajo.

pasa por el centro de la bola proyectil y por el punto de tangencia Q. El dngulo de tiro es
= /(NMQ.

El punto de tangencia @ es una de las dos intersecciones Q y Q' del circulo de didmetro
PN centrado en C1, con el circulo de centros sobre N. La recta PQ, perpendicular al
radio NQ porque el dngulo inscrito NQP subtiende media circunferencia, es tangente al
circulo de centros sobre N en el punto de interseccion Q.

El parametro de impacto de carambola se obtiene de la distancia b = NR desde el
centro del blanco a la linea de tiro MQ. La linea de distancia NR, por ser perpendicular
a MR, se puede obtener de la interseccién R de la recta MQ con el circulo de didmetro
MN vy centro C2. El dngulo NRM inscrito en este circulo es recto porque subtiende media
circunferencia. El pardmetro p se obtiene de dividir la longitud b de N R entre D; esto es, de
p= NR/D = b/D. Esto se puede hacer directamente sobre la Fig. 5 trazando el tridngulo
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FIGURA 6. Método geométrico para encontrar los pardmetros de impacto de carambola rasante por
abajo, pg, y rasante por arriba, p,. Las rectas EE' e II’ son las tangentes exterior e interior a los
circulos de centros sobre la bola blanco y la tercera bola respectivamente. El didmetro transversal
de colisién es Ab.

NST semejante al NQR y con lados reducidos en proporcién de 1/D. La longitud NT
da directamente el valor = 0.8 del pardmetro de impacto de carambola. En la figura esta
construccién se hizo trazando primero un circulo unitario sobre N y después la recta ST
paralela a QR por el punto de interseccién del circulo unitario con la hipotenusa NQ, de
longitud D, del tridngulo rectdngulo NRQ. A la escala de la figura las esferas tienen el
didmetro D = 6 cm de las bolas de billar. Con p = 0.8 y mirando a lo largo de la linea de
tiro las bolas se verian como se muestra al pie de la Fig. 5.

4. LONGITUD TRANSVERSAL DE CARAMBOLA

En las Figs. 2 y 5 la condicién para que ocurra una carambola es que la direccién de
movimiento de la bola blanco pase por el centro de la tercera bola. Esta condicién es
demasiado estricta. La carambola ocurre también si la direccién de movimiento es tal
que la bola proyectil, después de chocar con la bola blanco, pasa rozando a la tercera
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bola por arriba o por abajo, como se muestra en la Fig. 6 con las trayectorias MII' y
MEE'". O si sigue cualquier trayectoria intermedia entre esas dos. Existe pues no sélo un
pardmetro de impacto de carambola sino un intervalo de valores Ap comprendidos entre los
correspondientes a que pase rozando a la tercera bola. Si suponemos que al tirar todos los
valores del pardmetro de impacto entre el minimo posible, pyin = 0, y el maximo posible,
Pmax = 1, son igualmente probables, la probabilidad de lograr un tiro de carambola es
igual a Ap/(Pmax — Pmin) = Ap.

El grado de dificultad de la carambola se puede también estimar por la longitud, o
didmetro transversal, Ab, que cubre el intervalo de valores Ap del pardmetro de carambola
sobre la perpendicular por el centro N del blanco a la linea de tiro. De la definicién del
pardmetro de impacto, p = b/D, es claro que Ab = DAp. Esta es aproximadamente
igual a la longitud de una recta transversal a la linea de tiro por la que debe pasar el
centro de la bola proyectil para que ocurra una carambola; es decir, es el tamafno del
blanco de carambola. En analogia unidimensional con la llamada seccién transversal en
colisiones atémicas y nucleares se podria llamar didmetro transversal de carambola. La
probabilidad de pasar el centro de la bola proyectil por Ab al tirar sobre un blanco de
longitud transversal total D, que es la longitud del radio NQ en la Fig. 5, es Ab/D =
DAp/D = Ap.

El didmetro transversal de carambola también se puede calcular por medios geométricos
(Fig. 6). Como en la Fig. 5, cualquier trayectoria de la bola proyectil, después de la primera
colisidn, es tangente al circulo de centros trazado sobre el centro N del blanco. Si la bola
proyectil pasa apenas rozando a la tercera bola, su trayectoria es también tangente al
circulo de centros de radio D trazado sobre el centro P de esta bola. La trayectoria de
la bola rasante por abajo a la tercera bola es MEE' y la rasante por arriba es MII'.
Resulta pues que las trayectorias del proyectil después de rebotar en la bola blanco son la
tangente exterior EE’ y la tangente interior II' a los circulos de centros trazados sobre la
bola blanco y sobre la tercera bola.

Los puntos de tangencia de la tangente exterior, por ser iguales los didmetros de las
bolas, son simplemente las intersecciones E y E’ de las perpendiculares a la linea de
centros N P por los centros, con los circulos de centros trazados sobre NV y P. La tangente
interior, también por ser iguales los didmetros de las bolas, pasa por el punto medio C1
de la recta que une los centros de las esferas N y P y por el punto de interseccién I” del
circulo de centros de radio D centrado en P, con el circulo de didmetro C1P centrado en
el punto medio de este segmento (no mostrado en la Fig. 7).

Trazando las tangentes interior 11" y la exterior EE’ se determinan los puntos extremos
sobre el circulo de centros, I y E, para apenas lograr la carambola rozando la tercera bola.
En la Fig. 6, el arco EQI del circulo de centros es el lugar geométrico del centro de la bola
proyectil en la primera colisién de una carambola. Trazando las lineas de tiro ME y M1
se determina el didmetro transversal de carambola Ab sobre la perpendicular a M Q por
N. A la escala de la Fig. 6, D =6 c¢cm, Dp = 3.9 cm, Dy = 5.7 cm, pg = 0.65 y po = 0.95.
El subindice 0 corresponde a la carambola rasante por abajo y el 2 a la carambola rasante
por arriba a la tercera bola.

El didmetro transversal de carambola se puede expresar en una forma analitica simple.
De la Fig. 7, y empleando los valores de dngulos y distancias contenidos en el recuadro de
esa figura en los tridngulos MEN y MIN, se obtiene:
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FIGURA 7. Diagrama para calcular el didmetro transversal de carambola. Los 4ngulos de tiro de
las carambolas rasantes por abajo y por arriba son zy y z; respectivamente.
Del teorema de los senos en el tridngulo MNE:

NE _  MN
sen(/NME) sen(/MEN)

que con los valores del recuadro da

D nD
senzg sen(m/2+ B — xq)

O bien,
nsenzxg = cos(fB — xp).

Desarrollando cos(8 — z¢), reduciendo términos, elevando al cuadrado la expresion re-
sultante, reduciendo términos nuevamente y tomando la raiz cuadrada se obtiene para
sen ry la expresién

cos 3
V/(n —sen 3)? + cos? 3
_ cos 3
B vnZ+1-2nsenf’ (10}

senry =
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El pardmetro de impacto py para esta carambola en que la bola proyectil pasa apenas
rozando a la tercera bola por abajo, por E’ en la Fig. 7, se obtiene en el tridngulo rectdngulo
NRyM y de la relacién

NRy
NM
poD
‘nD
Po
;-

senzg =

Y en vista al resultado de la Ec. (10) se obtiene

B ncos 3
Vn?+1—2nsenf

Po (11)

Es notable que este valor no dependa del dngulo «, sino sélo del dngulo § y de la
distancia entre las bolas proyectil y blanco de la primera colisién. Nétese también que
para valores muy grandes de n esta expresién, tal como debe, tiende a cos que es el
pardmetro de impacto para colisiones centro-a-centro a distancias grandes.

El pardmetro de impacto de la carambola que apenas pasa rozando por arriba a la
tercera bola se obtiene del tridngulo MNT en la Fig. 7. Del teorema de los senos se tiene

NI _  NM
sen(/NMI) sen({/NIM)’

que con las expresiones en el recuadro de la Fig. 7 da

B nD
senzy sen(m/2+ B — zo — Arcsen2/m)’

De esta ecuacidon se obtiene ahora
nsenzqy = cos[ — 2 — Arcsen2/m].

Y con los mismos pasos seguidos en la deduccién de la Ec. (10) se obtiene de esta
ecuacion

cos( — Arcsen2/m)
v/nT+1-2nsen(B — Arcsen2/m)

senzxp = (12)

y el valor del pardmetro de impacto pp de la carambola que apenas pasa rozando por
arriba a la tercera bola es

ncos(3 — Arcsen2/m)

- : 13
b2 V/nZ+1 - 2nsen(f — Arcsen2/m) (13)
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Es notable también que p,, al contrario de pg, dependa de la distancia NP = mD entre
la bola blanco y la tercera bola, y por lo tanto del 4ngulo NMP = a entre las lineas de
centros MN y MP. _

El didmetro transversal de carambola se obtiene ahora simplemente sustituyendo las
Ecs. (11) y (13) en la expresién

Ab = (p2 — po)D. (14)

Suponiendo un arreglo de las esferas con los valores de los 4ngulos empleados en la
grafica de la Fig. 4, a = 30° y # = 60°, y para una distancia n = m = 3.5 didmetros de
esfera entre la bola blanco y cada una de las otras dos, de las Ecs. (11) y (13) se obtienen
los valores de los pardmetros py = 0.65 y p; = 0.99, Fig. 4, que para un didmetro de bola
D = 6 cm corresponden a puntos a la derecha del centro de la bola blanco a distancias de
Do = 3.9 cm y Dy = 5.9 cm respectivamente.

El didmetro transversal de carambola es Ab = (0.99 — 0.65)6 cm = 2 cm; es decir,
solamente hace falta pasar el centro de la bola proyectil por un didmetro transversal igual
a 1/3 del didmetro de la bola para que ocurra una carambola. Es interesante notar, sin
embargo, que este didmetro transversal se encuentra totalmente fuera de la bola blanco;
empieza casi a 1 cm y termina casi a 3 cm del borde derecho de la bola blanco. Para hacer
la carambola hay que apuntar fuera de la bola blanco; donde no hay nada.

Otro ejemplo interesante es la carambola a dngulo recto, Fig. 8. Esta suele tomarse
como un caso dificil porque, como puede verse en la grafica de la Fig. 1, aunque para
que la bola proyectil rebote sobre la bola blanco a 90° sélo se requiere que el pardmetro
de impacto sea igual a cero, su impetu resultante al rebotar a p = 0, también es cero,
la bola no se mueve a ninguna parte y no hay carambola. Pero esto, sin embargo, sélo
ocurre si se trata de la carambola rasante por abajo a la tercera bola. Si la trayectoria
pasa por cualquier otra parte de la tercera bola, la carambola sf es posible. Si, por ejemplo,
suponemos n = 3.5, m = 3.5 y hacemos § = 7/2 en las Ecs. (11) y (13) obtenemos los
valores pg = 0, p2 = 0.73 y Ab = (pa —po)D = 0.73 x 6 cm = 4.4 cm. Esto es, la carambola
rasante por arriba se consigue dirigiendo el movimiento del centro de la bola proyectil por
un punto 4.4 cm a la derecha del centro del blanco. Pasédndolo por cualquier otro punto
entre éste y el centro se consigue una trayectoria del proyectil entre la rasante por arriba
y la rasante por abajo, y una carambola. La probabilidad de conseguirla es, en realidad,
considerable. Es igual a Ab/D = 4.4/6 = 0.733; o sea, de 73.3% si procuramos no tirar
precisamente sobre el centro de la bola blanco sino sobre cualquier punto entre éste y uno
a 4.4 cm a la derecha. Rebotando el proyectil exactamente sobre el centro del blanco, la
carambola no ocurre.

5. PARAMETRO DE IMPACTO DE CARAMBOLA

El método seguido antes para encontrar los valores de los pardmetros de carambolas
rasantes se puede emplear también para encontrar el pardmetro de impacto de carambola
centro-a-centro; es decir, el de la que da una trayectoria que pasa por el centro de la tercera
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FIGURA 8. Carambola rasante por arriba para lineas de centros en dngulo recto.

bola. Esto ademas es un método para resolver la Ec. (8); es decir, para despejar p de esa

ecuacion.
La Fig. 9 es el diagrama de colisién de la carambola centro-a-centro. Es el andlogo de

las Figs. (7) y (8) para la trayectoria que pasa por el centro de la tercera esfera. Los
valores de los dngulos interiores en los tridngulos de la figura, obtenidos de la definicion
de las funciones trigonométricas y de que los dngulos interiores en un tridngulo suman dos
angulos rectos, se muestran en el recuadro de la Fig. 9. Empleando el teorema de los senos

en el tridngulo M NQ se tiene
NQ B NM
sen(/NMQ)  sen(/MQN)’

Y con las expresiones del recuadro de la Fig. 9 y ZQPN = Arcsen(1/m)

i) _ nD
senz  sen[r/2 + # — Arcsen(1/m) — )]’

O bien,

nsenz = cos[f — Arcsen(1/m) — z].
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circulo de
centros

NQ=D
MN=nD

<MPQ=§—-0—X
<QPN=8-0+x

FIGURA 9. Diagrama para calcular el pardmetro de impacto de carambola centro-a-centro.

Desarrollando el miembro derecho en funciones trigonométricas del angulo z, reduciendo
términos, elevando al cuadrado, reduciendo términos otra vez y tomando la raiz cuadrada
del resultado se obtiene

cos[3 — Arcsen(1/m))

= vn? +1 - 2ncos[B — Arcsen(1/m)]’

El pardmetro de impacto p; se obtiene ahora de senz = p/n, Ec. (3).

B ncos[ — Arcsen(1/m))
VnT+1-n cos[B — Arcsen(1/m)]’

- (15)

Esta es la ecuacién del pardametro de carambola centro-a-centro p1 en términos de los
pardmetros de distancia de las bolas, n y m, y del dngulo 3. Escribiéndola en términos
del pardmetro n y los dngulos a y 3 se encuentra la solucién de la Ec. (8) de la distancia
de carambola; o sea, el resultado de despejar p de esa ecuacién.

El teorema de los senos aplicado al tridngulo NMP da

NP MN
sen({NMP)  sen(/MPN)’
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O sea,

mD nD
sena  sen(f—a)’

De esta ecuacién se obtiene

1 _sen(f - a)
m  nsena

Y sustituyendo en la Ec. (15) se obtiene finalmente

gy = ncos P,
VT /T F+1-2nsend;

(16)
con
®, = 3 — Arcsen{sen(8 — a)/nsen a}.

Esta es, aunque usted no lo crea, la solucién de la Ec. (9) para el pardmetro p.
Comparando ahora las Ecs. (11), (13) y (15) para los tres pardmetros de carambola,
Po,P1 Y P2 se encuentra que estos pueden ser escritos con la férmula general

ncos ®;

: (17)
\r?+1-2nsin®;

p; =

donde
®; = § — Arcsen {jsen(53 — a)/nsena},

donde j = 0, 1, 2 y estos valores de j corresponden al pardmetro de carambola rasante
por abajo, al de carambola centro-a-centro y al de carambola rasante por arriba, respec-
tivamente.

El didmetro transversal de carambola es

Ab = (p2 — po)D. (18)

Las Figs. 10 y 11 muestran los tres pardmetros de carambola pg, p1 y p2 como funciones
de la distancia n(p) entre la bola proyectil y la bola blanco, y para valores del dngulo
entre las lineas de centros, en la bola blanco, de 60° y de 90°, respectivamente. El Apéndice
es un programa sencillo no optimizado, en el lenguaje de “Mathematica” [2], para calcular
y trazar esas gréficas para distintos valores de By de m.
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FIGURA 10. (b)

6. CONCLUSIONES

Las condiciones para lograr colisiones eldsticas de carambola de esferas rigidas se pueden
expresar matematicamente por férmulas sencillas en términos del pardimetro de impacto
de la primera colisién. Los resultados obtenidos se aplican muy bien al juego del billar.
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FIGURA 10. Pardmetros de impacto de carambola contra distancia proyectil-blanco para un 4ngulo
entre lineas de centros 8 = 60° y pardmetro de distancia blanco-tercera bola m = dz/D de:
a)m=3,b)m=6, ¢c)m=29.po, ;1 Y p2 SO0 los pardmetros de carambola rasante por abajo,
centro-a-centro y rasante por arriba, respectivamente.

Este, a su vez, puede emplearse como instrumento de laboratorio para ensefar colisiones
cuantitativamente con cuerpos macroscopicos tanto en salones de billar como en algin mu-
seo de la ciencia que tenga mesa, tacos y bolas. Los resultados obtenidos también pueden
emplearse para aprender a hacer carambolas utilizando métodos cuantitativos precisos.
Por ejemplo, para explicar por que es necesario apuntar fuera de la bola blanco para lo-
grar ciertas carambolas, por que se necesita “agarrar mas bola” cuando la bola blanco
est4 cerca y menos bola cuando esté lejos o como tirar carambolas rasantes por abajo que
dejen a la bola proyectil del mismo lado de las otras dos. Las ecuaciones de carambola son
tan sencillas que se pueden programar €n calculadoras de mano para calcular p cuando
sea necesario.

Un problema matematico interesante es formalizar el método geométrico seguido para
calcular p, como método algebraico para resolver la Ec. (8).
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FIGURA 11. Pardmetros de impacto de carambola como en la Fig. 10 para bolas en 4ngulo casi
recto; § = 89° y pardmetro de distancia blanco-tercera bola m = 3.
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Programa para calcular parametros de impacto de carambola
Para programa de cdiculo “"Mathematica”
Calcula los pardmetros de impacto de carambola en términos de las distancias d1 entre el blanco y el
proyectil, d2 entre el blanco y la tercera bola y del 4ngulo beta de las lineas de centros en la bola
blanco.
Programa Grifico
Inf1]:=
<<Graphics'Graphics”
Angulo de las lineas de centros proyectil-blanco y proyectil-tercera bola

Inf2]:=

ag[i ] := 15%*3.1416*i/180;

Angulo de las lineas de centros proyectil-blanco y blanco-tercera bola
Inf3]:=

bgl(j_] := 10*3.1416*3/180;
Distancia proyectil-blanco en bolas

In[4]:=
en[n_] := n;
Distancia blanco-tercera bola en bolas
In[5]:=
em[m_] := m;
Funci6n angular para pardmetro rasante por abajo
Inf6]:=
£i0[3_) := bgljl;
W Datos
Valor del 4ngulo de las lineas proyectil-blanco y blanco-tercera bola en decenas de grados
In(7):=
i=6;
Valor de la distancia blanco-tercera bola en bolas
In[8]:=
m=6;
Funcién angular para pardmetro centro-a-centro
Infg):=
fil[j_,m_] := bg(j] - ArcSin[l/em[m]];
Funci6n angular para parimetro rasante por arriba
Inf10]=
fi2[j_,m_] := bg[j] - ArcSin(2/em(m]];
Pardmetro rasante por abajo
Inf11):=
pg0[j_,n_) := en[n]l*Cos(fi0[j}]/Sqgrt[n~2+1-
2*en[n]*Sin(£i0[3j11);
Pardmetro centro-a-centro
Inf12):=
pgllj_.,m_,n_)] := en[n]*Cos[fil[j,m]]/Sgrt[n”~2+1-

2*en[n)*Sin(fil[j,m]]1];
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Pardmetro rasante por arriba
In[13]:=

pg2(j_,m_,n_) := en[n]*Cos[fi2[j,m])]/Sqrt[n"2+1-
2*en[n)*Sin[£fi2(j,m)]));
por sbej
Inf14):=
r0 = Plot[pg0(j,n],{n,1/8in[£i0([j]],40},
AxesLabel->{">n", "p0O(n)"},
PlotRange->{0, 1},
Ticks->{{{2,%" ). {4,.%"), 06, "), 48,3}, 10,:012,~"},
{14;°%) ,{16;""};:{18,%"},20,(22, "~}), {24,%*),
{26;%%) ;{28,201 ), 30,(32,;%"), {34, Y&}, {36,%"},
{38} ;. 40};
Automatic},
DefaultFont->{"Courier", 9},
AxesOrigin->{0, 0},
PlotLabel->"B=60°, m=6"];
p0(n)
B=60°, m=6
1

>n
10 20 30 40

Gréfica pardmetro centro-a-centro
In[15]:=

rl = Plot([pgl(j, m, n],{n,1/Sin[fil(j,m]],40},
AxesLabel->{">n", *pl(n)"),
PlotRange->{0, 1},
Ticks={ ({1, " F,{2, ") {4, " ¥, {6 " (8, “*), 20, {12, 98y,
{145 M8, {16, Ry g MMy 20000 et ) 2, Yy
{264 “™)5 {28,0%%),.30,432, %9}, (34, )} (36, "},
{38,"},40},
Automatic},
DefaultFont->{"Courier*,9},
AxesOrigin->{(0, 0},
PlotLabel->*B=60°, m=6"];

pl(n)
B=60°, m=6
1
0.8 \\\\‘__‘___‘___—h_____u‘_
0.6
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Grifica pardmetros rasante abajo y centro-a-centro

Inf16]:=
Show([r0,rl];
p0(n)
B=60°, m=6
1
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Grifica pardmetro arriba
Inf17]:=

r2 = Plot(pg2(j, m, n],{n,1/Sin(fi2[3,m]],40},
AxesLabel->{">n", "p2(n)"},
PlotRange->{0, 1.0},
Ticks—>({{2,"},{4,"},{6,"},{8,"},10,{12,"},
{14."):{16."}.(lar"}.ZG,(22.“‘).{24."'},
(26."}.(28."),30.(32.").{34,"}.(36."'}
(38,7540},
Automatic},
pefaultFont->{"Courier",9},
AxesOrigin->{0, 0},
PlotLabel->"B=60°, m=6"];

p2(n)
B=60°, m=6
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Inf18]:=
show([r0, rl, r2, plotLabel->"B=60°, m=6",
DefaultFont->{"Courier",9},
AxesLabel->{">n", "p(n)"}];

pin)
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