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RESUMEN. Se propone un modelo teérico para la dependencia de la seccién eficaz de dispersién
elastica de electrones por el 4tomo y del coeficiente de retrodispersién de las tensiones mec4-
nicas. Segiin el modelo desarrollado, las tensiones mecénicas provocan efectos medibles sobre
la secci6n eficaz de dispersi6n eldstica pero influyen débilmente sobre el coeficiente de retrodis-
persién.

ABSTRACT. A theoretical model of the dependence of elastic scattering cross section and the refle-
xion coefficient of electrons on mechanical stresses is presented. Following this model mechanical
stresses induce changes on elastic scattering cross sections that can be measured, however a very
small influence of stresses is expected on the reflexion coefficient.

PACS: 34.80.Bm; 62.20.Dc; 61.14.Rq

1. INTRODUCCION

El estudio de los campos de tensiones, sobre todo de las tensiones residuales en los ma-
teriales, es de primordial importancia no sélo desde el punto de vista académico sino
también préctico por la incidencia directa que tienen dichos estudios en la obtencién de
tecnologias més eficientes. Son muy conocidos los problemas que traen la presencia de ten-
siones residuales en la seguridad de recipientes, tuberias a presion, circuitos integrados,
etc.

Existen varios métodos para la determinacién de tensiones en los materiales (1,2]. En-
tre ellos se encuentran los de difraccién de rayos X y neutrones, los cuales se basan en el
cambio del patrén con las variaciones de las posiciones atémicas debido a las tensiones.
En este trabajo se presenta un modelo teérico de la dependencia de la seccién eficaz de
dispersién eldstica de un electrén por un dtomo, asi como del coeficiente de retrodispersion
en presencia de tensiones mecdnicas. Este cdlculo puede ser 1itil para aprovechar la infor-
macién contenida en las intensidades de los patrones de difraccion de electrones y rayos
X, y para establecer un nuevo método de medicién.
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2. DESARROLLO

Para el cdlculo de la seccién eficaz diferencial de dispersién eldstica de un electrén por el
4tomo en presencia de tensiones mecénicas, se utilizo la aproximacién de Born (3, 4]

d 64 4,.2,4
T@) = a2 - F@)*, (1)

donde df es el diferencial de 4ngulo sélido, m es la masa del electrén en reposo, € es la
carga eléctrica del electrén, h es la constante de Planck, Z es el nimero atémico y q es el
vector de transferencia de momentum, cuyo médulo es:

w
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siendo k el médulo del vector de onda incidente y w el angulo de dispersién.
F(q) es el factor de forma atémico que viene dado por

F(q) = /n(r)e’iq‘r dv, (2)

donde n(r) es el nimero de electrones por unidad de volumen en el punto r.

Es necesario entonces estimar como cambiaria la densidad de la nube electrénica del
4tomo con las tensiones. Para ello analicemos el siguiente ejemplo. Supongamos que te-
nemos un sélido cargado en traccién, entonces la densidad del material disminuye en el
sentido de las tensiones, mientras que aumenta en la direccién transversal. Esto implica
que entre dos dtomos vecinos, segiin la direccion de aplicacion de las tensiones, la den-
sidad electrénica disminuye. En caso de que los atomos sean vecinos segin la direccion
transversal de aplicacién de las tensiones, dicha densidad aumenta. Podriamos pensar
que se cumple lo mismo para la nube electrénica de un atomo del sélido bajo tensio-
nes, es decir, en los puntos ubicados segin la direccién de aplicacién de las tensiones se
tendra una disminucién de la densidad electrénica, mientras que en los ubicados segin la
direccién perpendicular a la de aplicacién de las tensiones, la densidad electrénica aumen-
tars. Luego, la densidad electrénica del dtomo ubicado en un sélido bajo tensiones en el
punto r, serd proporcional a la densidad del 4tomo esférico sin tensiones evaluada en el
punto r + ér, donde ér es el desplazamiento de dicho punto provocado por las tensiones.
Al generalizar obtenemos la siguiente expresion para la densidad electronica:

n(r, @) = p(a)no(r + ér(e)), (3)

donde o es el tensor de esfuerzos y no(r) es la densidad electrénica del 4&tomo sin tensiones,
la cual tomamos como la cldsica densidad con simetria esférica [3,4]

Ze e
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no(r) =
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donde a es el radio atomico. El factor de proporcionalidad p se determina mediante la
condicién de normalizacién

/n(r,a)du = g, (5)
Puede verse de la Ec. (4) que para desplazamientos pequenos se cumple que
no(r + ér) = ng(r + Ar), (6)

donde Ar es la proyeccién del desplazamiento en la direccién de r. Tendremos entonces la
siguiente expresién para la densidad electrénica:

dn
n(r, o) = p(@)(no(r) + —2Ar). (7)
De la expresién (4) obtenemos

dng(r) 2

o = gl (8)
Por otro lado,
r r

Ar-_r?—.*e(ar)*;, (9)

donde &(o) es el tensor de deformaciones en funcién de las tensiones.
La densidad toma la forma

n(r,0) = plono(r) (1 - 222V 2T, (10)
A partir de la Ec. (5) obtenemos
1
plo) = 1-T(o) (11)

donde T'(o) es la traza del tensor de deformaciones.

Calculando F(g) segiin la Ec. (2) —tomando un sistema de referencia donde el eje z se
hace coincidir con la direccién de q y pasando a coordenadas esféricas— se obtiene de la
Ec. (1) que

ds _ 64ntm?e 16p(0)Z (12 + (ga)}) )
dﬂ(q,g)—Tqr—(Z"mW(I—T+2€qq(0')—4:(T‘)2-—)) " (12)

donde e4q es la deformacién en un plano perpendicular a la direccién de q y segln su
sentido.
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FIGURA 1. Sistema de coordenadas utilizado en los cdlculos relacionados con el coeficiente de
reflexién.

Para el cdlculo del coeficiente de retrodispersién se utilizé el modelo de Everhart [6]
teniendo en cuenta la seccién eficaz calculada. Para ello supongamos que incide un haz de
Ny electrones que tiene una seccién transversal S segin la direccién x (Fig. 1), entonces
el nimero de dtomos presentes en un diferencial de volumen S dz es

Sdx

dN = Napm(@) =, (13)

donde N4 es el niimero de Avogadro, p,,, es la densidad del sélido y A es el peso atémico.
Multiplicando la expresién (12) por dN y sustituyendo la ley Thomson-Whiddington [6],

v! = Cpm(o)(R ~ X),

que establece el cambio de velocidad v del electrén con el camino recorrido en el sélido
(z), asumiendo C constante, obtenemos el diferencial de electrones dispersados desde una
profundidad X (X = z/R, donde R es el alcance del electrén en el sélido) en la direccién

(6,9):
aN(X,o)dX dQ
4m(1 — X)cos"(%)

o) (. _ deqq(v(8, X) DY)’
"(1 726, X) (1 T 28, X) )) » (19)

dN(X,p,8,0,q) =
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donde
v(6,X) =1+ 61 - X)? cos?(%), (15)
con
2,4
_ T2 Na (16)
m2CA
h
2mamuyg
B = ‘T; (17)

C es una constante [6] y vg es la velocidad inicial del electrén. Como se demuestra por
Everhart para un valor de C igual a la constante de Terrill, no se obtienen buenos resul-
tados para la dependencia del coeficiente de reflexién, por lo que se debe utilizar el valor
de a reportado por el propio autor (a = 0.045 Z), que contiene un valor determinado im-
plicito para C para cualquier estimacién absoluta que se quiera realizar. Para los efectos
de este trabajo no es necesario conocer los valores mencionados, pues los cédlculos de las
magnitudes bajo tensiones se presentan referidas al final a las sin tensiones.

Siguiendo el formalismo de Everhart se llega a una ecuacién integral similar para Ny(X),
el nimero de electrones que llegan a una profundidad X:

X z 2
N(X,0) = Ng — [ [ > [T aN(x,6,0,0,49). (18)
0 0 0

La solucién de esta ecuacién integral fue obtenida por el procedimiento de aproximaciones

sucesivas hasta la primera aproximacién, utilizando como aproximacién nula la solucién

de Everhart. Este procedimiento fue programado en el sistema MATHCAD al igual que el

resto de los cdlculos. La obtencién de una aproximacién analitica es posible pero tediosa.
El coeficiente de reflexién dependiente de la direccién fue calculado seglin

X0 dN(X,0,p,0
r(0, ¢, 0) =/ '(—Ng—), (19)
0 0
donde Xj se determina por la ecuacién
Xo(1 +sech) =1, (20)

la cual establece para 6 dado el valor X, hasta el que se cumple la condicién de escape
del electrén en el sélido, es decir que el mismo escapa si su recorrido es menor o igual que
el alcance R.

Integrando por (6, ) obtenemos el coeficiente de reflexién en funcién de las tensiones.
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FIGURA 2. Dependencia del cociente entre las secciones eficaces, con y sin tensiones, en funcién
de gq.
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FiGUrA 3. Dependencia del cociente entre las secciones eficaces en funcién de q, para distintos
valores de tensiones.
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FIGURA 4. Dependencia del cociente entre las secciones eficaces en funcién de q, para diferentes
estados tensionales.

3. RESULTADOS Y DISCUSION

Las Figs. 2, 3 y 4 muestran ejemplos de la relacién entre las secciones eficaces, con y sin
tensiones, en funcién de ¢. Aqui la direccién de ¢ estd fija segin la direccién del eje 2.
Existe una variacién sistematica de la relacién entre las secciones eficaces con los cambios
del tensor de esfuerzos. Las dependencias tienen dos comportamientos bien definidos: uno
es monétono decreciente y en el otro se alcanza un minimo pronunciado. La magnitud
del efecto crece a medida que aumentan las tensiones (Fig. 3). Puede observarse un efecto
muy grande para valores de g entre 0 y 0.1 A-!. Sj suponemos la energia del electrén de
unos 500 eV, para que se cumpla la aproximacién de Born, el dngulo de dispersién para el
que existe una variacién muy grande de la relacién entre las secciones eficaces estd entre
0 y 0.5°. Para valores de ¢ de alrededor de 1 A~! atin se tienen variaciones de un .2 por
ciento en los valores de la relacién de la secciones eficaces.

De ser cierto el modelo, estas variaciones serian medibles. Podrian hacerse experimen-
tos, utilizando un microscopio de electrones de transmisién, por ejemplo, que permitirian
comprobar el modelo o encontrar el cambio del factor de forma atémico con las tensio-
nes.

Por otro lado, las Figs. 5, 6 y 7 son ejemplos de la dependencia encontrada para el
coeficiente de reflexién relativo en funcién de la direccién y de las tensiones para el caso
del hierro. En este caso ¢ est4 fijo en 90°, la energia en 500 eV y el valor de a es 0.045 Z
(segiin Everhart). El cambio relativo del coeficiente de reflexién, con y sin tensiones, sufre
variaciones que no sélo son dependientes de la magnitud de las tensiones sino también de
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FIGURA 5. Variacién del coeficiente de reflexién relativo, segin diferentes direcciones, con las
tensiones.
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FIGURA 6. Variacién del coeficiente de reflexion relativo, segiin diferentes direcciones, para distintos
estados tensionales.
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FIGURA 7. Variacién del coeficiente de reflexién relativo, segiin diferentes direcciones, para distintos
estados tensionales.
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FIGURA 8. Dependencia del coeficiente de reflexién completo de las tensiones.
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la configuracién de las mismas. Como puede observarse se ven variaciones muy pequenas,
estando éstas en el orden de 107°-1077.

En el caso del coeficiente de reflexién en funcién de las tensiones se predice un efecto
también muy débil (Fig. 8).

Los célculos realizados predicen que no hay dependencia del coeficiente de reflexién con
las variaciones de la densidad de la muestra en ninguno de los casos.

El efecto de la aproximacién contenida en el modelo de Everhart, de sélo considerar
las reflexiones de primer orden, se ve minimizado en estos célculos al utilizar el valor
de « ajustado a los valores experimentales por el mismo autor. Puesto que este valor es
constante para Z dado, el mismo desaparece al calcular la relacién entre las seccién eficaz
y el coeficiente de reflexién del sélido bajo tensiones y las correspondientes magnitudes en
el sélido sin tensiones.

Los célculos realizados subestiman los valores de la seccién eficaz y del coeficiente de
reflexién al no tenerse en cuenta el principio de indistinguibilidad de las particulas. La
aplicacién de este principio genera una simetrizacién de la seccién eficaz de dispersién [4]
que provocaria, en este caso, un aumento de la probabilidad de dispersiéon a dngulos
mayores que 90° y por lo tanto aumentaria también el coeficiente de reflexion.

4. CONCLUSIONES

Se desarrollé un modelo teérico sencillo de la dependencia de la seccién eficaz de dispersion
elastica de un electrén por un dtomo, asi como del coeficiente de retrodispersién de las
tensiones mecanicas.

Se encontré un cambio sistem&tico de la relacién entre las secciones eficaces, con y sin
tensiones, con las variaciones del tensor de esfuerzos. La relacién entre la seccion eficaz,
con y sin tensiones, muestra grandes cambios con las tensiones para valores pequenos del
vector de transferencia de impulso. Los cambios mas notables se encontraron para valores
de ¢ entre 0 y 0.1 A~!. Para valores de ¢ de alrededor de 1 A1 la relacién toma valores
del orden de .2 por ciento.

El coeficiente de reflexion relativo a la dependencia de la direccién y de las tensiones,
se encuentra en el orden de 10~7 a 10~%; que son de muy pequeiia magnitud. La variacion
del coeficiente de reflexién con las tensiones es también muy pequena.

El modelo es susceptible de mejorarse utilizando datos experimentales del comporta-
miento de la seccién eficaz con las tensiones, empleando otras formas de calculo del co-
eficiente de retrodispersién (por ejemplo utilizando el método de Monte Carlo), asi como
teniendo en cuenta el principio de indistinguibilidad de las particulas.
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