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Coexistencia competitiva en sistemas biológicos:
analogía con un oscilador forzado con rozamiento
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REsU~tE:-';. En una serie de trahajos anteriores se mastre> qtW el "principio oc exclusión competiti-
va" deja de ser válido cuando la especie que difunde tiene la capacidad de seguir ulla perturbación
ondulatoria de un alimento común a ambas especies. En este trabajo estudiamos la posibilidad
de coexistencia en presencia de ulla influencia cxtf'rna espacialmente periódica, para UII alimcnto
homogéneo. A partir de esto es posible descrihir la población de una de las especies mcdiantc
la..." mismas ecuaciones que rigell a un oscilador forzado ("()IJrozamiento. Por último, se estudia la
(~stabilidad lineal del sistema.

AUSTHACT. In a series of previous works it was silowlJ t.ltat thc ';competitivc cxciusioIl principlc"
cp.~es to be \'alid whcn the Ilofl.dominant spccies has tile ability 1.0follO\,,'a wavelike pcrturbation
in the population of their COIllIIlOIIfood source. In t his work wc Rtudy the pORsihility of ("ocxistcncc
in tile presence of all extPfllal, spatially periodic influl'llce, for a hOlllogeneous distrihutioll in the
food populatioIl. "'c show that thc cquation that dCl'i<THwsthe population of the dilrllsin~ species
b tIJat of a drivell aud darnped osrillator. Finally, the liupar stability of this systPJll is studied.

I'ACS, 05.454+b; 05AO.+.i

l. INTRODUCCIÓN

La ecología estudia la..'; rdaciollPs ('ntre comunidades qtW conforman el ambiente biológico
COIIla totalidad del alJlbi(~llh~ físico (Iuzl teIIII)(~ratural etc.L junto a las rdacioncs con
otras especies que hacen al amhiente biológico. Sil objeto fundamcntal es PI ecosistemll.
o sistema eco16gicol cIltcndido como una reuniún de la cOIllllnidad COIIsu alJlbicnte físico
y hiológico, y su principal problema es describir cómo se desarrolla y evoluciona. Es
la dinámica de pobl(lci01u~s la quc, a trav(~s d(~ la (~volllciém de las ta....m.."i d(~ natalidad,
lIlortalidad y crecimiento, illt.(~lItadescribir C{HlIOinfluyclI (~stosen la.s caractcrístic.L"; que
i<L"poblaciones adquieren () ('OBservan al transcurrir PI ticmpo. Para describir y predecir
b conducta de sist.(~lllas ('col{>gic(Js es lIecesario 1'1 \ISO de 1l1Odelos, dando lugar a la
(~("()I()gíalnatclll<Ítica.

En los primeros ('studios se ha Stll>tH'stOa los par.í.JIletros pohlariollalps ('{HilO C01/8-

lu71.it'..,' [2 GJ, pero P"(,c!1'1lvariar PII forllla impl't~\'isihlt~ y IIlUYilllportantp d(lhido a la
illt(~r;u:ci{¡1l entre (~sl)(lcies. I)(~(~stas illtnaccilllWS Lts lII,is illlportantl's son la df'1'1nl(lciú7I
y la c01ft]Jdencza. SllJl()lli(~ll(lo 1111 sist.ema d(~ dos pohlacioI1es. ('n la d('pn'daciúll. Ulla
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especie se beneficia inhibiendo a la otra. Cuando existe cOInpctcncia, la.',dos especies se
inhiben IlllltwuIlcntc. Los modelos que la ecología lnatcmática proponga tendr<in interés
biológico si son estructuralmente estables. De otro modo, los resultados dependerían de
las especificidades de los mislllos.

La.,;primeras investigaciones teóricas sobre coexistencia de especies fueron realizadas,
entre otros, por Voltena [1]alrededor de 1927. Los resultados obtenidos fueron extendidos
e incluidos eH el llamado "principio de cxdusi6n competitiva" o "teorema ecológico" , que
establece que "N especies que compiten por n « N) fuentes de alimento, no pueden
coexistir". En particular, este últinlo fue eorroborado para casos de fuentes de alimento
homogéneas (es decir, sin dependencia espadal), en las que sólo una sobrevive. En el
caso de dos especies, a esta última se la ha dado en llamar "espede dominante o fuerte".
Para ver mejor esto consideremos el caso de dos especies (cuyas densidades poblacionales
llamaremos N y n) que compiten por una densidad poblacional de alimento M. La
producción de alimento M(t) está dada por la fuente Q(t), que se aSUllle independiente
de la;; densidades poblaciollales. Sn disminución no sólo se debe a la tasa propia de
degradación G, sino también al consulllo alimenticio de las especies n y N (esto se modela
con los términos cn(t) + C N(t)). El grupo de ecuaciones diferenciales que describen un
sistema como éste (para el ca.,o en el cual q 1 n, N y 11.1son espacialmente homogénea.;,;)es

D,n(t) = [bM(t) - a] n(t),

D,N(t) = [B M(t) - A] N(t),

D,M(t) = (¿(t) - [G + cn(t) + C N(t)] M(t).

(1)

Éstas son ecuaciones del tipo de Maltlllls [6]' donde bM(t) y BM(t) indican la tasa de
crecimiento, mientras que a y A indican las taBas de mortalidad para las especies n y N,
respectivamente. La..'")soluciones estacionarias del sisteIlIa (1) están dadas por

Asumiendo la condicióll

a
jHn = {,'

A
A1n = D'

Qb - Ga
ca

QB-GA
CA

A a-<-D /,

Nn =0,

nN = O. (2)

(3)

es posible demostrar [7] que la primera solución cn (2) es inestable, mientras que la
segunda es establc. Esto significa que la especie ,N caracteriza a una espccie domin;:tute
(debido a que permanece estable) y n a una espede débil (la inestabilidad indica su
cxtiIlCi()Il).

En trabajos recieutes [7] se mostró quc para ciertos patroncs espaciales lluidimcn-
sioIlaleH de alimento tipo onda solitaria, la coexistcncia es posible cuando la especie no
dominante (o déhil) tiene la capacidad de difundir. Esto significa que la especie débil se
extinguiría si llO tuviera la capacidad de movili;t,arse.
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En este trabajo se estudia la posihilidad de coexistencia entre dos especies que compi-
ten por un mismo alilllcnto espacia.lmente homogéneo. Se considera que IIlla de las espe-
cies difunde y qne además es subsidiada externamente. Desde el punto de vista ecológico,
este subsidio externo se podría clltcllder como una provisión de refugios distribuidos pe-
riódicamente en el espacio. En este contexto, el estudio de soluciones estacionarias de
los patrones pohlaciollalcs de las especies hajo consideraci6n es de especial interés, y nos
muestra que, bajo ciertas circullstancia .."),es posible la coexistencia cntre dos especies que
compiten por UIl mislllo alimento. Para mostrar esto se realizó un análisis de est.abilidad
lincal que, contrariamente a lo esperado, mostró que para que el sistema pueda ser es-
table, la especie dominante necesariamente tiene que ser la que difunde. En particular,
siempre que esta condición se respeta, el sistema efectivamente se lllllcstra estahle para
todo el espectro de parámetros propuestos. Por simplicidad en el modelo uo se conside-
r:lr<ila influcncia de factores ambientales. Sin embargo, {~stosdeberían ser considerados
cn modelos más rcalistas.

2. MODELO MATEMÁTICO

Sean M la densidad de la población de alimento ('lile collsideraremos inmóvil), N la
especie que no difunde (csto es, q\le no ticnc la capacidad de movilizarsc o migrar) y S
la 'lile sí lo hace, lo cllal es modelado como Iln proceso difllsivo. Ambas especies (N y S)
compiten por UIl mismo alimento 1\'1 provisto por una. fuente Q. Las ccuaciones para un
modelo de este tipo son [7]

D,S(x, t) = DND;S(x, t) + [bM(x, t) - a]S(x, t),
D,N(x, t) = [BM(:r, t) - A]N(x, t),

D,M(x, t) = q(x, t) - [G + cS(x, t) + eN(:r, t)]M(x, t),

(4)

donde D", es el coeficiente de difusión de la especie S, bM Y BM las tasas de natalidad
de S y N, respectivamente, a y A I'L' t'L"L' de mortalidad correspondientes. q la fnente
'lile proyee el alimento, G la tasa de mortalidad del alimento Al, Y bSAl y B N Al las
tasa.s de alimento consumido por ltL'; especies S y JV, respectivamente.

El sistema puede ser adimcnsiollaliza<io una vez que se considera e = h, e = D, Y se
reescalan la..,; variables y par<imetros a través de

g = G a,
A

n= -,
a

T = al, fff'y=x J)'
"

(5)

donde ahora la.,;,;Il1wva.<'; ecuaciones aciillH'nsiollaiiza<ias que represent.an al sistf'lIla SOIl

DTS(y, T) = D;S(¡j,T) + [Al (y, T) - I]S()j,T),

DTN(y, T) = [,8A'1(y, T) - o]N(y, T),

DTAl(y, T) = q(y, T) - [11+ S(y, T) + {JN(y, T)]Al(y, T).

(6)
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Si se propone el cambio de variables

la, Ec:s. (7) se transforman en

11 ---; ~ = 11 - CT, (7)

iJTS(~, T) = iJtS(~, T) + ciJ{S(~, T) + [M(~, T) - l]S(C T),

iJ,N(~. T) = ciJ{N(~, T) + [¡JM(~, T) - Q)N(~, T), (8)

iJTM (~, T) = IJ(~, T) - [y + S(C T) + rJN(~, T))M (C T) + cü{M(~, T).

En trabajos anteriores (7) se mostró (para el c<uo\oe~tacionario) que, para distillto~
tipos dc alimentos propnestos 1Hs(O inhomo¡(éneos, si S.,(O representa a la población de
la '''pecie qne difnnde y Ns(O a la de la especie dominante (a < (I), la coexistencia entre
ambas especies es posible debido a la capacidad de difnndir (mi¡(rar) de la especie ddJiI.

Eu este trabajo se incluye 1I1la influencia externa, periódica cn ~, que afecta sola-
mente a la cspecie 5, y quc puede ser entendida en t£~rlIlino~ecológicos como un patrón
peri()dico de refugios CI!el dominio espacial ~. Con este agregado, el sistcma de ecuaciones
resultante para el caso estacionario es

iJTS(C T) = ütS(~, T) + cü{S(~, T) + [M(~, T) - 1]5(~, T) - (C cos(¡O + D),

üTN(( T) = cü{N(~. T) + [¡JM(( T) - "jN(C T).

üTM(~, T) = IJ(~, T) - [y + S(~, T) + rJN(~, T)I1\I(( T) + dV.I(~,T). (9)

Debido a que estamos cOl!siderando distribuciones pohlacionaleti, tanto para las especies
N,(O y 55(0 mmo para el alimento 1'15(0, reqneriremos qne sean positivas en todo
el dominio de intcrés, esto cs, para todo~. AdclJ1¡-ts,por una cIlcsti6n de simplicidad,
cOllsiderarcIlIos que la dist.ribucióll de alimento caract.erizada por la fUIlci6n AIs(~) es
espaciallllcnte 1t00llogéllca.

Para soluciones estacionarias (DT5.5 = DTNs = DT!vls = O), nos interesa estudiar
11llapoiJlaci61l de alimento Afs = 0./ fJ hOlllog(ínca, de modo tal que la solución para Ns
tamili,'u lo sea (para la solucióu 5.,(0 ver !lef. [8]):

lVs = NS = cte.,

n
M., = (1'

S,(O = (J c-c{j, cos(wo~+ '/) + bcos(¡~ + J) + I~,
Wo

(a') n n )'1, = !I + pi\' (1+ (l5.,(~ ; ( 10)

COII

:¿ o
lOO = 7J - l. C

j[(W5 - 1') + c'I'I'



54 ,,1. I3ELLI:-;1 ET AL.

tg (6) = (11 )

De::I min[(w-c{/2 cos(wo~ + '/) + bcos(-y~ + 6)]1.

De la eCWtCIOll para w6 surge que n./ (i ~ 1 para que w6 sea positiva. La t'ilülua
condición de (11) garantiza que Ss sea siempre positiva. Además reqneriremos qne ~ e:: O.
para que S,(O sea finita en todo el dominio~. Esto significa que e no debe supcrar un
cierto valor es :::::;!lIT si se pretende que la poblacic'm de Ss t10 crezca en dmna.o.¡Ía.

3. ADAPTAl3ILIDAD AL MEDIO DE LA ESPECIE QUE DIFUNDE

Definamos ahora como adaptabilidad al medio de la especic qne difunde, a la capacidad
de sobrevivir y aUIIlentar su población. El SCglllldo término de la solución estacionaria
S,(O varía fuertemente cuando la frecucncia propuesta para el subsidio (-y) se aproxima
a la frecuencia propia del medio (wo). En particnlar, S, crece cuando cos(-y~+ 6) > O
Y dccrece cllando cos(-y~+ 6) < O. El pico. o nivel ideal de adaptación de esta especie
al medio, se dará cuando exista resonancia. Luego, defiIlimos COIIlO "adaptabilidad al
medio de la especie que difunde" a

A,¡ = 1 -
'Y - JW6 - c~/2

'Y + JW6 - c~/2
(12)

donde Ad :::; l. Si Ad = 1, diremos que la especie S se adapt.a perfectamente al medio
en el cual habita (o sea, cuando la amplitud de oscilación ú es máxima). Esto significa
que cuando la adaptabilidad de S es óptima, dada \lna frecucncia impuesta por d mcdio
Wo y una frecucncia '"Yimpuesta por la iIlfltwllcia ext.erna. hahní una velocidad óptima de
propagación e de la OI"la de la "speeie S. Si Ad = 0, la adaptabilidad d" esta "sp"cie al
Illcdio será Illtla.

4. ESTAt3ILIDAD DEL SISTEMA

En esta sección se presenta un estudio de estabilidad lineal de las soluciones obtcnida ..';
para el ca..<.;oestacionario. Para ello se asumió a las variables del sist.ema COIIIOJ\T =
N, + oN. S = S, + oS, Al = Al .•+ oAl Y (1= q.•+ <1(/. dond" oS, <IN y <lAl son l'''quciJa"
perturbaciones dc las soluciones cstacionari¿L'; y óq represcnta la rcspm'sta de la fllcnt(~

dc alimcllto a la..",fluctuacioncs de Al. Primcro sc consideró que la fucnte q es indiferente
a las perturhaciones de la..,; otra ..,> tres COIllPOllCIlf.í:S,{~stoes

(1:3)
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Luego de lillcalizar las contribuciones de estas componentes, obtenemos:

al! + cüd + (~ - 1 + ,\) f + s,.! = O,

cü(h + '\h + N' (3.! = O.

cü(.! - (y + s., + {3N' - '\).1 - ~f - ah = O. ( 14)

Para el (:;••,,' en <¡ne(f < (3, Wo es imaginario y tanto 5,(0 como r¡,(~), tienden a infinito
para ~ ---t oo. Por lo tanto, para que el sistema pucda ¡-¡el' estable, necesariamente n debe
ser mayor que !J. Teniendo en cuenta esta condición se hallaron soluciones numéricas
de h, Ecs. (1.1) utilizando el programa Mat/;ematica para varios valores del conjunto de
par;imctros quc determinan el sist.ema (lV'~1 D, ü, f3, ')', TI, e, 9, ,x,). Para todos los ca..<.;os
estudiados se encontró un valor de ,\ (,\ = ,\¡), tal qne:

cuando A < Al' la.'\ tres componentes ('recen indefinidamente conforme ~ -+ 00 (ver
Fig. la),
cuando A = Al, las tres compOllcntc:-; se mantienen estables conforme ~ varía (ver
Fig. lb),
cuando >. > Al. las tres cOlllponclltes tienden a..-;illtótieamcnte a cero conforme
~ --+ CXJ (ver Fig. le).

El valor de Al result6 ser positivo para todos los casos estudiados, excepto cuando
n < Ij. en el que no se encontró el Al. siendo ell esta circunst.ancia las tres componclltes
infinita ..'" para ~ -+ oo. A modo de ejemplo, en las Figs. la, 1b Y lc se muestran las
tcndcncias de la,,<,;tres component.es para valores grandes de ~ cuando N.~= 1, D = 2,
" = 1, {3= 0.5, 'Y = 2, '/ = O, c = 1, Y !I = 0.2. EII la Fig. la se muestra el c,•.,,' ell
'1IW ,\ > ,\{.ell la Fig. 1" aqllel ell 'lile ,\ = ,\{Y ell la Fig. Ic, ,\ < ,\{. EII la Tabl" 1 se
presellt.au los valores de Al para cada llIlOdc los ca.sos estudiados.

Si consideramos 6r¡ = K 15M (donde K es const.aut.e), ,\{ cambi" a ,\{' = ,\{- K, o
sea que para K < ,\{ t.odos los (:;••,," presentados ell la Tabla [ (para '/ = O) son estables,
micntras que para K > Al no lo SOIl.

De este awilisis observamos que para t.odo1:i101:icaS01:iestudiados con I( = O Y n > f3
el sistenla C1:ilillcahnellt.c estable. Por ot.ra parte, 1:iila reSplle1:it.ade la fuente oq a la.."
fluctu"ciolles de "limelllo 6Al es lineal (6'1 = K oM), siempre 'lile K < ,\{ el sistema
también es linealmcnte (~ljtable. Por último, cuando o- < f3 cl sistcma es inestable.

5. CONCLUSIONES

En trabajos n'cientes [7J se m01:itróCÓlIlO la coexist.(~llciade dos cspecic1:ique compiten
por 1111 nlislIlo alimento es posible cuando la espel:i(~ no dominante difunde, y t.anto
el alimento como la fucnte son itlJ¡olllog{~nea."iy sc IIltIevcn como ulla onda solitaria.
Estt~ resultado contradi("(~ el '"teorema ecolc>gico':. COlltinuando en la misma línea, en
el preS(~llte trabajo S(~ IIIlwstra qlH~ tal eoexistelleia tamhién (~Sposihle, si la esp<,cie S,
adclIl;is de ser sllb1:iidiada por tilIa infiueucia ext.crna que caracteriza ulla distrihución
espacial periúdica de rcfll~ios, ('lj la qlW difullde; siendo ('sta vez el alimcllto homogéneo.
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TABLA 1. Se obsenoa que para diferentes par<ÍlIJ('tros la longitud de onda crítica nunca se hace
negatiya, lo cual confirma la estabilidad lineal del sistema.

e 9 (l f3 D NIj 'Y Al
0.2 0.5 2 0.01 0.2 2.6

1.5 0.2 0.5 2 0.01 0.2 1.315

3 0.2 0.5 2 0.01 0.2 0.695

6 0.2 0.5 2 0.01 0.2 0.6.1

12 0.2 0.5 2 0.01 0.2 0.735

24 0.2 0.5 2 0.01 0.2 0.59

36 0.2 0.5 2 0.01 0.2 0.6
.18 0.2 0.5 2 001 0.2 0.595

60 0.2 0.5 2 0.01 0.2 0.595

100 0.2 0.5 2 0.01 0.2 0.595

1 0.2 0.5 2 O.] 0.2 2.625

6 0.2 0.5 2 O.] 0.2 0.7

24 0.2 0.5 2 0.1 0.2 0.645

100 0.2 0.5 2 0.1 0.2 0.6~5

1 0.2 05 2 2 0.2 3.16

1 0.2 0.5 2 3 0.2 3.415

1 0.2 0.5 2 ~ 0.2 3.62

1 0.2 0.5 2 6 0.2 :l.637

1 0.2 0.5 2 7 0.2 4.135

1 0.2 0.5 2 8 0.2 ~.697

1 0.2 0.5 2 12 0.2 6.843
] 02 0.5 2 24 0.2 13.00~
] 0.2 0.5 :¡ ] 0.2 ~.25
] 02 05 :\ 2 0.2 ~.6

1 0.2 0.5 :\ ~ 0.2 52

1 0.2 0.5 :1 8 0.2 5.83

1 0.2 0.5 .1 1 0.2 5.575
1 0.2 0.5 " 1 0.2 6.84

1 0.2 0.5 8 1 0.2 10.45

1 0.2 0.7;:; 0.5 2 1 0.2 3.00

1 0.2 1.5 0.5 2 ] 0.2 0.00
] 02 2 0.5 2 ] 0.2 0.005

1 0.2 R 0 ..1 2 1 0.2 0.0065

EII estp caso la soluciúll (~staci(Jllaria para la (~SIH'cip S ('s la IIIISIIl<l qlle 1'11111I oscilador
forzado ('011 rllzalllient<,. y para la especie qw~ !lO difunde {'S lIlIa ('OBstante. Esto slgllifi'>(i
<¡IU: la ayuda pxterIla facilita la slli>sistpllcia a la I'SI)(~ci{~ qlW difunde. plldi(~t1do :u'('('der
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0.0075

0.005

-0.005

0.0075

20

FI<:URA la. Se grafíean las funciones h(O, J(O y ./(0 para A
componentes ticndcll a infinito para ~ ~ 00,

0.0015

2.45 < A, = 2.6. Las tres

0.001

0.0005

-0.0005

-0.001

-0.0015

FI<:lJH:\ 1h. Se grafic<lll las fUllciones h(O. J(O .\' ./(0 para ,\ = ,\/ = 2.6, La." trl'S ('ompOIH'lItes
se IIlillltielJ('Il PIl \lIl y;¡lor límite l'staiJh,.
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,.-

..<UIOt

FIGUltA le. Se grafican las funciunes h(E), I(E) y .1(E) para A
compoTlentes tiendeJl asilltáticallH'lltc a cero.

2.8 > A, 2.a. Las tres

a los refugios debido a su capacidad de movilizarse. Esto último sólo es válido cuando
n > (i, dado que para n < (j el :-;istmna es iJl(~stable.
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