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RESUMEN. Se hace un recuento de los modelos computacionales que hemos utilizado para describir
la agregacion coloidal fractal. Se hace notar cémo los algoritmos nos llevan a la universalidad y
al escalamiento —tanto de la funcién de distribucién de tamafios de ctimulo como del factor de
estructura— que aparecian en los experimentos de la agregacién coloidal limitada por difusién, la
que ocurre cuando la probabilidad de adhesién al contacto entre las particulas coloidales es uno.
En el caso de la agregacién coloidal limitada por reaccion, la que ocurre cuando esta probabilidad
tiende a cero, veremos cémo sélo al utilizar los algoritmos correctos obtenemos la universalidad y
el escalamiento de la funcién de distribucién de tamarios, no habiendo en este caso escalamiento
del factor de estructura. Finalmente, notamos con agrado que sistemas aparentemente complejos
como los estudiados, son susceptibles de ser descritos con alta fidelidad por medio de algoritmos
computacionales relativamente simples: dichos algoritmos se convierten entonces en el medio
idéneo para la obtencién de exponentes, funciones de escalamiento, y otras cantidades fisicas, en
toda una variedad de casos particulares, lo que seria muy dificil y/o laborioso de hacer usando
sistemas experimentales

ABSTRACT. An account is made of the computational models that we have used to describe fractal
colloidal aggregation. We notice how the algorithms lead us into the universality and scaling—of
the cluster size distribution function as well as of the structure factor—shown in the experiments
of diffusion limited colloid aggregation, that occurs when the sticking probability is one. In the
case of reaction limited colloid aggregation, that occurs when this probability is very small, we
will see how by using only the correct algorithms the universality and scaling of the cluster size
distribution is obtained, not being scaling of the structure factor in this case. Finally, we are very
pleased to notice that systems apparently complex are susceptible of a high fidelity description
with relatively simple computational algorithms: such algorithms become then the ideal tool for
the obtention of the exponents, scaling functions, and some other physical quantities, in a whole
variety of particular cases, which would be very cumbersome to do with experimental systems.

PACS: 64.60.Qb; 02.70.-¢; 05.40.+j

1. INTRODUCCION

Ya hace cerca de 30 anos que los investigadores propusieron las primeras leyes de esca-
lamiento que gobernaban ciertos fenémenos fisicos. La experiencia con transiciones de
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fase u otros aspectos asimptoticos de la fisica indica que la mayor parte de las funciones
de dos variables toman la forma siguiente:

F(z,y) = z°f(y/z"), (1)

cuando tanto z como y tienden a cero. Si tenemos una variable que en lugar de ir a
cero tiende a infinito, se considera en su lugar la variable reciproca. Quizas los ejemplos
méas notables de relaciones de este tipo provienen del drea de las transiciones de fase y
fenémenos criticos. Tomemos el caso de un ferromagneto cerca del punto critico, que
ocurre cuando T esta cerca de la temperatura critica T y el campo magnético externo
aplicado H estd cercano a cero. En ese caso ocurre que la magnetizaciéon M se puede
escribir como (1]

M(e, H) = |e[* m(H |e|™7) (2)

M(e, H) = H' m! (|| H1/59), (3)

en donde € = (T —T¢)/T.. A las cantidades 8y J se les conoce como exponentes criticos
universales, en el sentido de que no dependen del tipo de red en que se encuentre el
ferromagneto sino inicamente de la dimensién espacial y del tipo de este tltimo.

Investigaciones posteriores encontraron que no tinicamente funciones relacionadas
con la energia libre o sus derivadas satisfacian relaciones de escalamiento, sino que
también funciones relacionadas con la funcién de correlacion de pares g(r) cumplian
con relaciones semejantes. Asi por ejemplo, se encontr6 que el factor de estructura,
que es esencialmente la transformada de Fourier de la funcién de correlacién de pares
S(g,t) =1+p [ g(r,1) e~iaT dr, satisfacia una relacién de escalamiento dindmico durante
un proceso de separacion de fase del tipo 2]

S(q,t) = g (t) fla/am(t))- (4)

En (4) la funcién universal f(z) no tenia una dependencia temporal explicita y gm(t)
era la posicién del méximo de S (¢,t), que disminuia con el tiempo y que indicaba, en el
espacio reciproco, el tamafo de las inhomogeneidades que ocurrian en el sistema como
funcién del tiempo. Otra forma en que se puede reescribir la Ec. (4) para el caso de una
transformacién de fase liquido-gas via nucleacién de gotas es 2]

S(g,t) = R(t)" f(a R(1)), (5)

siendo R(t) el didmetro promedio de las gotas como funcion del tiempo, dado que el
tamano de dichas inhomogeneidades en el sistema es proporcional a R(t).

La percolacién [3] es un ejemplo importante de una transicion de fase geométrica que
presenta escalamiento y universalidad. De hecho, se sabe que todos los exponentes de
la percolacién se pueden obtener [4] a través de dos de ellos (o y 7), que se definen por
medio de la funcién de distribucién de tamanos de cimulos. Si ns(p) denota el namero
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de cimulos de tamano s cuando la probabilidad de ocupacién de los sitios en la red es p,
entonces el escalamiento de ng(p) toma la forma

ns(p) = s~ f((p — pe)s?), (6)

siendo p. la probabilidad de ocupacién critica, para la que tenemos la aparicién de un
“cimulo infinito”. Numerosos estudios han demostrado que si bien p, depende de la red
usada, los exponentes o y 7 —y por lo tanto, todos los demas exponentes— dependen
unicamente de la dimensionalidad de la red utilizada, por lo que este modelo presenta
una universalidad bien marcada.

Un avance importante ocurrié alrededor de 1967 [5] cuando Kadanoff produjo un
argumento intuitivo plausible para la forma escalante de la energia libre. Consideremos
por simplicidad un sistema de espines de Ising, que toman valores 1 y —1. La propiedad
comun de todos los sistemas cerca de un punto critico es que la longitud de correlacién &
es mucho mayor que la distancia entre espines vecinos cercanos y, exactamente en T' = T,
§ = 00. De acuerdo con Kadanoff, consideremos ahora la subdivisién de la red entera en
pequenos bloques de L? espines, siendo L un entero mayor pero del orden de la unidad.
Ahora supondremos que cada bloque se puede caracterizar por un nuevo espin de Ising,
que toma nuevamente valores 1 y —1. Heuristicamente, esperamos que el estado del
sistema de bloques de espines puede ser descrito en términos de parametros efectivos €
y H, los que miden la distancia del sistema de bloques de espines a la criticalidad. La

relacién mas simple entre estas variables, que conserva los requerimientos de que H —
—H cuando H » —H y de que € — € cuando H — —H, asi como la condicién de que
§é=H=0cuandoe=H =0 es

H=L"H, &= LY, (7)

en donde los exponentes z y y son arbitrarios, excepto por el hecho de que deben ser
positivos para asegurar que el sistema de bloques estd mas alejado de la criticalidad que
el sistema original. La parte singular de la energia libre G del sistema de bloques de
espines debe ser la misma funcién de € y H que lo que la parte singular de la energia
libre del sistema de espines originales es de e y H. Dado que hay L% espines originales
en un bloque, debemos tener

G(é,H) = LG(e,H) o G(e,H) =L G(L¥%, L*H), (8)

lo que indica que la parte singular de la energia libre es una funcién homogénea genera-
lizada. Si al pardmetro arbitrario L lo ponemos como L = |e{‘55/ ¥, obtenemos para la
magnetizacién M (= —9G/0H)

M(e, H) = [e|” "5 M(je|" ¢, H|e| %), (9)

lo que nos lleva a la relacién (2), siempre que z = dd/(1 +4) y y = d/B(1 + 6).
La derivacion de Kadanoff del escalamiento nos proveé de un método intuitivo que nos

ensena que si un sistema fisico tiene inhomogeneidades hasta una distancia £, entonces
dicho sistema puede ser descrito por medio de las variables de particula originales o por
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medio de variables de grano mds grueso, estando este sistema mds alejado de la criticali-
dad que el sistema original. Una interpretacién intuitiva para el escalamiento dindmico
de (4) y (5) nos dice simplemente que un sistema dindmico, cuyas inhomogeneidades
van creciendo de tamafo a medida que transcurre el tiempo, se ve mas o menos igual
a tiempos diferentes, siempre que las reglas unitarias I(t) que usemos para medir dicho
sistema varien como

1(t) ~ g, (t) ~ R(t). (10)

El entendimiento de la agregacién irreversible ha sido una meta primordial en el
4rea de la fisica coloidal a lo largo de muchos afios [6,7]. Aparte de su importancia
en procesos comerciales, la agregacién coloidal es un prototipo de un sistema aleatorio
complicado que puede mostrar aspectos de autosimilaridad, escalamiento y universalidad.
La autosimilaridad de los ctimulos de particulas coloidales significa que dichos cimulos
exhiben simetria de dilatacién y que por lo tanto pueden ser descritos como fractales [8].
El descubrimiento de la estructura fractal de los agregados coloidales [9, 10] promovié un
vivo interés en el estudio de estos sistemas, por lo que casi inmediatamente se confirmo
el valor de la dimensién fractal (d;) obtenida por los investigadores [11]. Ademads, se
encontré que existian dos regimenes limite en el proceso de agregacién irreversible: (a)
La llamada agregacién coloidal limitada por difusién (DLCA), ocurria en forma ripida
y estaba caracterizada por dy ~ 1.8. En este tipo de agregacién, las particulas que
colisionan se suponia que se pegaban al primer contacto entre ellas. En oposicion, (b)
la agregacién coloidal limitada por reaccién (RLCA), ocurria muy lentamente y estaba
caracterizada por cumulos mds compactos, con dy = 2.1. Se pensaba que en este tipo
de agregacién habia muchas colisiones entre las particulas, antes de que dos de ellas
decidieran unirse con un enlace irreversible. Esta diferencia en dimensiones fractales
puede racionalizarse al notar que dos ciimulos que colisionan en RLCA se interpenetran
mas antes de quedar pegados, resultando en un ciimulo mas compacto.

Ya para entonces se habia propuesto un modelo computacional que describia la agre-
gacién irreversible de particulas que se movian con cinética browniana [12,13], aunque
dicho modelo sélo se habia simulado en d = 2. Cuando posteriormente se hicieron las
simulaciones en 3 dimensiones, se encontré una correspondencia notable entre los valores
de la dimension fractal obtenidos a partir del modelo y de los experimentos. En dicho
modelo [12, 13] la agregacion se efectuaba en una red hiperciibica con L sitios, en los que
se distribuian aleatoriamente N, particulas. Si cualesquiera dos particulas se tocaban,
se decia que pertenecian al mismo cimulo conectado por enlaces de vecinos cercanos. Se
escogian cimulos en forma (i) ya sea totalmente aleatoria o (ii) pesados de acuerdo a
su movilidad, y se movian rigidamente un espaciamiento de la red en cualquiera de las
2d posibles direcciones, simulando asi una caminata aleatoria o movimiento browniano
para los cimulos. Si en su devenir browniano cualesquiera dos ciimulos llegaban a ser
vecinos cercanos, se volvian a unir para formar un cimulo mas grande, y asi sucesiva-
mente. Es claro que este modelo describiria la agregacién DLCA, que ocurria en forma
rapida. Para describir la agregacién RLCA se tendria que incluir una probabilidad de
unién P entre dos ctimulos que llegaban a ser vecinos cercanos, debiendo considerar el
caso en que P tendia a cero. Desafortunadamente, en aquella época las computadoras
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eran bastante mas lentas que hoy en dia, por lo que las simulaciones con una P muy
pequeiia tomaban mucho tiempo de CPU, y se tuvo que recurrir a otros modelos [14]
para describir la agregacién RLCA. Entre las cantidades que se estudiaban, tanto en las
simulaciones como en los experimentos, estaban el tamano de ciimulo promedio numeérico
Sn(t) y promedio pesado Sy (t), asi como la distribucién de tamafios de ciimulo ny(t), que
nos da el nimero de cimulos de tamano s al tiempo ¢. Se encontré experimentalmente
en DLCA que Sy, (t) y Sn(t) crecian en forma de ley de potencia como funcién del tiem-
po [11,15,16] Sy (t) ~ Sp(t) ~ t*, con z = 1. Por su parte, la distribucién de tamafos de
cumulos, a semejanza con la percolacién, se pudo encontrar por simulaciones tinicamente
que presentaba el escalamiento [17]

ns(t) = NoS~2F(s/8), (11)

en donde S era Sy (t) o S,(t) y F era una funcién universal con forma de campana mds
o menos simétrica. No fue sino hasta 1990 que se publicaron [18] los primeros resultados
experimentales para ns(t) y que mostraban que la funcién F era en realidad asimétrica,
con mas puntos en la rama derecha que en la izquierda. Para el caso de RLCA, se en-
contré experimentalmente [11,15,16] que tanto S, como S, crecian exponencialmente
con el tiempo, mientras que la funcién de distribucién de tamanos satisfacia [18] el es-
calamiento (11) pero con S = S, solamente, indicando que en este caso S, y S, no
son proporcionales. La funcién F' tenia ahora la forma F(z) ~ 277g(z), en donde g(z)
decaia exponencialmente rdpido para z > 1y 7 = 1.5. Desafortunadamente, las simu-
laciones efectuadas para describir el proceso RLCA no proporcionaron ni el crecimiento
exponencial ni el decaimiento de la funcién de distribucién de tamanos, en términos del
exponente 7. Quizds esto se debié a haber utilizado algoritmos diferentes al descrito, con
P tendiendo a cero, para modelar el proceso RLCA.

Mis recientemente [19], se encontré por medio de estudios de dispersién de luz en
el limite DLCA, que la distribucién de luz dispersada I(q) —proporcional al factor de
estructura S(g)— mostraba un pico pronunciado alrededor de un valor finito de g. La
posicion ¢, del pico se movia a valores mds pequenios, mientras que la intensidad del
pico aumentaba a medida que transcurria el tiempo. Este comportamiento se asemejaba
fuertemente al de la dindmica de transicién de fase llamada descomposicién espinodal.
Se encontré también, al igual que en la descomposicién espinodal, que las curvas S (g,t)
para las ltimas etapas de la agregacién mostraban el escalamiento (4)

S(g,t) = am™ ()£ (a/gm(2)), (12)

en donde el exponente era ahora —dy, la dimensién fractal de los cimulos, en lugar de
la dimensién espacial del sistema. Finalmente, para el caso RLCA, es preciso mencionar
que en un par de grupos experimentales no se encontraron picos para S(q,t), mientras
que en otro grupo si se obtuvieron picos aunque no escalamiento.

En esta presentacién queremos relatar nuestras contribuciones, con base en simulacio-
nes por computadora, a diferentes aspectos de estos sistemas agregantes. En la siguiente
seccion describiremos brevemente los 3 modelos utilizados principalmente, y que sirvieron
para llenar los huecos que simulaciones previas no pudieron obtener. En la seccién que
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sigue describiremos los resultados de estas simulaciones en lo que concierne principalmen-
te a la universalidad y al escalamiento, tanto de la funcién de distribucién de tamanos
como del factor de estructura. Finalmente, terminaremos con una breve discusién de los
resultados obtenidos.

2. Los MODELOS

En el primer modelo que consideramos [20,21] para tratar de explicar el crecimiento
exponencial asi como el escalamiento en RLCA, tomamos una red cibica tridimensio-
nal con condiciones de frontera periddicas, en la que a un cierto tiempo intermedio una
coleccion de cimulos hechos de celdas de la red vecinas cercanas se difunde aleatoria-
mente. Escogemos uno de los ciimulos al azar y lo movemos una unidad de la red en
una de las 6 posibles direcciones, siempre que un cierto nimero al azar X uniformemente
distribuido en el intervalo 0 < X < 1 satisface la condicién X < D(s)/Dmnax, en donde
D(s) ~ s~1/41 es el coeficiente de difusién del ciimulo seleccionado de tamano s y Diayx
es el maximo coeficiente de difusién de los cimulos del sistema (que corresponde al de
los cimulos mas pequenios). Después de que cada ciimulo se selecciona, el tiempo se
incrementa por 1/(N, Dpax), en donde N, es el niimero de ciimulos en el sistema en ese
tiempo, independientemente de que el ctimulo se mueva realmente. Si el cimulo intenta
moverse a una de las celdas de la red ocupadas por algin otro ctiimulo (lo que significaria
una colisién), el movimiento no se permite y el ciimulo que se mueve (i) se pega y se une
al otro ciimulo con probabilidad P o (ii) permanece lado a lado con el otro con probabi-
lidad 1 — P. Se hizo notar [20] que en un sistema real fuera de la red, una colisiéon de dos
cumulos ocurre entre sélo dos particulas coloidales al mismo tiempo. En el modelo de la
red, con particulas hechas de cubos perfectos del mismo tamano, colisiones entre varios
pares de particulas coloidales pueden ocurrir exactamente al mismo tiempo. Como no
esperamos que el modelo sea idéntico al sistema real sino tinicamente que lo represente,
solo una prueba de unién con probabilidad P se hizo, sin importar que dos o mas celdas
del ciimulo que se mueve traten de traslapar a celdas del segundo cimulo. Sin embargo,
para el caso DLCA, en donde P vale exactamente uno, el hechc de que el traslape ocurra
en uno o mas lugares es irrelevante.

Dado que el modelo anterior no produjo ni el crecimiento exponencial en RLCA ni el
escalamiento de n,(t) observado experimentalmente, se propuso un segundo modelo [22]
en donde se hacia notar que en el modelo sobre la red habiamos involuntariamente igua-
lado dos cantidades que no eran necesariamente iguales. El tamano lineal de las celdas,
que definia el tamano de las particulas, lo habiamos hecho igual a la longitud del paso
en el devenir browniano de los cimulos. No obstante. sabemos que la longitud de paso
elemental en la mayor parte de los sistemas brownianos es bastante mds pequena que el
tamafio de las particulas. Se hizo notar que si bien este hecho no deberia importar en
el caso DLCA, en el que hay unién al primer contacto, en RLCA con longitud de paso
elemental muy pequena comparada con el tamarfio de particula, hay muchas colisiones en-
tre dos particulas coloidales —que pertenecen a dos ctiimulos— antes de que los ctimulos
se alejen. Este hecho podria muy bien cambiar los resultados. Se propuso entonces un
modelo en el continuo con particulas esféricas de didmetro d, que podria tomar en cuenta
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longitudes de paso muy diversas, desde d/1.4 hasta d/20.0 .

Finalmente, un tercer modelo se disené [23], casi idéntico al primer modelo en una
red, con la excepcién de que se hacia una prueba de unién con probabilidad P por cada
traslape que ocurria.

3. RESULTADOS

3.1. OBTENCION DEL CRECIMIENTO EXPONENCIAL Y DEL ESCALAMIENTO DE ns(t) EN RLCA

Al hacer uso del primer algoritmo [20,21], se observé que si bien habia inicialmente un
crecimiento exponencial en el tiempo de los tamafos de ctimulo promedio, éste ocurria
en una fraccién muy pequena del tiempo de agregacién total, habiendo un cruzamiento
a ley de potencia en tiempos posteriores. También se observé que las graficas log-log de
las curvas ng(t) vs. s empiezan a mostrar una recta después de un tiempo transiente.
No obstante, se noté que el exponente 7 (con valor inicial de 1.5 para valores de P
pequenos) disminuia en el tiempo, lo que impedia el escalamiento (11) vonx 8 = 8, 5
Flay=wTglw].

Al utilizar el segundo modelo de agregacién [22], se encontraron los mismos resultados
que con el primer modelo, o sea un tiempo de agregacién exponencial muy corto y un
exponente 7 que empezaba en 1.5 pero que en seguida empezaba a disminuir. La tnica
diferencia en los resultados, con el primer modelo, es que con el segundo modelo el
tiempo fisico de agregacion se reducfa considerablemente. Esto indicaba en efecto que, si
la longitud del paso era pequena respecto al didmetro, dos particulas coloidales vecinas -
que pertenecen a dos cimulos— efectiian muchas colisiones antes de que los dos ciimulos
se alejen. Al meditar un poco se llega a la conclusién de que sl queremos un exponente 7
constante y no uno que decrezca con el tiempo, necesitamos un mecanismo que acelere la
agregacion de cimulos medianos y grandes. Se hizo notar (23] que cuando dos cimulos
grandes se acercan, lo hacen no solo alrededor de un par de particulas que se aproximan
sino alrededor de varios pares. Desde luego que si tnicamente se considera difusién
traslacional, sélo uno de esos pares es el privilegiado para colisionar (23], lo que a su vez
impide la colisién en los otros pares. Sin embargo, al introducir la difusién rotacional
que en realidad ocurre en el sistema, todos esos pares estaran accesibles para colisionar.

Entonces, es claro que el algoritmo a considerar (23], para describir RLCA, puede
ser el primer algoritmo en la red pero con una prueba de unién con probabilidad P por
cada par de traslapes, que indicarian pares de particulas coloidales cercanas. Este es el
que hemos denominado modelo 3 en el presente articulo. En las Figs. 1 y 2 describimos
algunos de los resultados del modelo 3 aplicado a RLCA. En la Fig. 1 se muestra el
logaritmo del tamano de cimulo promedio pesado asi como el logaritmo del ntimero de
ciimulos, ambos como funciones del tiempo, parauna probabilidad de unién de 0.0005.
Como se puede notar hay una recta apreciablemente grande, abarcando cerca de 1/3
del tiempo de agregacion total, indicando asi un crecimiento exponencial tanto para S,
como para S,(= N,/N.). En la Fig. 2 se muestra una grafica log-log de la funcién
F = S2(t) ng(t)/N, vs. z = s/Sw(t) para una de las simulaciones con ¢ = 0.01 y
P = 0.0005 . El hecho de que los puntos que corresponden a tiempos diferentes caigan
en una misma curva, indica que el escalamiento (11) con Flz) =z7"g(z) y 7 = 1.5
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FiGURA 1. El logaritmo del tamafio de cimulo promedio pesado, Sy (t), y el logaritmo del mimero
de cimulos, N.(t), como funciones del tiempo, para una simulacién con fraccién de volumen de
0.01 y probabilidad de adhesién al contacto de 0.0005, usando el tercer modelo explicado en el
texto.
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FIGURA 2. Gréafica log-log de la funcién F = SZ(t) n,(t)/No vs. = = s/Sy(t), para 5 tiempos
diferentes de la misma simulacién de la Fig. 1. La linea punteada que pasa a través de nuestros
puntos proviene de una gréfica experimental similar [18]. La recta punteada con pendiente —1.5
es inicamente una guia para el ojo.
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FiGURA 3. El logaritmo de F' = SZ(t) ns(t)/N, vs. el logaritmo de z = s/S,(t), a muchos
tiempos de una simulacién DLCA, para tres fracciones de volumen diferentes: (a) @ = 0.001,
(b) ¢ =0.03 y (c) ¢ = 0.139.

si funciond. También fue sorprendente la superposicién de los datos experimentales de
Broide y Cohen [18] con nuestros datos. La curva discontinua que pasa a través de
nuestros datos proviene de una gréfica semejante hecha en la Ref. 18.

3.2. OBTENCION DEL ESCALAMIENTO DE n,(t) EN DLCA

Ya se indic6 que las primeras simulaciones DLCA obtenian un escalamiento de la funcién
de distribucién de tamanos, con una F(z) en forma de campana mas o menos simétrica.
No obstante, experimentos subsecuentes demostraron que en dicha campana ocurrian
mas puntos en la rama derecha que en la izquierda. Una vez que contdbamos con un
modelo computacional adecuado para describir RLCA, fue sencillo utilizarlo en DLCA
poniendo simplemente P = 1. De esta manera [24], encontramos la forma de la funcién
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escalante F'(z) para DLCA, que esta descrita en la Fig. 3. En dicha figura podemos
apreciar que efectivamente hay una campana asimétrica para la funcién de escalamiento
F(z), pero linicamente para concentraciones bajas (las que después de todo son las que
se han estudiado en los sistemas experimentales). Para concentraciones mayores la rama
izquierda se levanta y la n4(t) decae como ley de potencia como funcién de s. Esta es
una prediccién de simulacion que todavia requiere la confirmaciéon experimental.

3.3. OBTENCION DEL ESCALAMIENTO DE S(g,t) EN DLCA

Para este efecto [25,26] se usd el algoritmo 3, aunque también se puede usar el 1, como ya
se explicd. Para calcular el factor de estructura, primeramente determinamos la funcién
de correlacion de pares g(r,t) y luego hacemos una transformaciéon de Fourier. Para
evaluar g(r,t) detenemos momentdneamente la simulacion a tiempos predeterminados y
obtenemos un histograma, que nos da el nimero de pares de particulas cuya distancia
estd entre r y r + dr. La g(r) se puede calcular de este histograma con la formula

densidad de pares en (r, r + 07)
g(r) =

densidad promedio de pares (13)
Una de las ventajas de las simulaciones numéricas sobre los estudios experimentales
es que se pueden obtener cantidades que no se pueden o son muy dificiles de obtener
experimentalmente. Pudimos entonces lograr pares de curvas g(r,t) — S(q,t), en las
que observamos muy notoriamente [25,26] un minimo en la g(r), del que ya se habia
intuido su existencia con anterioridad. En las Figs. 4 y 5 mostramos un par de estas
curvas en las que notamos dicho minimo, definiendo una zona de vacio que rodea a cada
cimulo. Ademds, es preciso remarcar el hecho de que, en esas figuras, la posicién del
méximo de la S(g) corresponde, en el espacio real, a la distancia entre cimulos vecinos
cercanos. La confirmacién de este tltimo punto [25,26] resolvié una discrepancia que
existia entre los investigadores acerca del significado de la posicién del miximo de la
S(g). En las Figs. 6 y 7 se muestran las diferentes curvas S(q,t) a diferentes tiempos,
tanto en escala lineal como en escala logaritmica. En esta ultima grafica notamos con
claridad el decaimiento g~% que tiene el factor de estructura S(g), como debe ocurrir
para cumulos fractales. En la Fig. 8 se muestra el escalamiento (12) de este factor de
estructura. Que las diferentes curvas S(g,t) se superpongan tan bien indica que dicho
escalamiento se satisface plenamente.

4. DISCUSION

Hemos visto cémo el definir algoritmos computacionales en forma plausible, nos lleva a
la obtencién de resultados que se acercan notablemente a los experimentales. En par-
ticular, los valores de las dimensiones fractales de los ctimulos, en el limite de dilucion
infinita [24), concuerdan notoriamente con los valores experimentales. Hemos observado
también que es posible obtener las leyes de crecimiento y el escalamiento de la funcién
de distribucién de ctimulos, tanto para DLCA como para RLCA, que se obtenian en los
experimentos. Mds atin, hemos visto que podemos obtener el escalamiento del factor de
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FIGURA 4. La funcién de correlacién de pares g(r) vs. 7 al tiempo ¢t = 2981, de una simulacién
DLCA con fraccién de volumen de 0.01. El punto “a” estd definido por el cruce de la curva con
la unidad, mientras que el punto “b” define el minimo de la curva. La definicién del punto “c¢”
se encuentra en la Fig. 5.
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FIGURA 5. El factor de estructura S(gq) vs. ¢ para el mismo tiempo de la misma simulacién de

(1))

la Fig. 4. El punto “c” estd definido como el miximo de la curva. Nétese que para obtener
la posicion de los puntos “a” y “b" en esta grafica, hay que dividir 27 entre la correspondiente
posicion de dichos puntos en la Fig. 4. En forma reciproca se obtiene la posicién del punto “c”

en la Fig. 4.
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FIGURA 6. Las diferentes curvas S(q,t) para tiempos diferentes de una simulacién DLCA con
¢ = 0.03. Notamos que a medida que transcurre el tiempo la posicién del maximo se corre hacia
la izquierda mientras que dicho maximo aumenta en intensidad.
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FIGURA 7. Las mismas curvas de la Fig. 6, pero en una gréfica log-log. El decaimiento S(g) ~ g Y

nos proporciona una estimacion de la dimensién fractal.

estructura y la funcién universal que aparecia en los experimentos, a través de nuestras
simulaciones. Hemos reconocido también el hecho de que con las simulaciones por com-
putadora es posible obtener cantidades que serfa muy dificil, o aun imposible, de obtener
experimentalmente, tornandose entonces dichas simulaciones en la herramienta ideal pa-
ra la obtencion de dichas cantidades. Si bien las simulaciones computacionales tienen un
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FiGUuRA 8. La funcién f = qﬁ{ (t) S(q.t) vs. £ = q/qm(t), para las 6 dltimas curvas de la Fig. 6.
Notamos la superposicién que existe de dichas curvas a tiempos diferentes.

limite (por ejemplo, el no poder bajar mucho m4s la probabilidad de pegamiento entre
cumulos sin aumentar exorbitantemente el tiempo de computo), son herramientas inva-
luables con las que podemos probar el comportamiento de los diferentes sistemas fisicos en
condiciones diversas. Asi entonces se vuelve mas facil estudiar, por ejemplo, una depen-
dencia en la concentracién [24] de todas las cantidades que consideramos en este articulo,
via simulacién por computadora que via estudios experimentales demasiado laboriosos.
La concordancia tan notable simulacién-experimento que hemos encontrado aqui, avala
entonces los resultados dependientes de la concentracién que se obtuvieron [24] exclusi-
vamente con computadora. Varios otros problemas en este campo contintian abiertos,
como la descripcién de la agregacién bajo el efecto de una deriva, que ocurriria cuando
no podemos despreciar el campo gravitacional. Otro problema importante es el de la
agregacion de una mezcla binaria de coloides. Estos y algunos otros problemas estin
siendo atacados actualmente en nuestro grupo.
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