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RESUMEN. Se deriva de la ecuacion ciibica-quinta de Schrédinger a la ecuacién no lineal de la cuer-
da. Este sistema soporta solitones regulares y singulares. Se muestra que mediante interacciones
de solitones regulares es posible la generacién de solitones singulares y viceversa.

ABSTRACT. Starting from the cubic-quintic Schrodinger equation it is obtained the nonlinear
string equation. This system supports regular and singular solitons. It is shown that two singular
solitons could be generated after the interaction of two regular solitions and vice versa.

PACS: 11.27.4d; 11.30.Na

1. INTRODUCCION

La biisqueda de solitones en sistemas no lineales ha sido y es un campo muy activo de
investigacion teérica y experimental en los ultimos tiempos. El termino solitén se usa
aqui en un sentido fisico amplio, asumiendo que es cualquier solucién cldsica de ecuaciones
no lineales, concentrado en una regién del espacio en todo el tiempo y que tiene energia
finita [1].

Existen diversos modelos que estudian solitones. En este trabajo nosotros analizamos
la versién no relativista del modelo ¢® de la teoria no lineal de campos. A la ecuacién
no lineal que describe el modelo ¢® no relativista, se le conoce también como ecuacién
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no lineal ctibica-quinta (¢* — ¢°) de Schrédinger (ECQS) que en 1 + 1 dimensiones del
espacio-tiempo tiene la forma

10t + Pre — [3|sc>|2 - (24 + po)] (Itpl2 - ,00) @ =0. (1)

Esta version unidimensional permite encontrar analiticamente las soluciones solitdni-
cas en forma explicita y los parametros A y pg estdn determinados por las propiedades
del sistema fisico en estudio.

La ECQS aparece en varias dreas de la fisica, en donde las ecuaciones diferenciales
correspondientes describen la propagacién de ondas no lineales en medios dispersivos. Tal
es el caso de la teoria del ferromagnetismo [2], de la hidrodindmica nuclear con la fuerza
de Skyrme [3], de la fisica del plasma [4] y de las particulas elementales [5]. Ademas,
este modelo se extiende hasta la fenomenologia de las transiciones de fase [6, 7] mediante
métodos de estados coherentes [8], dptica no lineal [9] y estudio de sistemas bioldgicos [10].
En el trabajo [11] fue realizado el andlisis desde el punto de vista de grupos de simetria.
La variante relativista de la ECQS se obtiene haciendo el reemplazo formal de ip; por
Pt

Aqui nosotros estudiaremos las soluciones 1- y 2-soliténicas (regulares y singulares)
de la ecuacién no lineal de la cuerda tipo Boussinesq obtenida a partir de (1).

Cabe mencionar, que es bien conocida la existencia de teoremas sobre soluciones rea-
les que colapsan después de un cierto tiempo en problemas de Cauchy para ecuaciones
tipo Boussinesq [12,13] y ademads, la existencia de soluciones singulares definidos en todo
el espacio no son raras excepciones (por ejemplo, véanse Refs. 14 y 15). Las solucio-
nes singulares poseen propiedades importantes. Suficiente con mencionar las soluciones
singulares en la teoria de gravitacién de Einstein (las soluciones tipo huecos negros o
de Schwarzschild) y todos aquellos que tienen singularidades césmicas. En este trabajo
analizamos casos concretos de comportamientos de solitones singulares y regulares.

En la siguiente seccién obtenemos la ecuacién no lineal de la cuerda o ecuacién especial
de Boussinesq (10). La Sec. 3 esta dedicada a las perturbaciones en el vacio estable de
la ENC. Las soluciones exactas 1- y 2-soliténica se estudian en la Sec. 4. En la Sec. 5 se
analiza el comportamiento concreto de dos solitones singulares o regulares inicialmente
separados uno de otro en la ecuacion no lineal de la cuerda. Por ultimo, en la Sec. 6 se
dan las conclusiones.

2. ECUACION NO LINEAL DE LA CUERDA

El hamiltoniano que da origen a la Ec. (1) se escribe como

E= f (lipzl?) dz + / (lef* - 90)2 (lof* = A) dz=T+V. (2)

Se puede demostrar que bajo ciertas transformaciones de escala, la solucién de la ecuacion
% —1p® (QNSE), depende sélo de la relacién paramétrica A/pg. Por lo cual, sin pérdida
de generalidad, podemos hacer pg = 1. En diversos trabajos [2,10,16] se estudio la
Ec. (1) para distintos valores del pardmetro relevante A y para diferentes dimensiones.
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FIGURA 1. El potencial U (¢) para varios valores del pardmetro A. Los minimos de este potencial
estan ubicados en los puntos ¢ = 0y ¢ = £+/8.

Cuando A > 1, es facil comprobar que la densidad del potencial V' en el hamilto-
niano (2) se hace minimo cuando el campo toma el valor de |p|> = = 1(24+1). La
representacién grafica de la densidad potencial U estd dada en la Fig. 1. La forma de
este potencial para cierto valor de A en cosmologia es similar al potencial del campo que
gobierna el proceso inflacionario [17].

Analicemos el limite cuando A — 3, para A > 1 y transformamos al campo ¢ en las
inmediaciones del minimo ¢ = /3, de la siguiente manera:

(P(:I;at) = ngﬂ - ’Y(Iat)v (3)

donde asumimos que 7 es una perturbacion al vacio y su magnitud es del mismo orden
que 3 — A. Reemplazamos la ecuacién anterior en la Ec. (1). Considerando componentes
hasta términos cuadrdticos, la Ec. (1) se transforma en

s + Yoz — 308 (v +7*) +38%% (y +4*)2 =0,

donde b = %(A4 — 1). Haciendo n = (y++*), £ = i(y—7") y sustituyéndolos en la
ecuacién precedente finalmente se observa

Tt — Gbﬁ"?mx T 6.63/2 (7?2):” + Nzgzz = 0. (4)

Hemos conseguido asi la ecuacién especial de Boussinesq. Una ecuacién similar [2] se
obtiene cuando A < 1, en donde los minimos degenerados absolutos se define por |p|? = 1.
Es facil comprobar que la regién paramétrica A < 1 es matematicamente simétrica a la
regién que nosotros investigamos.
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3. PERTURBACIONES LINEALES

Como es ficil de percatarse, la solucién trivial o vacio u = 0, satisface a la Ec. (4) si
tomamos la perturbacién al vacio u como du = £(z,t) = e!*xT%7) y a reemplazamos en
(4), en el limite lineal obtenemos la dispersién de Bogoliubov:

W=k [k +3(4-1)(24+1)] > 0. (5)

Esta relacién indica que el espectro w? no tiene valores negativos para todo k&(—oo, +00).
Por lo tanto, para cualquier { tenemos una oscilacién que no perjudica al vacio u. La
Ec. (5) se puede tomar como el equivalente (en el espacio del mapeo de Fourier) de la
ecuacién operacional que actuando sobre u(z,t) nos produce la Ec. (4), pero ahora sin el
término no lineal. La velocidad del sonido en el condensado estable se obtiene facilmente

de la Ec. (5) mediante

w2

S e T
vs = e
Por ejemplo, la relacién entre la velocidad V' de la solucién 1-soliténica, y del sonido estd
dada por la formula V? = 12 — 4Q?33/2. El solitén es entonces subsénico.

En el caso de la ecuacién estandar de Boussinesq (SB),
trr = Uy = 6(u)xy = Uyrnx =0, (6)
la relacién dispersiva es
w? =k (K - 1). (7)

Pero como la ecuacién SB describe oscilaciones con longitudes de onda larga, (por ejem-
plo, ondas superficiales del agua bajo gravedad, ondas iénicas actsticas, etc.), entonces
k < 1, lo cual implica que el vacio colapsa al sentir el efecto de una perturbacion tipo
£ ~ e ™t [18].

4. SOLUCIONES EXACTAS

4.1. ALGUNAS PROPIEDADES

Veamos la velocidad de un impulso soliténico. El comportamiento del impulso esta
gobernado por la Ec. (4). Transformamos esta ecuacion en un sistema de dos ecuaciones.
Para ello introducimos una nueva funcioén u(z,t) que satisface

gy _ _0Ou
at oz’
E—*am (ﬁbﬂn_ﬁﬁ n _T]:r.w)-

Aplicando el método del trabajo [19] se obtiene para la velocidad del pulso la siguiente

formula:
02 [bydz — [ B/?n? dz
2 _ — =6 -
ye = (P) 6ﬁ( Tortte ’ (8)
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De ésta ecuacion es facil deducir que la velocidad del pulso estd acotada y satisface la
relacion

0 < v* < 64b. (9)

La “masa” de cualquier solucién soliténica u empleando la féormula (11) se puede
obtener en forma general para singulares y regulares de la formula

o] f +co
M =f u(z,t)dr = | =
—00 f —00
Asi como también el centro de masa se calculara por
[m (z,t)d : [ zf‘“+1f2rroo
Tom = zu(z,t)de = — |—2z= + In
CcM - ) M 7 .

Donde f satisface la Ec. (12). Para el caso de 1-solucion soliténica, tenemos que M = |p|
y para dos soluciones soliténicas: M = |py| + |p2] -

Si se tienen sélo ondas que estan desplazandose en una sola direccion, con longitudes
de onda larga en el limite no lineal y dispersivo débiles, partiendo de la Ec. (10) mediante

la transformacién
02 -8 (w—k)w+k)

uno obtiene la ecuacién de Korteweg y de Vries (KdV):

ot oz  9xd

En las Refs. 21 y 22 se estudian las soluciones singulares de esta ecuacion.

=0.

4.2. SOLUCION 1-SOLITONICA

Realizamos los siguientes cambios de variables en la Ec. (4): 7 = 6b8t; x = V6bFz; n =
6b431/2u. Entonces, la ecuacién la ENC adopta la forma adimensional

Urr — Uy + 6(u? )y + Uyonx = 0 (10)

Buscamos la solucién de la ecuacién anterior utilizando el método de Hirota [23], en la
siguiente siguiente:
52
u=@lnf(x,f), (11)

donde la funcién f (x, 7) satisface la ecuacién
2 2 2
= (fr) * ffr'r == (fx) = ffxx + 3(fxx) o= 4fxf)(xx + ffxxxx = 0 (12)
Para la solucion 1-soliténica consideramos que

f=1+aem), (13)
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donde
0(x,7) = px + wrya = cte.

Si v > 0 entonces obtenemos el solitén regular
2
s %sechz [‘g (x +evr) + lna] . (14)

Ahora, si @ < 0, aparece el antisolitén o solitén singular
2
u= —%—cosech2 [g (x +evr) + anal] ,

donde € = +1, v? = 1—p?. Las magnitudes a, x y 7 pueden ser reescaladas para producir
coeficientes deseados en los términos de la ecuacién especial de Boussinesq (4).

4.3. SOLUCION 2-SOLITONICA

Para la solucién 2-soliténica, la funcién f(x,7) de la Ec. (12) tendrd la forma [20]

FOGT) =14 @1+ 02 + Mpripz,
donde
pi = €, (15)
2y = pix + gjwiT + Zj, =1, 2

Pi, Wi, Z; son parametros constantes y ¢; = 1. Transformamos a las variables 2; de la
siguiente manera:
zi = pi (x + o + &aviT)

donde v; = w;/p; son las velocidades de los paquetes de ondas, o; = Z;/p;, y pi # 0.
Sustituyendo estas tiltimas expresiones en la Ec. (10) para soluciones analiticas al sistema,
se obtiene para el parametro A la relacion

_ (e1v1 — €2v2)% = 3 (@1 — g2)°

X g "
(e1v1 — €2v2)° — 3 (q1 + g2)

(16)

Las relaciones entre las velocidades v; y los pardmetros p; deberan ser
2 _ 2
vy =1—p;.

Esta ultima relacién pone una restriccion fuerte en el comportamiento de los solitones
regulares. Por este motivo y porque las amplitudes dependen de las velocidades, el
solitén de menor amplitud se moverd mds rapidamente que el de mayor amplitud. Esta
propiedad es muy diferente a lo que sucede con los solitones comunes de KdV y otros
sistemas no lineales, en donde el comportamiento es inverso. La solucion 2-soliténica
posee la siguiente forma:

_ {tatsech(a1/2) + dafsech®(z2/2) + (@ = 1) sech? (a1 /Dect®(2/2) [G e DI}
i = {4+(O'* l)[l+tanh(z1/2)][l_+_tanh{z2/2)]}2 , (17)




CREACION Y ANIQUILACION DE SOLITONES ... 367

donde
G(x,7)= [2p1pz +p3(14€) +p2(1 + 322)] .

Para investigar la colision de dos solitones asimptéticos descritos por la féormula an-
terior, es conveniente colocar el sistema de referencia en uno de ellos. Definamos una
nueva variable £ = z — ¢;14t. Entonces tenemos para las funciones ¢y de (15)

w; = exp{p; [ +t (eivi + &5v5)]},
wi = exp [p; (£)],

donde:i=1,2 j=1,2 #1.

Se puede escoger por ejemplo que los parametros p; satisfagan la relacién p; > ps.
Veamos ahora el limite cuando ¢ -+ —o0. Logrando que £ sea finita, entonces ¢; se torna
acotada, pero al mismo tiempo ¢; — 0. En este caso la solucién (17) se hace igual a

I 2 [1
uy &~ —-sech [— pi (z — ’U,;E,‘t)] "
4 2
Esta solucion es un simple solitén regular.
Por otro lado, si consideramos que £ ~ (¢;v; + £;v;) t y tomamos el limite t — —o0,
de tal manera que ¢; quede acotado y ¢; — oo, se obtienen dos tipos de soluciones:
solitones singulares y solitones regulares que existen en el “infinito” pasado y son las

siguientes:

P2 1
U & I"sech2 [1n A+ 5;0]- (r + vjajt)] ;

para A >0,y 3

p
& *«le—cosechz

1
In|A| + ipj (z+ vjejt)] ;

cuando A < 0.
Considerando la situacion simétrica con respecto a la variable £ tenemos parat = —co
las combinaciones posibles:

A) regular-regular,
B) regular-singular, y
C) singular-singular.

Veamos ahora los valores positivos del tiempo. Si € es finito y ¢ — oc, entonces ;
queda acotada y ¢; — oo y viceversa. Esto produce la solucién

p? 1
TR I’sech2 [lnz\ + o P (z - szit)]

para A > 0, y ,

; 1
= —1%(:053(:h2 {1n|)\| + 3P (z — vjejt)]

para A < 0.
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FI1GURA 2. Interaccién de dos solitones regulares. Si uno de ellos tiene velocidad mayor, entonces
su amplitud correspondiente serd menor con respecto a la que posee el otro solitén.

Pl

=1

FIGURA 3. La interseccién de las dos desigualdades (18) produce la regién sombreada donde viven
los solitones singulares junto a los regulares.

Pero si ahora consideramos al mismo tiempo que ¢t = ooy =~ (£;v; + £2v2) ¢, entonces
la funcién p; se acota y la funcién ¢; — 0. En tal caso obtenemos el solitén simple
2
p; 1
u =~ “tsech® | = p; (z + vieit) /2] .
4 2
Nuevamente se consigue la misma combinacién solitonica por parejas como en el caso
anterior: A, B y C. Es facil notar que si q; = g2, la Ec. (14) se reduce a un solo soliton.
Como se ve del analisis asimptético de la solucion general para dos solitones (17) se
puede hacer la siguiente clasificacion:

1. A > 0. En esta regién inicamente viven los solitones regulares. El solitén de menor
amplitud viaja mas rapido que el de mayor amplitud.
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FiGuRrA 4a. Interaccién de un solitén normal con otro singular desplazdndose en sentidos con-
trarios.

2. A < 0. Como complemento a las soluciones regulares se obtienen ademds las solu-
ciones singulares que coexisten con ellos. Los solitones singulares viven en el sector
negativo del campo.

La Fig. 2 nos muestra la grafica de la soluciones regulares de (17) para valores de los
parametros tomados en distintos momentos de tiempo. Como es conocido, el compor-
tamiento de este tipo de solitones durante la colisién es del tipo estdndar, es decir que
cada uno ellos sufre un cambio de fase, o sea que el centro de cada uno de estas ondas
solitarias después del choque estard un poco desplazado con relacién a lo que tendrian en
un movimiento libre. Para el solitén mas alto el cambio de fase es de «; hasta a; + In A,
al mismo tiempo para el mds pequeno fue de o + In A hasta a; cuando el tiempo va
pasando desde —oo hasta +oc. El cambio de fase total es A# = 0, lo que produce que el
centro de masa de los pares asimptéticos de los solitones viaja con velocidad constante.

5. INTERACCION DE SOLITONES SINGULARES

Para el valor de A < 0 tenemos dos casos:

I) 162 = 1. Como se puede observar de la expresion (16) se obtiene las relaciones
para los valores de los parametros p; y pa:
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t=400 JgiEs
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FIGURA 4b. Dos solitones, uno regular y el otro singular, antes del choque se mueven en el mismo
sentido.

p? +pi—pip2 — 3 <0, (18)
Pt +pi+pip2— 3 > 0.

La igualdad a cero de la primera desigualdad de la formula anterior (18) permite
obtener condiciones para calcular las soluciones resonantes del sistema [26].

II) £,62 = —1. Aqui se obtiene las mismas expresiones de las Ecs. (18), pero con el
signo de p;p, opuesto.

Esta situacién se ilustra en la Fig. 3. La zona sombreada es la region paramétrica
en donde viven los solitones singulares.

Las Figs. 4a y 4b, nos muestran la interaccién de solitones singulares y normales.
Después del choque de un solitén singular con otro solitén regular, independientemente
de la direccién de ambos, reaparecen nuevamente pero transformados, es decir el singular
se convierte en regular y viceversa. Cada una de las ondas conservan su individualidad
y contimian su camino en el mismo sentido.

La Fig. 5 muestra la interaccién de dos solitones singulares para dar origen a dos
regulares. En t — —oo se tienen dos soluciones singulares moviéndose libremente en el
espacio unidimensional. Después del choque desaparecen los dos huecos, se desmoronan
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FIGURA 5. Aniquilacién y creacién de dos solitones huecos y normales representados por la
Ec. (17). Después de la interaccién entre solitones singulares, aparecen dos solitones normales
viajeros y viceversa,

—~

y dan lugar por un momento a un todo tinico como un solitén, pero inestable. Después
de un lapso de tiempo emergen dos solitones normales uno mas alto que el otro. Residuos
tales como radiaciones no fueron observados. Estos solitones adquieren la velocidad de
sus antepasados huecos y se van por el espacio indefinidamente. Cuando dos huecos se
desplazan en la misma direccién se observa un cuadro analogo al anterior. Obviamente
semejantes propiedades se observan cuando inicialmente se tienen dos solitones regulares
y después chocan. Para valores negativos de p; el comportamiento es el mismo, solo que
en este caso las figuras de los solitones sufren una transformacién de reflexién.

6. CONCLUSIONES

Se obtuvo la ecuacion no lineal de la cuerda o especial de Boussinesq (EEB) a partir de
la ecuacién no lineal de Schrodinger del modelo ¢° no relativista. Esta ecuacion posee el
vacio estable en donde las perturbaciones solitdnicas se desenvuelven. Hemos analizado
en forma explicita soluciones 1- y 2-solitdnicas regulares y singulares. Del andlisis del
comportamiento asimptotico de las soluciones se obtienen solitones regulares y singulares.
Del comportamiento de estos solitones durante el choque se puede deducir que ellos se
crean y se destruyen mutuamente. Los solitones singulares viven en el sector sombreado
de la Fig. 3 y estd determinado por el valor negativo del pardmetro A. Nuestras soluciones
son excitaciones soliténicas de un vacio o condensado estable. El comportamiento de
las m-soluciones y la dindmica tipo particulas de las singularidades de la ENC seran
reportados posteriormente.
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La ecuacién SB es un sistema integrable, es decir, posee N-soluciones soliténicas e infinitas
leyes de conservacion [24,23]. Pero los calculos numéricos directos basados en ella, fueron
practicamente imposibles de realizar por la inestabilidad del vacio sobre el cual los solitones
fueron construidos. Esto condujo a la variante mejorada de la ecuacién estandar de Boussinesq
hecha por Makhankov [2]:

Lo = (8} - 0% — 3;02)¢ = (#")ax-

que contiene soluciones soliténicas de interaccién ineldstica.

R. Hirota., Math. Phys. 14 (1973) 810

La forma mas general de solucién 2-soliténica en donde se inserta explicitamente a los solitones
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f =146 exp(z1)+daexp(2) + dzexp (21 + 22 + 26),

donde d; = £1,i=1,2,3
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