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RESUMEN. Damos un ejemplo explicito del uso de la regularizacién dimensional para calcular en
forma unificada las divergencias ultravioletas e infrarrojas, asi como las singularidades de masa,
mediante la consideracioén y verificacién del teorema LMS (singularidades logaritmicas de masa),
teniendo como esquema a la electrodindmica cudntica no masiva (QED). En la seccién total se
cancelan todas las divergencias si se toman en cuenta tanto la emisién de fotones suaves como de
duros.

RESUMEN. We give an explicit example of the use of dimensional regularization to calculate in
a unified approach, all the ultraviolet, infrared and mass singularities, by considering the LMS
(logarithms of mass singularities) theorem in the frame of massless QED (quantum electrodyna-
mics). In the calculation of the divergent part of the cross section, all singularities are found to
cancel provided soft and hard photon emission are both taken into account.

PACS: 11.80,F; 11.20.D; 11.10.G

1. INTRODUCCION

Es bien conocido que las divergencias ultravioletas [1] e infrarrojas [2] en QED pueden
ser simultdneamente regularizadas via el método de regularizacién dimensional [3]. Es
también conocido que correcciones de orden mds alto contienen logaritmos de la masa del
electréon. En el limite m, — 0, uno espera que aparezcan singularidades de masa, y éstas
son representadas en desarrollos de series de potencias de la matriz-S como logaritmos de
me. Estas singularidades han sido estudiadas por Kinoshita [4] y por Lee y Nauenberg [5],
y de esos trabajos proviene el teorema LMS sobre la cancelacién de singularidades de
masa. El teorema LMS, debido a T.D. Lee y M. Nauenberg se enuncia de la siguiente
manera: “Para un sistema con estados degenerados en la energia, el desarrollo en serie
de los elementos de la matriz-S pueden mostrar singularidades”.

Se demuestra en la mecdnica cudntica que bajo condiciones generales no aparecen tales
singularidades en el desarrollo en serie de las probabilidades de transicién, siempre que
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se promedie sobre un ensemble apropiado de estados que son degenerados. La aplicacién
del teorema conduce a la cancelacién de las singularidades de masa y de la divergencia
en el infrarrojo.

Una pregunta legitima es entonces, jpueden también estas singularidades de masa ser
regularizadas por el método de dimensién continua?; esto es, ;puede uno poner la masa
del electrén igual a cero desde el comienzo y obtener resultados finitos siempre que la
dimensidén espacio-tiempo se mantenga como un parametro en la teoria?

En el caso de divergencias infrarrojas, éstas son simplificadas con el uso de la regu-
larizacién dimensional [6], y aunque equivalente al esquema [2] Apin, la regularizacién
dimensional tiene sus propias ventajas: la invariancia de norma se asegura y se preserva
la estructura de las integrales regularizadas. En las divergencias infrarrojas aparecen
también polos en el limite w = 2*. Para proporcionar un ejemplo explicito del uso de la
regularizacion dimensional para calcular en una forma unificada las divergencias ultravio-
letas e infrarrojas, asi como las singularidades de masa, consideraremos el teorema LMS
en el esquema de la QED no masiva y la dispersion de Méller, incluyendo correcciones
reales a fotones suaves y duros, al orden mas bajo no trivial en la teoria de perturbacio-
nes. Este teorema se cumple solamente después de que la inclusién de singularidades de
masa surgen de sustracciones caracteristicas de polos ultravioleta. Sin embargo, cuando
la dimensién espacio-tiempo se usa como un regulador comtn para las divergencias ultra-
violetas, infrarrojas y singularidades de masa, la identificacién de estos distintos tipos de
singularidades tiende a ser obscura. Completamos esta introduccién remarcando algunas
de las consecuencias del teorema LMS, también citado por Marciano [7] para procesos de
decaimiento y algunos resultados en QED. Estas son:

1. Correccién radiativa al decaimiento =~ — e~ + ¥, + v, al orden a. Kinoshita y
Sirlin [8] observaron que aunque las rapideces de decaimiento parcial contenian al
término In (m.), la rapidez de decaimiento total es finita cuando m, — 0.

2. Decaimiento del pion: 7~ — e~ + .. En este caso, el teorema predice, no trivial-
mente, que las correcciones fraccionales (P — P%)/PY a la rapidez de decaimiento
total es libre de singularidades de masa [9].

3. En el caso de la QED no masiva, mencionamos el trabajo de Gastmans et al. [10],
que, utilizando regularizacion dimensional, examina la seccion total de dispersion
de electrones no masivos en un potencial externo al orden (a?). El resultado es una
estructura de polo doble y simple alrededor de w = 2% para términos separados
en la seccién total. Se encuentra que los polos se cancelan si se toma en cuenta el
bremsstrahlung de fotones duros.

4. Garcia y Meuldermans [11], presentan el tratamiento de dispersion Compton de

electrones no masivos e incluyen los cdlculos de todas las singularidades.

Mencionamos un resultado muy hermoso e importante debido a S.R. Judrez y A.

Garcia [12], que encontraron, en las correcciones radiativas al decaimiento Mj;, que

el coeficiente de las singularidades logaritmicas de masa del lepton son estructuras

independientes de las interacciones fuertes.

ey

Nuestro procedimiento sera poner m, = 0 desde el principio, pero se calcula la integral
implicada en una dimension del espacio-tiempo generalizada de 4 a 2w: En la Sec. 2 pre-
sentamos la cinemdtica de nuestro problema y las grificas relevantes de Feynman. En la
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Sec. 3 se presentan los resultados de los calculos de las correcciones virtuales y se demues-
tra cémo éstas tratan a una estructura de polo doble en 2w = 4. Se encuentra también
que la secci6n total para el bremsstrahlung de fotones suaves, posee una estructura similar
y que esos polos dobles se cancelan. El polo simple restante se elimina cuando se toma
en cuenta el bremsstrahlung de fotones duros. Damos solamente las partes divergentes de
las correcciones. Por ultimo, en la Sec. 4 presentamos las conclusiones.

2. GRAFICAS DE FEYNMAN Y CINEMATICA

Definimos ¢ = (p1 — p}),d" = (p1 — pb), ¥y s = (p1 + p2), donde p} y p son los cuadrimo-
mentos de los electrones salientes en la dispersion eldstica, ¢ y ¢’ son vectores space-like
y s es un vector time-like. El sistema es tal que

¢ = —4F25in%0/2, ¢%=—4E?cos’0/2, s’=4FE°, (1)
donde
E=E, =FE=E\=E,. (2)
Las siguientes relaciones son ttiles:

q-q=q-s=q s=0,

¢ +q*+s"=0,
g-pr=qph=—q-pa=—q-py=¢/2=0, (3)

¢ -p=q pi=—qph=—-¢ p=p%2=0,

s pr=s-pr=s-py=s-pp=5/2=0.
Todas estas férmulas se cumplen solamente para dispersiones eldsticas. Los diagramas

de Feynman para el orden mds bajo en la dispersién eldstica electron-electron y las de
orden siguiente (correcciones radiativas) se muestran en la Fig. 1.

3. CORRECCIONES RADIATIVAS EN QED NO MASIVA

Podemos escribir la seccion total eldstica como sigue:

(27r)2"’

dZw—lE-'
Teldstica =~ 4 féQw(Pﬁ +py — p1 — p2) l

2E (27)2 T
4
X Z (1} 1 — AT p1 + intercambio) + z 2Re (ui pi — jif i + intercambio)

espin =2

+4Re (u] ps — jif ps + intercambio)] | (4)
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Ficura 1. Correcciones radiativas.

donde por intercambio entendemos los términos obtenidos por un intercambio p| ¢ p,, 6
g% +» ¢'*. El factor 4 se asocia con el vértice porque us = pt y fis = fit. Es obvio que las
/s representan amplitudes de transicién. En lo que sigue daremos solamente los términos
divergentes de la seccidn total en el caso de dispersién elastica y del bremsstrahlung, puesto
que estamos interesados en la verificacién del teorema LMS.

Los términos i p — fif g1 + intercambio en (4) representan la usual dispersién de
Moller. El elemento de matriz para esta dispersion es

= o =
p — fir = ky [q Ly —d ('mxw"‘)’] ; (5)
donde k, es un factor cinemdtico y hemos definido

(AxB) = [a(p}) Au(p)] [E(Py)Bu(p2)] (6)

(AxB)' = [f(ph) Au(p1)] [A(p}) Bu(p2)] - (7)

Después de promediar sobre los estados iniciales y sumar sobre los estados finales, la
seccion total de Moller, que se denotara por doy, es
stag? 25t styg

dag = ky 7 24" Pz (8)
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3.1. AUTOENERGIA

Calculando los diagramas de Feynman en el método dimensional continuo para la energia,
con pardmetro 2w, se obtienen las siguientes expresiones:

2m)te? [ i T
pe(p1) = ( )2 Yu—0 > (P10} = 0)x7*|,
q R 2 ]
om)ie? [ i 1
po(p2) = )2 Yuxv'—= > (p2,p3 =0)],
q i b2 ]
2m)%e? | i ]
pe(p)) = ( )2 ) (04,82 = 0)—vuxr*|
q L 1’1 i
(2m)te? [ i
,Ulﬁ(plz) == 2 YuX Z(p’ZJpg = 0) _;7# 3
q L p o)
y (2m)te? [ 4 . 1’
Helpi)=—"——— Y Z(Pl,iﬂf =0)x7"| s
q | ]
. om)ie? [ i T
filpg) = 22 VXV Y (p2:p5 = 0)| ,
q i b2 ]
; (2m)%e? [ i y
fig(p}) = — 7 > (95,85 =)z maxr®|
L 2 J
3 (2m)te? [ i '
Ao(py) = == | X > (0wl P = 057" - (9)
L 2

El operador autoenergia del electrén, > (p), en 2w dimensiones esta dado por

w2l (2~ w)*?(w)

I'2w-1) ’ Wil

X w2 2
) = (A= D= p—?)
donde X es el parametro de norma que aparece en el propagador del fotén ~ [g,, —
(Mkuky)/(k?)]. Seleccionando la norma de Landau A = 1, se tiene que Y (p) = 0.
En consecuencia, Z2 = 1, y ninguna renormalizacion de la funcion de onda del electrén
ha sido realizada. La identidad de Ward, Z; = Zs, indica entonces que la parte del vértice
aun no esta renormalizada.

3.2. POLARIZACION DEL VACIO

En este caso tenemos

27)4e? »
Ha = “%[’MX?TW(PI —Pf1)7 i (11)
5 2m)4e? s
fig = _2m) [V X7 (p1 — PRV, (12)

2q"?
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donde el tensor polarizacién del vacio estd dado por

Zia_,,_ —
(@) = 22t ) T ppon(g g, - 2g,,)
m '(2w)
12a (quqy — q g,uv) P ;
— e R B Sl t
3 2w — 4 + términos finitos (13)
y conduce a
Z3=1+4+ g_a i + términos finitos. (14)

La renormalizacién de la carga y la funcién de onda del fotén cancela el término del
polo de la polarizacién del vacio y el diagrama completo puede efectivamente omitirse en
el andlisis de las divergencias en (1)/(2w —4) 6 (1)/(2w — 4)2, a condicién de que se use
la renormalizacion de la carga (e — eg).

3.3. DIAGRAMAS DE VERTICE

Aqui tenemos

(ZW)

...'_

~ oot painf? = 0,3 = 0)] (15)

El elemento de matriz para el diagrama de vértice, por ejemplo us, se puede escribir
después de la renormalizacién como

2 3
o= = |- Tl + = (16)
donde
2 2 2In =) =4
p(d®) = -5 [(2w — 25_ 7 ] (17)

y C = v+ Inm,v es la constante de Euler-Mascheroni.
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3.4. DIAGRAMAS DE DIVERTICE

Los diagramas de intercambio de dos fotones 15 y j13 son los mds dificiles de calcular del
total de los diagramas. Notemos en ambos, que cuando kK = 0 6 k — ¢ — 0, tenemos
divergencia infrarroja y singularidad de masa. La evaluacién del diagrama de intercambio
(que no es en cruz) de dos fotones po es ligeramente mas complicado que el diagrama
de intercambio (en cruz) de dos fotones pu3, porque en uy el estado intermedio puede
llegar a ser real; entonces tenemos que cruzar un polo en la trayectoria de integracién
con respecto a k.
El elemento de matriz para uo se puede escribir como

4
2 =(2ET)5{4(131 - p2) (Yuxr*) o + 2[(%?" p2x7")

= (pux*y? ﬁl)] I, — (wﬂ"%xv”’fv”)fw} ) (18)
donde
d®k (1; ko Kk
Iy; 155 1or :/ : , ; 5 19
oileilor) = | =ik + po K2k = pP? G4
El elemento de matriz para pus se puede escribir como
e / m o opl
H3 :W (p1 - P2) (VXY )Co = 2| (vuY” H2x7")
+(7ux Jbry“’fy")} Cy = ('m”%xv”*r"r”)(l'm} (20)
¥
A% vk k)
Co; ' Cor =[ i | 21
(Coi o3 Cor) = | ka0 — )20k — 0P o

De las Ecs. (19) y (21) vemos que (lp; I5; 1,-) se puede obtener de (Cy; Cy; Cor) por un
intercambio de pl, «» —p,. Este intercambio es equivalente a 52 < ¢". En la integracion
de (19) y (21) conservaremos solamente términos de polos en el calculo. Los resultados

son como Sigue:

Co

272 {_ 4 2

= qzqrz (2w _ 4)2 + 2% —4 ln(_qrz) - 111(_(12) - 27:]} ) (22)

Coi= X(pl —sz)a +Yq,, (23)

donde

_2n% 1 In(—¢?)
2?2 (2w —4)? 2w-—4 |’
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—rg 2
¥Y==X40Cy= ow 1(q”) (25)
Yy
Cor =(p1 +P2)o(P1 + P2)- K + (p1 — Ph)o(p1 — ph)- L
+ [(P1 + P2)odr + 9o (P1 + P3)o] W + 4o-Z + gor T, (26)
donde
22y 1 In (—¢?) q? -g?
K =
52g2 [ (2w—4)2  2w-4 ] * 252 X 27)
X
L==—
N (28)
—q"? 2m2i 1 In (—¢?)
= X —
i 82 Tk s2¢?2 |[(w—-4)2 2w-4]" el
1'4X 271,2% 12 2 1 f?l 2
Z:—q22 2[_#(Q)+32 2‘32n(q) ’ (30)
g’s q 4 s2q% (2w — 4) 52¢% (2w — 4)
T :no-divergente. (31)

Sustituyendo los valores de Cy, C, y Cyr en la Ec. (20), podemos simplificar la expresion
para iz como sigue:

= i (aer) 2 ) )
Hy = e LX) Z 7 ula”), (
el . 252
p2 = — =1 (1ux7”) = (s?) - (33)
(2) q

Debe notarse la semejanza entre las Ecs. (32) y (33). En efecto, los coeficientes en las
dos expresiones se relacionan por la sustitucién ph <> —pa 6 g2 < s2.
Después de tomar la suma sobre el espin, obtenemos las siguientes expresiones para

la parte divergente:

. 20 - 8?
> 2Re(uf e — fifue) = = 3 (utm — iifm ) (- 5?) (34)
espin espin
y
S aRe(it s~ it ) = 23 (i ~itm) S(e?) o9
; By B3 — Ky H3 e My p1 — pq M1 ZJU’q :
espin espin

Finalmente, podemos escribir la expresion para la seccién total eldstica como sigue:
dodiv _doyg [ 4a 3 1
Q@  dQ |\ 7 2/ 2w—4

[t + uta?) + () + 2|} (36)

+

]
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]

FIGURA 2. Bremsstrahlung suave.

3.5. BREMSSTRAHLUNG

Una vez conocida la matriz-S regularizada, las razones de transicién se calculan segin
el procedimiento siguiente [13] (el clculo se realiza en dimensién 2w y son finitas en el
limite w — 2% en aquellos casos en que es vilido el teorema LMS):

1. Se expresan las amplitudes en el espacio cuadridimensional.

2. (d®k)/[2ko(2m)%] = (d*~'k)/[2ko (2m) 1.

3. Se usa la conservacién de energia y momento
(2m)284 (X pi — Lpg) = (2m)*0% (L pi — Lpy)-

4. Los factores estadisticos para particulas idénticas en el estado final, operadores de
proyeccién en la energia, sumas sobre polarizaciones, etc., se efectiian de manera
analoga al caso cuadridimensional.

3.5.1. Bremsstrahlung de fotones suaves [14]

Los diagramas de Feynman para la dispersién ineldstica se representan en la Fig. 2. El
elemento de matriz para los procesos se escriben como pgg v fips, en donde

e’ CHp),p1)x 7 YuxC*(phy,p2)
MBS = )T (2w B Ba B, ) [ -2 T+ ipP ] B0
. : 1 (€kv k€
C ! g pl = _ P1 = g = uoTp

y fips se obtiene de upg efectuando el intercambio p} + ph.
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FIGURA 3. Bremsstrahlung duro.

Aplicando las reglas anteriores para las razones de transicién se obtienen las Ecs. (39)
y (40). El bremsstrahlung de fotones suaves de la Fig. 2, donde un fotén es emitido
isotrépicamente con una energia mis pequena que AE < E, contribuye a la seccién
total en la cantidad

dcrgié’ B d_gg
i  Buq

(39)

y si se calcula en 2w dimensiones, se encuentra que
da] 1 2 1 8
./ Pay 0 _[2 . 2 2 ” 9 .
o= 2 (- 2 3l (=) () 2 () + o

Debido a lo no masivo del electrén, uno no puede distinguir un electrén simple de
un sistema electrén-fotén donde el fotén viaja paralelo al electrén si este sistema tiene
la misma energia que el electrén, simple. Los estados inicial y final, entonces, muestran
una degeneracién adicional que deber4 ser tomada en cuenta en la seccién total.

3.5.2. Bremsstrahlung de fotones duros

En el caso de fotones duros se consideran aquellos con energia mayor que AE, y las
amplitudes para los diagramas de Feynman de la Fig. 3, son
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UBH = ¢ = ] [p’" € 2o g (7 xv“)
(2m)7/2 (2wE B2 E}ES)Y2 ¢2 | |p) -k q*w #

w [(Ehxy") E ' u\| L 2E° [P €  pr€ h
"F | R~ O B Ex0) |+ G T+ | ()

(R g e n
Y
ne =(2;)37/2 (2wE1E21Ei FARE qfiz{ [ﬁé —+ zE;ﬂze)] (yxr)’
" Eii [%ﬂl - ?q’_g& (w41 ¢ )’] * 252 [pfzf 5 p;éﬂ (maxr)
+ () [Ptz - tipt] @

Tenemos que calcular los diagramas bremsstrahlung de fotones duros de la Fig. 3. La
probabilidad de encontrar un sistema de energia E, constituido por un electrén no masivo
y un fotén moviéndose dentro de un pequeno cono de mitad de dngulo § alrededor del
electron es

daﬂig dog
o = 6HBES—2‘1 (43)
donde
4o |3 E 1
oup = — |——lp— | ———.
HEB s [2 & AE] 2w—4 (44)

Las partes divergentes de las correcciones bremsstrahlung suave y duro se agregan
para dar

d = dsp + dug. (45)

Se concluye que las partes divergentes de las correcciones virtuales, Ecs. (39) y (43).
cancelan exactamente las divergencias en las correcciones reales [ec. (36)].

4. CONCLUSIONES

Hemos presentado con algiin detalle un célculo de todas las divergencias en un proceso
puramente no masivo. Con esto hemos ilustrado cémo en el contexto de regularizacién
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dimensional las singularidades de masa, surgidas en una teoria de campos no masiva,
pueden ser manejadas sin ambigiiedad.

Al considerar el caso de dispersion de Moller en QED no masiva, hemos demostrado
que es posible regularizar simultdneamente las divergencias ultravioletas e infrarrojas,
asi como también las llamadas singularidades de masa, introduciendo una dimensién
continua. En el cdlculo de la parte divergente de la seccién total, se encuentra que se
cancelan todas las singularidades siempre que se considere la emisién de fotones suaves
y duros, y esto es precisamente lo que afirma el teorema LMS.

Debido a que la masa del electrén es pequeiia, se obtiene una buena aproximacion si,
en los casos en que la energia es mayor que m., se hace m, = 0. Sin embargo, se debe tener
cuidado en hacer m, = 0 en los términos que contienen singularidades logaritmicas de
masa, después de la integracion. El procedimiento tradicional seguido en el tratamiento
de las correcciones radiativas es hacer m, = 0 en forma selectiva en aquellos casos en
que no se presentan singularidades de masa; sin embargo, aiin en este caso se debe tener
cuidado a fin de no ignorar contribuciones no-nulas. En aquellas transiciones en las que
se conoce que son libres de singularidades de masa, se permite la sustitucién m, = 0 en
todos los pasos del cdlculo. La pregunta que surge es, ;se puede hacer esto ab initio?
La respuesta es afirmativa; si la divergencia al infrarrojo ha sido regularizada, asi la
contribucién foténica a la matriz-S sera finita al infrarrojo y libre de singularidades de
masa. El procedimiento consiste en hacer m, = 0 y efectuar el cdlculo en dimension
2w. Las razones de transicién, libres de divergencias al infrarrojo y de singularidades de
masa, son finitas en el limite w — 27, mientras que las que contienen tales singularidades
se manifiestan como polos en 2w = 4.
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