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RESUMEN. Damos un ejemplo explícito del uso de la regularización dimensional para calcular en
forma unificada las divergencias ultravioletas e infrarrojas, así como las singularidades de ma':la,

mediante la consideración y verificación del teorema L~.fS(singularidades logarítmicas de masa),
teniendo como esquema a la electrodinámica cuántica no masiva (QED). En la sección total se
cancelan todas las divergencias si se toman en cuenta tanto la emisión de fotones suaves como de
duros.

RESUMEN. \Ve give an explicit example of the use of dimensional regularization to ealculate in
a unified approaeh, aH the ultravialet, infrared and mass singularities, by eonsidering the LI\lS
(logarithms of mass singularities) theorem in the frame of masslessQED (quantum electrodyna-
mies). In the ealculation of the divergent part of the cross seetion, aH singularitie5 are found to
cancel provided 50ft and hard photan emission are both taken into account.

rAes: 11.80,F; 11.20.D;Il.lO.G

1. INTRODUCCiÓN

Es bien conocido que las divergencia., ultravioleta., [1] e infrarroja., [2] en QED pueden
ser simultáneamente regularizadas vía el método de regularización dimensional [3]. Es
también conocido que correcciones de orden 1I1á..~alto contienen logaritmos de la masa del
electrón. En el líruite rne ~ O, uno espera que aparezcan singularidades de m3...';(l., y éstas
son representadas en desarrollos de series de potencias de la matriz-S como logaritmos de
lile. Esta., singularidades han sido estudiada., por Kinoshita [4]y por Lee y Nauenberg [5]'
y de esos trabajos proviene el teorema LMS sohre la cancelación de singularidades de
masa. El teorema LMS, debido a T.D. Lee y M. Nauenberg se enuncia de la siguiente
manera: "Para un sisterna con estados degenerados en la energía, el desarrollo en serie
de los elenlentos de la matriz-S pueden mostrar singularidades" .

Se derIluestra en la rnecállica cuántica que bajo condiciones generales no aparecen tales
singularidades en el desarrollo en serie de las probahilidades de transición, siempre qne
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se promedie sobre un ensemble apropiado de estados que son degenerados. La aplicación
del teorema conduce a la cancelación de las singularidades de masa y de la divergencia
en el infrarrojo.

Una pregunta legítima es entonces, ¿pueden también estaB singularidades de masa ser
regularizadas por el método de dimensión continua?; esto es, ¿puede uno poner la masa
del electrón igual a cero desde el comienzo y obtener resultados finitos siempre que la
dimensión espacio-tiempo se mantenga como un paráluetro en la teoría?

En el caso de divergencias infrarrojas, éstas son simplificadas con el uso de la regu-
larización dimensional [6], y aunque equivalente al esquema [2J Amin, la regularización
dimensional tiene sus propias ventajas: la invariancia de nOflna se asegura y se preserva
la estructura de las integrales regularizadas. En las divergencias infrarrojas aparecen
también polos en el límite w = 2+ Para proporcionar un ejemplo explícito del uso de la
regularización dimensional para calcular en una forma unificada las divergencias ultravio-
letas e infrarrojas, así como las singularidades de masa, consideraremos el teorema LMS
en el esquema de la QED no masiva y la dispersión de Moller, incluyendo correcciones
reales a fotones suaves y duros, al orden máBbajo no trivial en la teoría de perturbacio-
nes. Este teorema se cumple solamente después de que la inclusión de singularidades de
masa surgen de sustracciones características de polos ultravioleta. Sin embargo, cuando
la dimensión espacio-tiempo se usa coriIo un regulador cOluún para las divergencias ultra-
violetas, infrarrojas y singularidades de masa, la identificación de estos distintos tipos de
singularidades tiende a ser obscura. Completamos esta introducción remarcando algunas
de las consecuencias del teorema LMS, también citado por Marciano [7]para procesos de
decaimiento y algunos resultados en QED. Éstas son:

1. Corrección radiativa al decaimiento ,,- -+ e- + De + VI' al orden a. Kinoshita y
Sirlin [8) observaron que aunque las rapideces de decaimiento parcial contenían al
término In (me), la rapidez de decaimiento total es finita cuando me -+ O.

2. Decaimiento del pion: 7[- -+ e- + De. En este caBO,el teorema predice, no trivial-
mente, que las correcciones fraccionales (P - pOli pO a la rapidez de decaimiento
total es libre de singularidades de masa [9].

3. En el caso de la QED no masiva, mencionamos el trabajo de Gastmans et al. [lO],
que, utilizando regularización dimensional, examina la sección total de dispersión
de electrones no masivos en un potencial externo al orden (a3). El resultado es una
estructura de polo doble y simple alrededor de w = 2+ para términos separados
en la sección total. Se encuentra que los polos se cancelan si se tOIna en cuenta el
bremsstrahlung de fotones duros.

4. García y Meuldermans [11]' presentan el tratamiento de dispersión Compton de
electrones no masivos e incluyen los cálculos de toda" la" singularidades.

5. Mencionamos un resultado muy hermoso e importante debido a S.R. Juárez y A.
GarcÍa [12]' que encontraron, elllas correcciones radiativas al decaimiento M~, que
el coeficiente de las singularidades 10garítmicaBde masa del leptón son estructura"
independientes de las interacciones fuertes.

Nuestro procedimiento será poner me = O desde el principio, pero se calcula la integral
implicada en una dimensión del espacio-tiempo generalizada de 4 a 2w: En la Seco2 pre-
sentamos la cinemática de nuestro problema y las gráfica., relevantes de Feynman. En la
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Seco3 se presentan los resultados de los cálculos de las correcciones virtuales y se demues-
tra cómo éstas tratan a una estructura de polo doble en 2w = 4. Se encuentra también
que la sección total para el bremsstrahlung de fotones suaves, posee una estructura. simila.r
y que esos polos dobles se cancelan. El polo simple restante se elimina cuando se toma
en cuenta el bremsstrahlung de fotones duros. Damos solamente las partes divergentes de
las correcciones. Por último, en la Seco 4 prcscntmllos la."i conclusiones.

2. GRÁFICAS DE FEYNMAN y CINEMÁTICA

Definimos '1= (PI - P~), '1' = (PI - 1'2)' Y 8 = (PI + 1'2), donde P~ y 1'2 son los cuadrimD-
mentos de los electrones salientes en la dispersión elástica, '1 y '1' son vectores s1",ce-like
y 8 es un vector time-like. El sistema es tal que

( 1)

donde

Las siguientes relaciones son útiles:

, , O
'1 ''1='1'8='1 '8= ,

2 12 2'1+'1+8=0,
, , 2

'1. 1'1 = '1. 1'2 = -'1 . 1'2 = -'1 . PI = '1 /2 = O,
, " " I '2/2 O'1 . 1'1 = '1 . PI = -'1 . 1'2 = -'1 . 1'2 = l' =,

8 . 1'1 = 8 . 1'2 = S . 1/, = " . 1'2 = ,,2/2 = O.

(2)

(:1)

Todas estas fónnulas se curllplen solamente para dispersiones elástica ..''"i. Los diagrama ..,,;
de Feynman para el orden más bajo en la dispersión elástica electrón-electrón y las de
orden siguiente (correcciones radiativas) se muestran eu la Fig. 1.

3. CORRECCIONES RADIATIVAS EN QED NO MASIVA

POdClllOS escribir la sección total elá..'itica como sigue:

(27r)2w J 2w" ,¡2w-1 E;
"elá.,tka =--4- 6 (1'1 + 1'2 -1'1 -1'2) 2E; (2rr)2w-¡

.1

x ¿ [(I'il'l -I'il'l + intercambio) +¿2Re (I,il'; -I'il'; + intercambio)
espín j::::2

+4Re (l,il'5 - ¡'il'5 + intercambio)] , (4)
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FIGURA 1. Correcciones radiativas.

donde por intercambio entendemos los términos obtenidos por un intercambio p; f-t p; ó
q2 f-t q/2 El factor 4 se asocia con el vértice porque 1"5 = 'L~ Y fL5 = fL~. Es obvio que las
," s representan amplitudes de transición. En lo que sigue daremos solamente los términos
divergentes de la sección total en el caso de dispersión elástica y del bremsstmhlllng, puesto
que estamos interesados en la verificación del teorema LMS.

Los términos J1.t J1.1 - fLt J1.1 + intercambio en (4) representan la usual dispersión de
Moller. El elemento de matriz para esta dispersión es

(5)

donde k~ es un factor cinemática y hemos definido

(6)

(7)

Después de promediar sobre los estados iniciales y sumar sobre los estados finales, la
sección total de Moller, que se denotará por dao, es

(8)



846 R. MARES GALLARDO y H. LUNA

3.1. AUTOENERGÍA

Calculando los diagramas de Feynman en el método dimensional continuo para la energía,
con parámetro 2w, se obtienen las siguientes expresiones:

El operador autoenergía del electrón, ¿(p), en 2w dimensiones está dado por

"'( ) = ('\-l)-'=- w-2 '(_ 2)W_2r(2-w)f
2
(w)

L..J P 27T7T ,'P r(2w - 1) ,

(9)

(10)

donde ,\ es el parámetro de norma que aparece en el propagador del fotón ~ [gpv -
('\kpkv)j(k2)]. Seleccionando la norma de Landau ,\ = 1, se tiene que ¿(p) = O.
En consecuencia, Z2 = 1, Yninguna renormalización de la función de onda del electrón

ha sido realizada. La identidad de Ward, ZI = Z2, indica entonces que la parte del vértice
aún no está renormalizada.

3.2. POLARIZACIÓN DEL VACÍO

En este caso tenemos

114 = (1l)

(12)
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donde el tensor polarización del vacío está dado por

() 2io w-2 ( r2(W) 2 w-2 2
'TrI'" q = --;-'Tr r 2 - w) r(2w) (-q) (q~qv - q g~v)

i20 (q~qv - q2g¡w) + te'rml'nos finl'tos
= 3 2'Tr w-4

y conduce a

Z 1201 ,. fi
3 = + 3 + termlllos nitos.

'Tr2w-4

(13)

(14)

La renormalización de la carga y la función de onda del fotón cancela el término del
polo de la polarización del vacío y el diagrama completo puede efectivamente omitirse en
el análisis de las divergencias en (1)/(2w - 4) ó (l)/(2w - 4)2, a condición de que se use
la renormalización de la carga (e --+ eR)'

3.3. DIAGRAMAS DE VÉRTICE

Aquí tenemos

(15)

El elemento de matriz para el diagrama de vértice, por ejemplo /1>5, se puede escribir
después de la renormalización como

(16)

donde

(17)

y e = I + ln'Tr,I es la constante de Euler- MaBcheroni.
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3.4. DIAGRAMAS DE DIVÉRTICE

Los diagrama.. de intercambio de dos fotones 1'2 y /'3 son los más difíciles de calcular del
total de los diagramas. Notemos en ambos, que cuando k -'> O ó k - q -'> O, tenemos
divergencia infrarroja y singularidad de masa. La evaluación del diagrama de intercambio
(que no es en cruz) de dos fotones 1"2es ligeramente más complicado que el diagrama
de intercambio (en cruz) de dos fotones 1'3, porque en 1'2 el estado intermedio puede
llegar a ser real; entonces tenemos que cruzar un polo en la trayectoria de integración
con respecto a k.
El elemento de matriz para /'2 se puede escribir como

/'2 = (2:)6 {4(P, .P2)(",X'l)lo + 2 [(¡",a hx¡")

-(¡~x,"¡" jJ¡)]la - (¡",a,"x¡",r,")lar},

donde

El elemento de matriz para JL3 se puede escribir como

4 {/'3=(2
e

,,)6 (Pl.p;)(",x¡~)Co-2[(¡",a j,;x¡")

+(¡"X j)I/a,~)]Ca - (¡",a,"X'""'")Car}

y

(18)

( 19)

(20)

(21 )

De las Ecs. (19) y (21) vemos que (Jo;la; lar) se puede obtener de (Co;Ca;Car) por un
intercambio de ]J~ f-+ -]12- Este intercaIllbio es equivalente a ,.,'2f-+ q'2. En la integración
de (19) y (21) conservaremos solamente términos de polos en el eálculo. Los resultados
SOll como sigue:

donde

2,,2¡ {4 2 ['2 2] }
Co = ,¡2q'2 - (2w _ 4)2 + 2w _ 4 In (-'1 ) - In (-'1 ) - 2, (22)

(23)

(24)
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y

donde

CUT =(PI + P~)u(P1 + p~)TK + (PI - p~)u(PI - p~)TL

+ [(PI + P~)UqT + qu(PI + p~)U] W + quqTZ + 9UTT,

211'2¡ [ 1 In(-q2)] q,2 _ q2
K=-- -----+--- +---X

82q2 (2w - 4)2 2w - 4 282 '

L=X
2 '
_q'2 211'2¡ [1 In (_q2)]

W=--X + -- ---- - ---
82 82q2 (2w - 4)2 2w - 4 '

Z = _ q'4 X + 211'2¡ [_ Jl(q'2) + q,2 1 _ q'2ln (_q2) ]
q282 q2 4 82q2 (2w - 4)2 82q2(2w - 4) ,

T :no-divergente.

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

Sustituyendo los valores de Co, Cu y CUT en la Ec. (20), podemos simplificar la expresión
para 1'3 como sigue:

4 2 '2
_ e 2. ( 1') q ('2)

1'3 - (211')611' ! 'YI'X'Y 7" q ,

4 2 2
_ e 2. ( 1') 8 (2) ( )Jl2 - - (211')611' ! 'Y¡,X'Y 71' 8 . 33

Debe notarse la semejanza entre las Ecs. (32) y (33). En cfecto, los cocficicntes cn las
dos cxpresiones se relacionan por la sustitución P~ H -P2 Ó q,2 H 82.

Después de tomar la sllma sobre el espín, obtenemos las siguicntcs cxprcsioncs para
la parte divcrgente:

'L2Rc(l'il'2-I'iJl2) = 2;'L(JliILI-PiJlI)";I'( _8
2) (34)

espín espín
y

Finalmente, podemos escribir la exprcsión para la sección total elástica como sigue:

dadiv =dao {4a [(_~) _I_
dO dO 11' 2 2w - 4

+ ~[821'(_82) +ll,(l) +q'2,,(q'2) + 2w8_4J]}. (36)
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••
FIGURA2. Bremsstrahlung suave.

3.5. BREMSSTRAHLUNG

Una vez conocida la matriz-S regularizada, las razones de transición se calculan según
el procedimiento siguiente [13J (el cálculo se realiza en dimensión 2w y son finitas en el
límite w --+ 2+ en aquellos casos en que es válido el teorema LMS):

1. Se expresan las amplitudes en el espacio cuadridimensional.
2. (d3k)j[2ko(27f)3) --+ (d2w-Ik)j[2ko(27f)2w-l].
3. Se usa la conservación de energía y momento

(27fj2,¡4(¿Pi - ¿PI) --+ (27f)2w,¡2W(LPi - ¿PI)'
4. Los factores estadísticos para partículas idénticas en el estado final, operadores de
proyección en la energía, sumas sobre polarizaciones, etc., se efectúan de manera
análoga al caso cuadridimensional.

3.5.1. Bremsstrahlung de jotones suaves [14]

Los diagramas de Feynman para la dispersión inelástica se representan en la Fig. 2. El
elemento de matriz para los procesos se escriben como /lBS y ¡LBS, en donde

(37)

(38)

Y /.LBS se obtiene de /lBS efectuando el intercambio P/l H Pz.
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J1
.,., ,

, "
FIGURA3. Bremsstrah/ung duro.

Aplicando las reglas anteriores para las razones de transición se obtienen las Ecs. (39)
y (40). El bremsstmh/ung de fotones suaves de la Fig. 2, donde un fotón es emitido
isotrópicamente con una energía más pequeña que 6.E « E, contribuye a la sección
total en la cantidad

d div daSB _ Ó ao--;m- - SR dfl

y si se calcula en 2w dimensiones, se encuentra que

(39)

Debido a lo no masivo del electrón, uno no puedp- distinguir un electrón simple de
un sistema electrón-fotón donde el fotón viaja paralelo al electrón si este sistema tiene
la misma energía que el electrón, simple. Los estados inicial y final, entonces, muestran
una degeneración adicional que deberá ser tomada en cuenta en la sección total.

3.5.2. Bremsstmh/ung de jotones duros

En el caso de fotones duros se consideran aquellos con energía mayor que 6.E, y las
amplitudes para los diagramas de Feynman de la Fig. 3, son
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y

Tenemos que calcular los diagramas bremsstrahlung de fotones duros de la Fig. 3. La
probabilidad de encontrar un sistema de energía E, constituido por un electrón no masivo
y un fotón moviéndose dentro de un pequeño cono de mitad de ángulo t5 alrededor del
electrón es

donde

d div iaHB _ t5 lao---;¡r¡- - 11B dO '

4" [3 E] lt5IlB= - - -In-- ---o
,,2 éJ.E 2w - 4

(43)

(44)

Las partes divergentes de las correcciones bremsstmhlung suave y duro se agregan
para dar

t5 = t5SB + t5IlB. (45)

Se concluye que las partes divergentes de las correcciones virtuales, Ecs. (39) y (43),
cancelan exactamente las divergencias en la."correcciones rea.les [ee. (36)].

4. CONCLUSIONES

Hemos presentado con algún detalle un cálculo de t.odas l<k'i divergencias en un proceso
puramente no ma...'iivo.Con esto hClllOS ilustrado c(llIlO en el contexto de regularización
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dimensional las singularidades de masa, surgidas en una teoría de campos no masiva,
pueden ser manejadas sin ambigüedad.

Al considerar el caso de dispersión de Miiller en QED no masiva, hemos demostrado
que es posible regularizar simultáneamente las divergencias ultravioletas e infrarrojas,
así como también las llamadas singularidades de masa, introduciendo una dimensión
continua. En el cálculo de la parte divergente de la sección total, se encuentra que se
cancelan todas las singularidades siempre que se considere la emisión de fotones suaves
y duros, y esto es precisamente lo que afirma el teorema LMS.

Debido a que la masa del electrón es pequeña, se obtiene una buena aproximación si,
en los casos en que la energía es mayor que me, se hace me = O. Sin embargo, se debe tener
cuidado en hacer me = O en los términos que contienen singularidades logarítmicas de
masa, después de la integración. El procedimiento tradicional seguido en el tratamiento
de las correcciones radiativas es hacer me = O en forma selectiva en aquellos casos en
que no se presentan singularidades de rnasa; sin embargo, aún en este caso se debe tener
cuidado a fin de no ignorar contribuciones no-nulas. En aquellas transiciones en las que
se conoce que son libres de singularidades de masa, se permite la sustitución me = Oen
todos los pasos del cálculo. La pregunta que surge es, ¿se puede hacer esto ab initio?
La respuesta es afirmativa; si la divergencia al infrarrojo ha sido regularizada, así la
contribución fotónica a la matriz-S será finita al infrarrojo y libre de singularidades de
masa. El procedimiento consiste en hacer me = O y efectuar el cálculo en dimensión
2w. Las razones de transición, libres de divergencias al infrarrojo y de singularidades de
masa, son finitas en el límite w -+ 2+, mientras que las que contienen tales singularidades
se manifiestan como polos en 2w = 4.
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