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Se investigan los modos forzados en una placa piezoeléctrica. Para ello se considera un material piezoeléctrico de simetria hexagonal 6mm
polarizado con respecto al eje z. Son obtenidas las expresiones del desplazamiento mecdnico y el potencial eléctrico para las ondas de tipo
SH, tanto para los modos simétricos como antisimétricos. Se obtienen estas expresiones para un caso particular asi como la velocidad de

grupo.
Descriptores: Modos de vibracién, piezoeléctrico

The propagation of wave in a piezoelectric plate is analyzed. A plate made of piezoelectric material with hexagonal symmetry (6mm)
polarized with respect to z-axis is considered. The mechanical displacements and electric potential expressions for SH waves are analytically
obtained. The symmetric and antisymmetric modes are studied in this case. A particular case is analyzed and the general solutions and group

velocities are calculated.
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1. Introduccion

El estudio de la propagacién de ondas en placas ha tenido un
gran auge en los dltimos tiempos. Para los medios isétropos
Mindlin [1] supo explicar, a través de la teoria de vibracio-
nes, el espectro de Rayleigh-Lamb. Muestra que las partes
de baja frecuencia del espectro pueden ser aproximadas por
el espectro de componentes de estructuras tipicas, tales co-
mo: varillas, membranas (tension plana) y placas (flexion).
En presencia de altas frecuencias, el espectro estd relaciona-
do con la onda de Rayleigh. Para mejorar la prediccion del
espectro de Lamb, Mindlin introduce el factor de conexién
de cizalladura, haciéndole corresponder a la velocidad de la
onda de flexion en las altas frecuencias la velocidad de la on-
da de Rayleigh. La exactitud del modelo de Mindlin ha sido
verificada por la teoria de placas de Barnett y Ellis [2].

Por otra parte Habegar et al. [3], Reuter [4] y Nayfeh-
Chimenti [5] hicieron un estudio de la propagacién de ondas
en una placa anisétropa compuesta, reforzada por fibras, lo
cual es de gran importancia prdctica debido a su aplicacién
en las pruebas ultrasénicas para determinar las propiedades
de los materiales.

El caso de los materiales piezoeléctricos tiene gran se-

mejanza con los anteriormente mencionados, pues se trata de
oscilaciones de origen eldstico acopladas con oscilaciones de

un campo eléctrico [6]. Tienen gran uso en la construccién de
transductores ultrasénicos, resonadores, filtros y otros dispo-
sitivos. El estudio tedrico y experimental de las oscilaciones
piezoeléctricas en laminas y otros medios de dimensién finita
ha cobrado especial interés en los iltimos afios por la apari-
cién de nuevos métodos de obtencidn y caracterizacién [7, 8].

En muchos casos las ecuaciones de la piezoelectricidad
tienen una complejidad tal que se hace necesario la aplicacion
de métodos aproximados como es por ejemplo el método de
elemento finito [9]. Recientemente, diferentes grupos de in-
vestigadores con mucho énfasis han considerado incorporar
las liminas de materiales piezoeléctricos en sistemas de es-
tructuras, con el objetivo de darle a dichos sistemas mayor
sensibilidad, actuacién y control. Por ejemplo, en la Ref. 10
se examina la respuesta de una placa delgada construida por
ldminas piezotermoeldsticas y sujeta a campos estacionarios
térmicos y eléctricos. Por otro lado, R.R. Ramos [11] et al.
analizaron las oscilaciones de una ldmina piezoeléctrica po-
larizada respecto al espesor donde se considera la altura de
la ldmina mucho menor en comparacién con las otras dos di-
mensiones en las cuales la ldmina es infinita.

A diferencia de los anteriores trabajos, en el presente se
investiga el efecto de una tension electromecdnica sobre la
superficie de una limina piezoeléctrica de espesor 2h situado
sobre el eje y, para un material de simetria hexagonal 6mm
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polarizado en el eje z. Se obtienen soluciones analiticas exac-
tas para las ondas de tipo P-SV y SH, y se establecen las
relaciones preliminares para los modos de vibracién libres
relacionados con este sistema. Se proponen dos casos parti-
culares a modo de ejemplo.

2. Ecuaciones fundamentales

El propdsito de esta seccion es plantear las ecuaciones ge-
nerales de propagacién de ondas acisticas de un medio
anisotropo piezoeléctrico cuya simetria es hexagonal, en par-
ticular nos referimos a un material piezoeléctrico de simetria
hexagonal 6mm polarizado en el eje z. Este problema se des-
cribe por la ecuacién de movimiento de una particula de sus-
tancia junto a las ecuaciones de Maxwell. Para el rango de
frecuencias de interés estas tltimas se reducen a la ecuacion
de Poisson para el potencial. A estas ecuaciones habrd que
afadir las relaciones constitutivas piezoeléctricas.

En resumen se tiene el siguiente sistema de ecuacio-
nes [12]:

Tiji ﬂac;;], (1)
ert = z(urg +wr), (2)
D;; =0,
Er = =@k, (3)
oii = Cukien — exij Ex,
D; = eirient + €ix Ex, (4)

donde la Ec. (1) representa la ecuacién del movimien-
to, la Ec. (2) la relacién lineal desplazamiento mecdnico-
deformacién, la Ec. (3) se deriva de las ecuaciones de Max-
well bajo la consideracién cuasiestdtica y la Ec. (4) las re-
laciones constitutivas piezoeléctricas. Por otra parte, o es
la tensién, p la densidad de masa, u el desplazamiento
mecdnico, ¢ la deformacién, D el desplazamiento eléctrico,
E el campo eléctrico y ¢ el potencial eléctrico. Denotare-
mos por C, e y € los tensores eldsticos, piezoeléctricos y
dieléctricos, respectivamente. Sustituyendo (4) en (1) y (3),
y teniendo en cuenta (2) obtenemos,

1 1 ; :
Criupn + 5((711 + Cra)uz,12 + 5(011 — Ci2)ur29 + (Ci3 + Caa)uzaz + Cagg 33 + (€15 + €31)P 13

b -

1 s ’ ]
(Ci1 — Cha)uz 11 + 5(6‘“ + Cr2)u1,12 + Criuz22 + (C13 + Caa)us 23 + Caauz 33 + (€31 + €15)0,23
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' ; A?u;
Cijki Uk, ty + €mij®mj = PGW'

Exijli ik — €ik®,ixk = 0, (5)
el cual es un sistema de ecuaciones en derivadas parciales
acopladas, en el que figuran cuatro ecuaciones en derivadas
parciales con cuatro incégnitas u; y ¢. Dicho sistema descri-
be las vibraciones de un medio piezoeléctrico.

Estudiaremos la propagacion de ondas en un medio pie-
zoeléctrico para un material de clase 6mm polarizado en
el eje z caracterizado por 5 constantes eldsticas, 3 piezo-
eléctricas y 2 dieléctricas [13]. Debido a la simetria de los
tensores eléctrico y piezoeléctrico estos se pueden escribir
segtin un arreglo matricial que consiste en reemplazar ij o kl
por « o /3, donde ¢, j, k,! toman los valores 1, 2, 3 y a, 3
toman los valores de 1 a 6 de acuerdo a las siguientes relacio-
nes:

(11) — 1,
(23) = (32) — 4,

(22) — 2, (33) — 3,

(31) = (13) =+ 5, (12) = (21) — 6.

De esta forma las relaciones que figuran en (4) toman la for-
ma:

g, = Cryur 1 + Crauz s + Crauz g — ea Bz,
oy = Craur 1 + Criugp + Cizuz a — ea1 Ez,
a; = Cia(u1 +uz2) + Cazuzz — e3zE:,

oy: = Caaluz s + up3) — e1sEy,

Oz, = Cyalusi +uia) — e15Ee, (6)
1

Oy = E(CU — Cyo)(ug,y + uy2),

D, = e Bz + er5(us) + w1 3),

Dy = ennEy + e1s(tiz;z + 2;3);

D. =e33E, +e31(up1 +u2) + e3zuzz.

Por consiguiente, el sistema de ecuaciones en derivadas par-
ciales (5) puede ser escrito por componentes de la siguiente
forma:

9%y
= D=
T

Ozu-_)
= p—
P ot

D%us

)

(Csa + C13)u113 + (Caa + Ci3)uz 23 + Caquz 11 + Caguz 22 + Cszuz zs + €330 33 + €15(d1 + 0,22) = P ap

—e116.11 + €1s(us 11 + ur 1) — €11d,22 + €15(us 22 + Uz 32) — €330 33 + €1 (w113 + uz,23) + eszuz 3z = 0.
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Figure 1. Limina piezoeléctrica de simetria hexagonal polarizada
enel eje z.

En lo que sigue supondremos que las componentes del
desplazamiento mecdnico y el potencial eléctrico no depen-
den de la coordenada z. Bajo esta suposicién obtendremos un
sistema mucho mds sencillo, cuyo espacio solucion es posible
expresarlo como una suma directa de dos espacios. En uno
de ellos solo figuran u; y us (ondas P-SV), mientras que en
el otro figuran ugz y ¢ (ondas SH) [14]. Para ambos proble-
mas consideraremos condiciones iniciales nulas para todas
las incognitas del sistema correspondiente.

A continuacion analizaremos el efecto que produce, sobre
una placa piezoeléctrica de clase 6mm polarizada en la direc-
cion del espesor, de altura 2h e infinita en la direccién de los
ejes r y z (Fig. 1), la accién de una tensién electromecdnica
sobre la superficie y = xh. Al igual que en otros muchos
trabajos relacionados con esta tematica, adoptaremos un en-
foque de onda larga. Es decir, estudiaremos campos cuya va-
riacion tipica ocurre en longitudes mayores que la distancia
entre dtomos. Esto conlleva a que el ancho de la placa sea mu-
cho mayor que esta distancia, aunque es de notar que en oca-
siones las teorfas de ondas largas funcionan razonablemente
bien para capas muy finas con tal de insertar correctamente
en el problema las interacciones y simetrias caracteristicas.

F(f(z,y,1) = f(k,y,w) = % /

[ et dA-/
J —o0 J —00

la cual representa la transforimacién de Fourier respecto a x
y la transformacion de Laplace respecto a ¢. Para esta tiltima
consideramos que la funcién f(z,y.t) (como funcidn de t)
verifica las siguientes condiciones:

flz,y,t)

flz,y,t) < Me™®,

flz,y.t) =0,

para t 2l

para 1 <0,

donde M y b son constantes positivas.
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3. Planteamiento del problema

La consideracion sobre la no dependencia de z conduce al
siguiente sistema:

1 .
C]]‘Hq‘ll + E(C;Il - C"l‘l)u‘l.'ﬂ

1, : 3*u

+§((11 + Ci2)ug 12 = ﬂ—at; i (8)
1
5(C11 = Cr2)uz 11 + Criuz 22

+1Cn + Clo)up 1o = g 9)

sl 12)U1,12 = p B2

Como se observa en el sistema (8)—(9) sélo aparecen dos
constantes elasticas, Cy; y C2, lo cual permite establecer
una analogia con el caso eldstico isGtropo [15]. En este caso,
resulta conveniente descomponer el vector.desplazamiento i
en términos de derivadas de potenciales de la siguiente for-
ma [15]:

(10)
(11)

Uy = w11 + Ya,2,

Uz =413 — Y-

Sustituyendo (10) y (11) en las Ecs. (8) y (9) se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales:

1 9? 2 2C
By~ =, r;zfi. (12)
i o | P
1 O"’L'-: 9 (111 —le)
Ay — — -~ =, N = — 3
v ga G2 . p (13)

El sistema (8)—(9) se ha desacoplado en dos ecuaciones (12)—
(13) que representan ecuaciones de ondas. La Ec. (12), co-
rresponde a las ondas longitudinales que se propagan con ve-
locidad ¢, mientras que la Ec. (13), corresponde a las ondas
transversales que se propagan con velocidad cs.

Para resolver las Ecs. (12) y (13) utilizamos la transfor-
macién integral [15]

e da. / flz,y, t)e™tdt, (14)
o0 J0
] - )

flk,y,w)e™ ™ duw, (15)

—1ib

En este caso la integral de Laplace en (14) existe para todos
los valores de w = ¢ + id tales que d > —b.

Aplicando la transformacion (14) como operador a las
ecuaciones (12)—(13) obtenemos

(16)
(17)
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La solucién general del sistema (16)—(17) es de la forma
@1 = Asenh (qy) + B cosh(qy), . (18)
¥, = Csenh (sy) + D cosh(sy), (19)

donde

2 2
_p2(1-2), 2=p(1-2), =¥
g =k (1 cf)’ &=k (1 c%)’ c= .

Utilizando la transformaci6n integral (14) en (10)—(11) se
tiene que:

iy (k,y,w) = —ik@1 + P22, (20)
iz (k,y,w) = @12 + ik (21)

Para el modo simétrico (A = D = 0) sustituyendo (18)—(19)
en (20)—(21) se obtiene

i1 (k,y,w) = —ikB cosh (qy) + C's cosh (sy), (22)
iz (k,y,w) = Bgsenh (qy) + ikC senh (sy). 23)

De manera andloga se encuentra para los modos antisimétrico
(B'=C=0)que

iy (k,y,w) = —ikAsenh (qy) + Dssenh (sy), (24)
iz (k,y,w) = Aqcosh (qy) + ikD cosh (sy). (25)

Estudiaremos a continuacion una situacion de interés
fisico. Se trata de la aplicacién de una tensién mecdnica
Fy(z,t) en la superficie superior de la placa, es decir,

Ty = QP[)(.L'.I).

Gz =0 =

Oy = Ozy = 0, y=—h.

De manera similar al analisis realizado, consideraremos
para las condiciones de contorno la descomposicién en casos
simétricos y antisimétricos.

Para el caso de los modos simétricos las condiciones de
contorno adoptan la forma

oy = Fhla ), y=h (26)

y=-h; (27)

Ozy = 0, en

ay =Pz, 1), gy =0, en

y para los modos antisimétricos las condiciones de contorno
pueden ser escritas de la forma

= h, (28)
y=—h (29

oy ="Fa(z;t) Ozy = 0, en

gy =—Pol;t); dzy=1, en
Utilizando (22)—(23) y las condiciones de contorno (26)-
(27), transformadas segtin la férmula (14), se obtiene el si-
guiente sistema de ecuaciones algebraicas:

((7]1(]2 = k2012)Bcosh {qh) + ikS(C]] = Clz)CCOSh(Sh) — f’o(k!y,w),
—2ikqBsenh (gh) + (s* + k*) senh (sh) = 0.

Supongamos que

Ay = (s? + k*)(C11¢° — k*C)2) cosh (gh) senh (sh) — 2k*sq(C1y — C12) senh (gh) cosh(sh) # 0,
Aq = (82 + k?)(C11¢? — k*C12) senh (gh) cosh (sh) — 2k*sq(Cyy — C12) cosh (gh) senh (sh) # 0.

Por consiguiente,
P R —2ikq -
B=2"" B senh(sh), ¢ = ~=™ B cenih (gh).
8 Bl
Luego
o SRR 2ikgs =
i = —ik Py senh (sh) cosh (qy) — ——— Fo senh (gh) cosh (sy), (30)
s s
2 k% - 2%2q -
g = qs ; Py senh (sh)senh (qy) + A ng senh (gh) senh (sy). (31)
s 5
De manera andloga para los modos antisimétricos se obtiene
24 k% 2ikqs -
iy = —ik? 7 P, cosh (sh) senh (qy) — s 2 Py cosh (gh) senh (sy), (32)
a a
2 4 k2 . 2%2g -
Uy = 2 X Py cosh (sh) cosh (qy) + X qR]vosh (qh) cosh (sy). (33)
a 1
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En el caso en que Ay, = A, = 0 se obtienen las ecuaciones
de dispersién correspondientes a los modos libres simétricos
y antisimétricos respectivamente, los cuales no serdn investi-
gados en nuestro trabajo.

Con las expresiones (30)—(33) hemos obtenido que para
valores de w y k independientes entre si existen valores de las
constantes, tales que se cumplen las condiciones de frontera
correspondientes a cada modo. Sin embargo, se ha demostra-
do experimentalmente que siempre es posible encontrar valo-
res de w y k, tal que una de las constantes de los respectivos
modos sea cero y se mantengan las condiciones de frontera.
Esto sélo se cumple si existe una relacién entre w y k.

Las relaciones correspondientes a cada modo son, para el
modo simétrico,

w = tca/k? + n272 /h2,

+ey k2 + n2x2/h?, (34)

€
I

donden € Z.
Para el modo antisimétrico

w = ez / k% + n2n2/4h?

w=xec) k% +n2n2/4h2,

Para el caso de la onda SH, de acuerdo a la descom-
posicién efectuada anteriormente, donde el desplazamiento
mecdnico @ y el potencial eléctrico ¢ no dependen de la va-
riable z, se obtiene

n=13,5,.... (35)

32113
A(Cysuz + e159) = Pop (36)
A(€15I£3 = Elld)) = (37)
Haciendo la sustitucién
¢ = (e1s/en1)us + ¢,
en las Ecs. (36)—(37) se obtiene
9*u

(l‘AUg = pa—tf, (38)
Ap =0, (39)

donde

C (1 + eis )
= —_—
“ €11C44

y el problema se reduce a calcular u3 y ¢ del sistema desaco-
plado (38) y (39).

Aplicando la transformacién integral (14) como operador
a (38)—(39) se obtiene

3 w2
{302 — (J# = a_‘l) i3 =0, (40)

P2 —k¢=0, a®=afp (41)

La solucién general de (40)—(41) es de la forma

iz(k,y,w) = Asenh (qy) + B cosh (qy),
P(k,y,w) = Csenh (ky) + D cosh(ky), (42)

donde en este caso

Luego
o= ‘:ﬁ (A senh (gy) + B cosh (ky)]
1
+ C'senh (ky) + D cosh (ky). (43)

A diferencia del caso anterior, el potencial ¢ estd acoplado
a una de las componentes del vector desplazamiento, po-
niéndose de manifiesto el efecto piezoeléctrico. Estudie-
mos el caso general en que se aplican tensiones mecanicas
Fy(xz,t) y eléctricas V() en la superficie superior de la pla-
ca piezoeléctrica, es decir,

oy: = 2P (=, t),
¢:W+{€15/€11)U3:2V0(t), en y=h; (44)
Oy =0,

¢ =@+ (e1s/e11)us =0, en y=—h (45

Si se tienen en cuenta los modos simétricos y anti-
simétricos y la transformacién integral (14), las expresiones
(42)—(43)y (44)—(45) pueden ser expresadas de acuerdo a ca-
da modo de la siguiente forma para los modos simétricos:

g = B cosh (gy), (46)
¢ = D cosh (ky), 47)
Gy: = — P,
¢ + (ers/enn)itz = Vo, en y=—h, (48)
B = Py
@+ (ers/enn)us = Vo, en y=h (49)

Para los modos antisimétricos

i3 = Asenh (qy), (50)

@ = Csenh (ky), (51)
Oyz = Po,

@+ (e1s/en)iis = Vo, en y=-h, (52)
Oyz: = Py,

@ + (e1s/en)us = Vo, en y=nh (53)
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Sustituyendo (46)—(47) en (48)—(49) se obtiene el siguiente
sistema:

Bagsenh (gh) 4+ De;sksenh (kh) = By,
(e15/€11)B cosh (qh) + D cosh (kh) = Vj.
El determinante del sistema es igual a:
d; = agsenh (gh) cosh (kh)
— (e5 /€11 )k senh (kh) cosh (gh).

Sid; # 0las constantes B y D pueden ser calculadas me-
diante las férmulas de Cramer. Sustituyendo estos resultados
en (46)-(47) obtenemos:

is(k,y,w) = %’?-cosh (q), (54)
1
c;*'o(k.y.w} = 61—5% cosh (qy) + ﬁcosh(ky), (55)
€11 O1 1
donde

Ap = —Vyersksenh (kh) + By cosh (kh),
Ap = Vpagsenh (gh) — Po(e1s/e11) cosh (gh).  (56)

De manera andloga para los modos antisimétricos obtene-
mos:

uz(k,y,w) = % senh (qy), (57)
2
. A Apn
ok, y,w) = s A senh (qy) + =% senh (ky) (58)
€11 02 da

donde
A4 = Voyersk cosh (kh) — Py senh (kh),
Ac = Py(ers/e11) senh (gh) — Vyag cosh (gh),
dy = aq cosh (gh) senh (kh)
— (3. /e11 )k senh (qh) cosh (kh).  (59)

Efectuando la transformacion inversa dada por la férmula
(15) obtenemos, para los modos simétricos:

uslz,y,t) = / e~ dk

— 00

oo—th ==
A ! 1
s / Me Wik, 5, (60)

—oo—ib 51

dlz.yt) = oy, +/ cosh (ky)e™*= dk

€11
oo —1ib
A
x/ 2D et g, (61)
—oo—1b 61

Andlogamente para los modos antisimétricos se obtiene:
uz(z,y,t) = [ e~ kT gk
J—o0
eo—ias A Lsenh :
x / mioeah L 5 (qy)e"“"dw, (62)
. 2

— 00— 10

oz, y,t) = (Jﬂu.;; + / senh (ky)e ™7 dk

€11
co—ta | §
x/ _\t—(é?*“"d‘un (63)
_ 0o

oo —tox

Al igual que en las ondas P-SV se puede siempre encon-
trar valores de w y £ tales que una de las constantes sea cero
y se satisfagan las condiciones de contorno, lo cual da como
resultado las siguientes relaciones; para los modos simétricos
(haciendo Ag = Ap = 0):

PO.’ = ktanh(kh),

e15 Vo

p0€15/€11

Voag

= tanh(qh); (64)

mientras que para los modos antisimétricos (A 4 = A = 0),
50n:

‘/Dﬁew = ktanh(kh), = Voaq

0 Poﬁ’ls/fu

= tanh(qh). (65)

A continuacién, estudiaremos el problema formulado an-
teriormente para el caso de una excitacién arménica de po-
tencial de frecuencia wy, es decir

Vo(t) = sen (wot), Bilz )= 0. (66)
En este caso, estamos suponiendo ¢ > (0. Para t < 0 se con-
sidera Vy = 0.

Sabiendo que

Volw) = L
o{w) w? + w2

donde wq es una frecuencia dada, y sustituyendo (66) en las
expresiones (56) y (59), se obtienen las siguientes relaciones;
para los modos simétricos (haciendo AB = AD = 0)

wg, = xka, O

Wy = £d (67)
mientras que para los modos antisimétricos (AA = AC' = ()
son

Wq, = tka 0
I — 1 =1 8.5, v (68)

Obtengamos de manera mas explicita las expresiones (60)—
(61) para este caso particular. Para ello hagamos en la in-
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bR

Figura 2. Camino de integracién en el plano complejo.

tegral correspondiente a w el cambio de variable p = w y
escojamos como camino de integracion el que se muestra en
la Fig. 2.

Luego en (60)—(61) se tiene

uz(z,y,t) = ,,'f e—ikz gp.

— 00

~ioo+b .
x / Apcosh(gy) —p g, (69
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Para calcular la transformada inversa de Laplace aplicamos el
teorema de los residuos al camino orientado positivamente I’
representado en la Fig. 2, donde R es el radio de la circunfe-
rencia de centro O el cual se toma lo suficientemente grande
para que en la regién queden incluidos todos los polos de la
funcién que estdn a la izquierda de la recta d = b.

Los polos de la funcién son los ceros de 4, es decir, las
soluciones de la ecuacién de dispersién 6; = 0. Es conoci-
do [15] que para cada k dicha ecuacidn tiene un nimero infi-
nito de soluciones. De aqui que en el plano p hay un niimero
infinito de polos localizados en el ¢je imaginario p,, = iw,.
Puesto que todos los polos son simples los residuos pueden
ser determinados por una férmula bien establecida, quedando
finalmente,

o0
ug(z,y,t) = 27.'[ €15k senh (A‘h)e’zkr
-0

wo cosh (qy)

ad 2 )
n=1 WP‘L(U‘" + w(})

e P pmiw, dk, (71)

€15 - —ikz
oz, y,t) = —uz + 27 cosh (ky)e

€11 e

=, woqcosh (qgh) _ i
X R b P l =g dk. (72)
"‘L:‘l %‘%}(wz + wj) P

A partir de las relaciones (67) y (68) se pueden encontrar las
expresiones para la velocidad de grupo c,. Asi por ejemplo
de (67), haciendo w = ke, y luego k = 27 /A (A longitud de
onda), se obtiene que:

n2\2
» =ik, s =l 1+ —— 73
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Ya que
dc
¢ =c- Ao, (74)
entonces
*a
Cp =0 gy = ———. (75)
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Para altas frecuencias (pequenias longitudes de ondas) ¢, —
a.
De manera andloga se opera cuando

Vol(t) =0, Po(z,t) = é(z — zp)e™t,  (76)
para t > 0, siendo g un punto fijo arbitrario del eje x.
En este caso

(__,—ik.ro

}5()(11\',@‘) = (77)

W —fwg
Los casos (66) y (76), de acuerdo con el principio de super-
posicién, pueden dar lugar a un caso mds general, donde

Vol(t) = sen(wot), Po(z,t) = é(x - zp)e™ot

parat > ().

4. Conclusiones

Se ha estudiado la propagacion de ondas debido a la accion
de una tension electromecdnica en una ldmina piezoeléctrica
de clase 6mm. Demostramos que esta tension contiene por
una parte una onda de tipo completamente mecdnico P-SV
estudiada por otros autores en sistemas eldsticos isétropos.
Por otro lado se origina una onda de caricter piezoeléctrico
al tener acoplados un campo de deformacién y otro eléctrico.
Para esta dltima reportamos soluciones explicitas para los ca-
sos simétricos y antisimétricos. Cualquier otro caso se puede
poner como combinacién lineal de estos dos.

El caso de la accién de una tensién eléctrica fue analizado
y se obtuvieron expresiones analiticas para el desplazamien-
to v el potencial eléctrico. La relacién entre w y k dada por
(67) y (68) es utilizada para calcular las velocidades de gru-
po, donde, al igual que para el caso eldstico, se observa que
para pequenos valores de la longitud de onda, esta tiende a la
velocidad de propagacion de la onda.

La resonancia en frecuencia de estas ondas coincide co-
mo es habitual con los modos normales en las laminas sujetas
a condiciones de contorno libres. Esto dltimo serd objeto de
estudio préximamente.
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