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Se investigan los modos forzados en una placa piezoeléctrica. Para cllo se considcr.l un material piezoeléctrico de simetría hexagonal 6mm
polarizado con respecto al eje z. Son obtenidas las expresiones del tlcsplazamiento mecánico y el potencial eléctrico para las ondas de tipo
SH. tanto para los modos simétricos como antisimétricos. Se obtienen estas expresiones para un caso particular así como la velocidad de
grupo.
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The propagation uf wave in a piczoelectric plalc is analyzed A plate made 01" piezoelectric malerial with hexagonal syrnrnetry (6rnrn)
polarized with respectto z.axis is considered. The mechanicaldisplacernentsand c1cctricpotential expressions for SH waves are analytically
oblained. The syrnrnetric and antisymmetric modcs are studied in thi~case. A particular case is analY7.edand the general solutions and group
vclocities arc calculated.
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1. Introducción

El estudio de la propagación de ondas en placas ha tenido un
gran auge en los últimos tiempos. Para los medios isótropos
Mindlin [1] supo explicar, a través de la teoría de vihracio-
nes, el espeelro de Rayleigh-Lamb. Muestra que las partes
de haja frecuencia del espectro pueden ser aproximadas por
el espectro de componentes de estructuras típicas, tales co.
010: varillas, membranas (tensión plana) y placas (tlexión).
En presencia de altas frecuencias, el espectro está relaciona-
do con la onda de Rayleigh. Para mejorar la predicción del
espectro de Lamb. Mindlin introduce el factor de conexión
de cizalladura, haciéndole corresponder a la velocidad de la
onda de flexión en las altas frecuencias la velocidad de la on-
da de Rayleigh. La exactitud del modelo de Mindlin ha sido
verificada por la leoría de placas de Barnett y Ellis [2J.

Por otra parte Habegar el al. [3J, Reuter [41 y Nayfeh-
Chimenti [5 J hicieron un estudio de la propagación de ondas
en una placa anisótropa compuesta, reforzada por fibras, lo
cual es de gran importancia práctica dehido a su aplicación
en las pruehas ultrasónicas para determinar las propiedades
de los materiales.

El caso de los materiales piezoeléctricos tiene gran se-
mcjanza con los anteriormcnte mencionados, pues se trata de
oscilaciones de origen elástico acoplada"i con oscilaciones de

un campo eléctrico [6]. Tienen gran uso en la construcción de
transductores ultrasónicos, resonadores, filtros y otros dispo-
sitivos. El estudio teórico y experimental de las oscilaciones
piezocléclricas en láminas y otros medios de dimensión finita
ha cobrado especial interés en los últimos años por la apari-
ción de nuevos métodos de obtención y caracterización 17,8].

En muchos casos las ecuaciones de la piezoelectricidad
tienen una complejidad tal que se hace necesario la aplicación
de métodos aproximados como es por ejemplo el método de
elemento finito [9}. Recientemente, diferentes grupos de in-
vestigadores con mucho énfasis han considerado incorporar
las láminas dc materiales piezoeléctricos en sistemas de es-
tructuras, con el objetivo de darle a dichos sistema~ mayor
sensihilidad, actuación y control. Por ejemplo, en la Ref. 10
se examina la respuesla de una placa delgada construida por
láminas piezotermoelásticas y sujeta a campos estacionarios
térmicos y eléctricos. Por otro lado, R.R. Ramos [11] e( al.
analizaron las oscilaciones de una lámina piezoeléctrica po-
larizada respecto al espesor donde se considera la altura de
la lámina mucho menor en comparación con las otras dos di-
mensiones en las cuales la lámina es infinita.

A diferencia de los anteriores trabajos, en el presente se
investiga el efecto de una tensión electromecánica sohre la
superficie de una lámina piezoeléctrica de espesor 2h situado
sobre el eje y, para un material de simetría hexagonal 6mm
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polarizado en el eje;;. Se obtienen soluciones analíticali cxac.
tas para las ondas de tipo P-SV y SH, y se establecen las
relaciones preliminares para los moJos de vibración libres
relacionados con este sistema. Se proponen dos casos parti-
culares a modo de ejemplo. (5)

2. Ecuaciones fundamentales

donde la Ec. (1) representa la ecuación del movillllen-
10. la Ec. (2) la relación lineal desplazamiento mecánico-
deformación, la Ec. (3) se deriva de las ecuaciones de Max-
well bajo la consideración cuasiestática y la El'. (4) las re-
laciones constitutivas piezoeléctricas. Por otra parle. fT es
la tensión, (J la densidad de masa. ti el desplazamiento
mecánico. [ la deformación. D el desplazamiento eléctrico,
E el campo eléctrico y lP el potencial eléctrico. Denotare-
mos por C. e y f los tensores elásticos, piezoeléctricos y
dieléctricos, respectivamente. Sustituyendo (4) en (1) y (3),
y teniendo en cuenta (2) obtenemos.

(6)

Dy = (11 Ey + CI5(U;U + 112,3).

D:; = (33E:; +e31(/I\,1 + 112,2) +C33I1:U'

(1:; = CI3(HI,¡ + 1I..!,:d + C:n1l3,3 - (':n E:;.

(Jy:; = e1_dll3.:.! + 112.:¡) - ('1"Ey'

fTr:; = C,.,(u:u + III,:d - ('¡;¡Er•

(Try = ~(CI] - C¡:d(1I2,1 + 1ll,2),

Dr = (11£z + ('¡dll3,1 + 111.3)'

(11) >-+ 1. (22) >-+ 2. (~~) >-+ 3.

(2:3) = (:32) >-+ 4, (31) = (1:3) >-+ 5. (12) = (21) >-+ G

Por consiguiente, el sistema de ecuaciones en derivadas par-
ciales (5) puede ser escrilo por componentes de la siguiente
forma:

el cual es un sistema de ecuaciones en derivadas parciales
acopladas. en el que figuran cuatro ecuaciones en derivadas
parciales con cuatro incógnitas Uj y Ó. Dicho sistema descri-
he las vihraciones de un medio piezoeléctrico.

Estudiaremos la propagación de ondas en UIl medio pie-
zoeléctrico para un material de clase 6mm polarizado en
el eje:; caracterizado por 5 constantes elásticas, 3 piezo-
eléctricas y 2 dieléctricas [1.11. Dehido a la simetría de los
tensores clé-ctrico y picl.ocléctrico estos se pueden escrihir
según un arreglo matricial que consiste en reemplazar ij o kl
por n o /J, donde i. j, k.l loman los valores l. 2. 3 Y o, {3
toman los valores de 1 a 6 de acuerdo a las siguientes relacio-
nes:

De esta forma las relaciones que tlguran en (4) loman la for-
ma:

(4)

(1)

(2)

(3)

f1i) = CijklE/.:I - ('/.:jj Eh

Di = eiklEkl + likEk,

cPu.- )
(1ij,i - P7Ji2'

1
EkI = 2("k.1 + /ll.k!,

D¡,i =0.

El propósito de esta sección es plantear las ecuaciones ge-
nerales de propagación de ondas acústicas de un medio
anisótropo piezoeléctrico cuya simetría es hexagonal, en par-
ticular nos referimos a un material piezoeléctrico de simetría
hexagonal6mm polarizado en el eje z. Este problema se des-
cribe por la ecuación de movimiento de una partícula dc sus-
tancia junto a las ecuaciones de Maxwcll. Para el rango dc
frecuencias de interés estas últimas se reducen a la ecuación
de Poisson para el potencial. A estas ecuaciones hahrá que
añadir las relaciones constitutivas piezoeléctricas.

En resumen se tiene el siguiente sistema de ecuacio-
nes [12):

l 1 ' (J".!U¡
CllUl.ll + 2(Cll + CI2)U',12 + 2(Cll - C12)UI," + (C13 + C,.J!":!,11 + CH"I.:!:! + ("J:, + ('31)4>.13 = () Dt' '

1 1 ' D21t.)
2"(CII - CI2)U".!.1I + 2"(Cll + C1".!)UI,12 + Cllll:.!,:.!:.! + (C13 + G.¡.¡)II;L:n + C44lt:2.n + (c:n + eI5)O.2~ = P Dt".!-' (7)

D'lu
(CH + C13)III,13 + (C44 + C13)U2,".!3 + CH/l3,11 + G.1-1ll3,22 + Cnll:U:l + f'nO.33 + ('15(0.11 + 6,22) = P Dt23 ,

-lU eP,ll + e15(U3,1l + UI,3d - III eP,'l2 + f:1!'llt:I,:n + H2,n) - (nlP,:n + £'31(11],]:1 + Ul,2:d + en l/.:U:l = O.
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Figure 1. Lámina piezoeléctrica de simetría hexagonal polarizada
en el eje ::.
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GI¡ - C¡2

11¡ = 91.1 + 1./.'2,2,

3. Planteamiento del prohlema

La consideración sohre la no dependencia de z conduce al
siguiente sistema:

1
2"(('11 - CI2)1I2.11 + C11UZ.22

l lJ2u,
+2(CIl + Cl')"I,l2 = p at' . (9)

Como se ohserva en el sislema (H)-(9) sólo aparecen dos
conslantes elásticas. ell y el:.!. lo cual permite establecer
una analogía con el caso elástico is6tropo [15]. En este caso.
resulta conveniente descomponer el vector-desplazamiento r7
en términos de derivadas de potenciales de la siguiente for-
mall;;l:

Sustituyendo (10) Y (11) en las Ecs. (8) y (9) se ohliene el
siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales:

El sistema (S)-(9) se ha desacoplado en dos ecuaciones (12)-
(1J) que representan ecuaciones de ondas. La Ec. (12). co~
rresponde a las ondas longiludinales que se propagan con ve-
locidad ('l. mientras que la Ec. (13). corresponde a las ondas
transversales que se propagan con velocidad C2.

Para resolver las Ecs. (12) y (13) utilizamos la transfor-
maci6n integral [15J

z
"

y

I

En lo que sigue supondremos que las componentes del
desplazamiento mecánico y el potencial eléctrico no depen-
den de la coordenada::. Bajo esta suposición ohtendremos un
sistema mucho más sencillo, cuyo espacio solución es posihle
expresarlo como una suma directa de dos espacios. En uno
de ellos s610 figuran lf¡ y 1.l2 (ondas P-SV). mientras que en
el otro liguran Il" y 1>(ondas SH) 11,lJ. Para arnhos prohle-
mas consideraremos condiciones iniciales nulas para todas
las incógnitas del sistema correspondiente.

A continuación analizaremos el efecto que produce, sohre
una placa piezoeléctrica de clase 611lmpolarizada en la direc-
ción del espesor. de altura 211 e infinita en la dirección de los
ejes .r y :: (Fig. 1). la acción de una tensión electromecánica
sohre la superficie y = Ih. Al igual que en otros muchos
¡rahajos relucionados con esta temática. adoptaremos un en-
foque de onda larga. Es decir. estudiaremos campos cuyu va-
riación típica ocurre en longitudes mayores que la distancia
entre átomos. Esto conlleva a que el ancho de la placa sea mu-
cho mayor que esta distancia. aunque es de notar que en oca-
siones las teorías de ondas largas funcionan razonahlemente
hien para capas muy finas con tal de insertar correctamente
en el prohlemu las interacciones y simetrías características.

FU(.r, .11, 1)) = j(k, .11. ,,-,) = ~~, L: "kr d./". .~=f(.r, .11. I)e'." di. ( 1 ~)

100 ¡=-'"f(.r,y,l) = e-,h dk j(k,y.w¡,,-iw' d,-",
-00 . -no-,I,

( 15)

la cual representa la transfor:nación de Fourier respecto a .1'

y la transformación de Laplace respecto a f. Para esta última
consideramos que la función f(.r, y, 1) (como función de t)

verifica las siguientes condiciones:

donde Al y {,son constantes positivas.

f(.r.y.l) < .\fe-bl,

f(.r, .11, 1) = O,

para

para

120:

1 < O.

I
En este caso la integral de Laplace en (14) existe para todos
los valores de c..,.' = e + id tales que d > -b.

Aplicando la transformación (14) como operador a las
ecuaciolles (12)-( 13) ohtencmos

( 16)

(17)

Re\'. i'tk-.:. Fú. -W (1) (199H) .n-54
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La solución general del sistema (16}-(17) es de la forma

<p¡= A senh (qy) + B cosh(qy), (18)

Estudiaremos a continuación una situación de interés
físico. Se trata de la aplicación de una tensión mecánica
Po(.r, t) en la superficie superior de la placa, es decir,

02 = Gsenh(8Y) + Dcosh(sy), ( 19)
ay = 2Po(.r, t), G;ry = O. y = h,

Para el modo simétrico (A = D = O) sustituyendo (18)-( 19)
en (20H21) se obtiene

donde

q2 = k2 (1 - ~), 8
2 = e (1 - ~} c = I

Utilizando la transformación integral (14) en (10)-( 11) se
tiene que:

Dc manera similar al análisis realizado, consideraremos
para las condiciones de contorno la descomposición en casos
simétricos y antisimétricos.

Para el caso dc los modos simétricos las condiciones de
contorno adoptan la forma

f1y=axy=O.

y=h; (26)

y = -h; (27)

en

en

y = -h.

f1:ry = O,

a:ry = 0,

ay = 1'0(''', t),

ay = Po (x, f),

(20)

(21 )

ü¡(k,y,w) = -ik<p¡ + 02,2,

"2 (k, y, w) = <P',2+ ik02.

'" (k,.y,w) = -ikB cosh (qy) + Gs cosh (sy),

ü2(k, y, w) = Bqsenh (qy) + ikG senh (sy).

(22)

(23)

y para los modos antisimétricos las condiciones de contorno
pueden ser escritas de la forma

Utilizando (22)-(23) Y las condiciones de conlorno (26)-
(27), lransformadas según la fórmula (14), se obtiene el si-
guiente sistema de ecuaciones algebraicas:

De manera análoga se encuentra para los modos antisimétrico
(B = G = O)que

",(k,y,w) = -ikA senh (qy) + Dssenh(sy), (24)

"2(k, y,w) = Aqcosh (qy) + ikD cosh (sy). (25)

ay = Po(x,t) ,

ay = -Po(x. ti,
a~y = O.

a~y = 0,

en

en

y = h, (28)

y = -h. (29)

(G" q2 - k2G'2) B cosh (qh) + iks (Gil - Gn)G cosh("h) = Po(k, y, w),

-2ikqBsenh (qh) + (s2 + k2) senh (sh) = O.

Supongamos que

Ll., = (82 + e)(G"Q' - eG¡2) cosh (qh) senh (sh) - 2k2,w,(C'1 - G12) spnh ("h) cosh(sh) 01 o,
Ll.a = (s2 + k2)(G"Q' - k2G¡2) senh (qh) cosh (sh) - 2k2s"(G,, - G12) cosh (qh) senh (sh) 01 O.

Por consiguiente.

S2 + k2 _
B = ---Po senh (sh),Ll.,

-2ikq -
G = -- 1'0 senh (qh).

Ll. .,

Luego

52+k2_ 2iJ..:qs-"1 = -ik---Po senh (sh) cosh (qy) - --Po spnh ("h) cosh (sy),
Us ~-~

s2+k2_ 2k2,,_"2 = q---Posenh(sh)senh(qy) + ~Pos"nh(qh)s"nh(sy).Us ~s

De manera análoga para los modos antisimétricos se obtiene

S2+ k2 _ 2ik"" _
ü, = -ik---Po cosh (sh) spnh (qy) - -,,-1'0 ('()sh (qll) spnh (sy),

L\a ~H

52 + k2 _ 21.:2 (/ _"2 = ---Pocosh(sh)cosh(qy) + ~nl('()sh("II) •.osh("y).Ua U¡¡

(30)

(31 )

(32)

(33)

Rev. Mex. Fís. 44 (1) (1998) 47-54
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En el caso en que Ós = .ó..a = O se obtienen las ecuaciones
de dispersión correspondientes a los modos libres simétricos
y antisimétricos respectivamente. los cuales no serán investi-
gados en nuestro trahajo.

Con las expresiones (30)-(33) hemos obtenido que para
valores de w y k independientes entre sí existen valores de las
constantes, tales que se cumplen las condiciones de frontera
correspondientes a cada modo. Sin embargo. se ha demostra-
do experimentalmente que siempre es posible encontrar valo-
res de w y k. tal que una de las constantes de los respectivos
modos sea cero y se mantengan las condiciones de frontera.
Esto sólo se cumple si existe una relación entre w y k.

Las relaciones correspondientes a cada modo son, para el
modo simétrico,

w = xc,,/p + n2,,2/h2,

La solución general de (40)-(41) es de la forma

';3(k, y,w) = A senh (qy) + B cosh (qy),

<jJ(k,y,w) = Csenh (ky) + Dcosh{ky), (42)

donde en este caso

Luego

el5
4> = - lA senh ('1y) + B cosh (ky)J

f¡¡

+ C senh (ky) + D cosh (ky). (43)

y

w = XCI ,jP + ,,2,,2 /h2,
donde n E Z.

Para el modo antisimétrico

(34)

A diferencia del casu anterior, el potencial 4> está acoplado
a una de las componentes del vector desplazamiento, po-
niéndose de manifiesto el efecto piezoeléctrico. Estudie-
mos el caso general en que se aplican tensiones mecánicas
Po (x, t) Yeléctricas Vo (t) en la superficie superior de la pla-
ca piezoeléctrica, es decir.

Para el caso de la onda SH, de acuerdo a la descom-
posición efectuada anteriormente, donde el desplazamiento
mecánico ti y el potencial eléctrico 4> no dependen de la va-
riable z, se obtiene

(46)

(47)

(44)

y = -h, (48)

en y = -h. (45)

en

';3 = Bcosh (qy),

<jJ= Dcosh(ky),

ay, = 2Po(x, 1),

l' = 'P + (el5/rll )U3 = 2Vo(t), en y = h;

ay: = Po,

<jJ + (e"'/'I1 )';3 = Vo, en y = h. (49)

Para los moJos antisimétricos

';3 = Asenh (qy), (50)

<jJ= Csenh (ky), (51 )

ayz = Po,

<jJ+ (e15/'II)';3 = -Vo, en y = -h, (52)

ayz = Po,

'P + ("I"/'I¡j,,,, = \/0, en y = h. (53)

Si se lienen en cuenla los modos simétricos y anti-
simétricos y la transformación integral (14), las expresiones
(42}-(43) y (44)-(45) pueden ser expresadas de acuerdo a ca-
da modo de la siguiente forma para los modos simétricos:

(37)

(40)

(41 )

(39)

(36)

(38)

2 _ /a - Q (J.

,,= 1,3,5,.... (35)

_ (2 w
2
)_

1t3,22 - k - ([2 U3 = O,

82U3
OC.U3 = P Dt2 '

C.'P = O,

82U3
C.(G.14U3 + eI54» = P Dt2 '

C.(eI5u3 - '114» = o.

<jJ,22- k2<jJ = O,

Haciendo la sustitución

4>= (e15/,")u3 + 'P,

en las Ecs. (36)-(37) se obtiene

donde

y

( e;5),,= CH 1+ -C-
(;11 44

Yel problema se reduce a calcular 1t3 y tp del sistema desaco-
plado (38) y (39).

Aplicando la transformación integral (14) como operador
a (38)-(39) se obtiene

Rev. Mex. Fís. 44 (1) (t99S) 47-54
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Sustituyendo (46H47) en (48H49) se obtiene el siguieme
sistema:

Análogamente para los modos antisirnérricos se obtiene:

Al igual quc cn las ondas P.SV se puede siempre encon-
(rar valores de i.J.,' y k tales que una de las constantes sea cero
y se satisfagan las condiciones de contorno, lo cual da como
resultado las siguientes relaciones; para los modos simétricos
(haciendo!l¡¡ = ~/) = O):

BQq senh (qh) + Del5k senh (kh) = Po,
(eI5/,,,)B cosh (qh) + D cosh (kh) = ¡~).

El determinante del sistema es igual a:

61 = Qq senh (qh) cosh (kh)

- (e;5/",)k senh (kh) cosh (qh).

Si 6, i O las constantes B y D pueden ser calculadas me.
diante las fórmulas de Crarncr. Sustituyendo estos resultados
en (46)-(47) obtenemos:

. !lB
113(k,y,w) = -;¡;-cosh(qy), (54)

- e15 ~H ~D
1I(k,y,w) = ---,cosh(qy) + -.-cosh(ky), (55)

fU v} 01

fOO-lft .6..,.tsenh (qy) -i •.•'/ 1
x r e (.w,
. -(Xl-in (}1

1>(.r.y. t) = ',., "" + ¡= smh (ky)e-'kx dk
(11 -00

X ¡X-lO _~_Cp-I ••.'1dll'.

-oc-in 02

Po
---o = k tanh(klt).
eu:;' a

(62)

(63)

-, ",,'o
lu(w) = 2 .,.

w +"'-"0

mientras que para los modos antisimétricos (,;.\A = .6.(' = O).
son:

A continuación, estudiarcmos el prohlema formulado an-
teriormente para el caso de una excitación armónica de po-
tencial de frecuencia ..•....0. es decir

(66)

= tanh("h). (65)

Po(.r.!) = O.

'-'ÓO(/

POCI5/tll
frac¡ ~
--.;....e. = k tan h(k It ),
Po

donde :"""0 es una frecucncia dada. y sustituyendo (66) en las
expresiones (56) y (59). se ohtienen las siguientes relaciones;
para los modos simétricos (haciendo ~B = ~D = O)

En este caso. estamos suponiendo t > O. Para t < O se con-
sidera l/r) =: O.

Sahiendo que
!lA = i70e15kcosh (kil) - ['o senh (kil),

!le = Po(eI5/',,) senh (qil) - ¡foQqcosh (qh),

6, = Qqcosh (qil) senh (kil)

- (e;5/'" )henh (qil) cosh (kh). (59)

!lA
li3(k, y,w) = -;¡;;- senh (qy), (57)

- e15!l, !le
1>(k,y,w) = --i-s.'nh(qy) + -.-senh(ky) (58)

él1 u1 02

!lB = - \70e15k senh (kh) + Po cosh (kh),

!l{) = VOQqsenh(qh) -1"o(eI5/,,,)cosh(qh). (56)

donde

Dc manera análoga para Jos modos antisimétricos oh Icnc-
mus:

donde

Efectuando la transformación inversa dada por la fórmula
(15) ohtenemos. para los modos simétricos:

Ohlcngamos de manera lll<Ís explícita las expresiones (60)-

(61) para cstc caso particular. Para ello hagamos cn la in-

(68)

(67)n E Z,

TI. = 1. 3. 5 ..
.) 2

k"l. I/-¡r

+-1/'. 1-

mientras que para los modos antisimétricos (ii.A = ~C = O)
son

(60)

(61 )j'OO-ib ~LJ -iwl J,.

X JI e (lW.
-oo-il,

/
=-" !lB cosh (qy) - ••t 1

x 6, e ( •.•.:.
-oo-ib

e15 /=1I(.r, y. t) = -11" + cosh (ky)e-'kx dk
(11 -00
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(73)

(74)de
C=C-A-
fI - dA'

(' = :f:::a.

Ya que

A parlir oc las relaciones (67) y (68) se pueden encontrar las
expresiones para la velocidad de grupo eg• Así por ejemplo
oc (67), hacienoo W = kc, y luego k = 2,,/ A (A Jongilud de
onda l. se ohtiene que:

entonces

Figura 2. Camino de integración en el plano complejo.

010 a
(75)

Para altas frecuencias (pequeflas longitudes de ondas) cg2 --+
a.

Dc mancra análoga sc opera cuando

para t > O. siendo .1'0 un punto fijo arbitrario del eje x.
En cste caso

legral correspondiente a w el camhio de variable p = 11.4,,' Y
escojamos como camino de integración el que se muestra en
la Fig. 2.

Luego en (60)-(61) se liene

li3(:r. y, t) = -i loo c-iA:r dk
-~

\;,(1) = n. P,,(.r, 1) = 6(x - xo)e'wOI, (76)

(t{r. y, t) = "1.'".lI;i + 27Tn ¡oo rosh (kY)C-ih
fll -ou

;:- W"'1 ('()sh ('lit) -1'1 I . n. (72)
x L l1/J (:2 :2)e 1'=IW •• ( .

11=1 ~u.' +wo

x;:- Wu('Osh (q!!) e-pll _. dk (71)
L- !lli.(u.,2 +1....)2) p-I........
n=1 nI' o

(77)

Po (.1', 1) = 6(J - l'o)e'WOI

para f > (l.

1.,(1) = SO'll(w"I).

4. Conclusiones

Los casos (66) y (76), oc acueroo con el principio de super-
posición. pucden dar lugar a un caso más general. donde

Se ha estudiado la propagación de ondas debido a la acción
de una tensión electromecánica en una lámina piezoeléctrica
de clase 6mlll. DClllostramos que esta tensión contiene por
una parte una onda de tipo completamente mecánico P-SV
estudiada por otros autores en sistemas elásticos isótropos.
Por otro lado se origina una onda de carácter piezoeléctrico
al tener acoplados un campo de deformación y otro eléctrico.
Para esta última reportamos soluciones explícitas para los ca-
sos simétricos y antisimétricos. Cualquier otro caso se puede
poner como comhinación lineal de estos dos.

El caso de la acción de una tensión eléctrica fue analizado
y se ohtuvieron expresiones analíticas para el desplazamien-
to y el potencial eléctrico. La relación entre (¡.,' y k dada por
(67) y (6X) es ulilil.aJa para calcular las velocidades de gru-
po. donde, al igual que para el caso elástico, se observa que
para pequeños valores dc la longitud de onda, esta tiende a la
velocidad de propagación de la onda.

La n:sonam.:ia en frecuencia de estas ondas coincide co-
mo es hahilUal con los modos normales en las láminas sujetas
a condiciones dc contorno lihres. Esto último será ohjcto de
estudio próximamcnte.

(70)

(69)¡.~+b :Cl.¡¡cosh (qy) -pld'
x 6, e w.

-i'Xl+b

r¡ .•.., . loo -il.:;r
9(J . .'/,I) = -", -1 cosh(ky)e dk

(JI -oc

¡'~+b :Cl.
x --!2e-pt dw'.

-i=+b 01
Para calcular la transformada inversa de Laplace aplicamos el
teorema de los residuos al camino orientado positivamente r
representado en la Fig. 2, donde R es el radio de la circunfe-
rencia de centro O el clIal se loma lo suficientemente grande
para que en la regi6n queden incluidos todos los polos de la
función que están a la izquierda de la recta d = b.

Los polos de la función son los ceros de 61, es decir, las
soluciones de la ecuación de dispersión 61 = O. Es conoci-
do [151 que para cada k dicha ecuación tiene un número infi-
nito de soluciones. De aquí que en el plano p hay un número
infinito dc polos localizados en el eje imaginario Pn = i.....:n.
Pucsto que todos los polos son simples los residuos pueden
ser determinados por una fórmula bien establecida. quedando
finalmente,

113(J.!!. 1) = 2"¡:c¡,ksenh (kh)e-.kr

Re\'. Mex. F/:\. 4..J(1) (199X) 47-54



54 E,a. SA"'TOYO ET AL.

1. R.O. Mindlin. Procedjngs 01 J 11h Annual Symposium on Fre-
quenc." Control, U.S. Arrny Signal Corps Engineering Labora-
tones. Forth Monmou,h. NI. (1957).

2. K.E. Bamett and S. Ellis./nt. 1. Solids Srmcl. 24 (1988) 859.
3. c.e. Habeg:ar. R.W. Mano. and G.A. 8aum, Ultrason;CJ,

(1979) 57.

4. R.e. Reu'er.}. Comp. Mat. 4(1970) 129.
5. A.H. Nayfeh and Chimenti. 1. Acouse. Soco Am. 83. (1988)

1736.

6. R.R. Ramos. lB. Castillero, and M.CR. Valladares, Rev. Mex.
Fís. 41 (1995) 865.

7. Li Xing-jiao.} Appl. Phys. 56 (1984) 88.
8. Li Xing-jiao. W.y. Pan. and L.E. Cross. } App. Phys. 66 (1989)

4928.

9. H. Allik and T1R. Hughes. !mernalÍonaJ Joumal Jor Nmneri-
w/ ,\ft>thods it¡ F.,,~inet'r¡'lg 2 (1970) 1S l.

10. TR. Tauchcrt. 1. ThermalSrres:ses 15 (1992) 25.

11. R.R. Ramos. lA. Otero. R. Pércl-Alvarez. 1. Appl. Ph.\'s. acep-
tado para puhlicnr. (1997).

12. AJ. Slohodnik. Pmceet1ings o/lile 1£££64 (1976) 5.

13. n.A. Bcrlincourt. D.R. Curran. and H. Jaffe. PhYJica! ACOIHlics
lA. (1%4).

14. L.~1. Brckhovskikh. Hltn'l',I In Layered Media. (Acadcmic
Prcss, Ncw York 1960).

15. 1.D. Achcnhach. HltlVi'.\" Propagarlotl itl Elastic So/iJs. (Ncw
York. Vol. 1(. (1973).

Rev. Mex. Fú. 44 (1) (199X) 47-54


