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Tomando como eje central a las soluciones tipos solitones de la ecuacién no lineal cibica-quinta de Schrodinger se hace una introduccién

a diferentes aspectos fundamentales de la fisica no lineal de campos, tales como el método de estados coherentes, concepto de cargas
topoldgicas, de analogia mecdnica, etc. Principalmente abordamos las propiedades del caso no relativista en 1+1 dimensiones de espacio-

tiempo.
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By using as a central axis the soliton like solutions of the cubic quintic nonlinear Schrodinger equation, we explain certain concepts of the
nonlinear field theory: the coherent state method, topological charges, mechanical analogy method and so on. Our main concern is the

nonrelativistic case in 1+ 1 dimensional space-time.
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1. Introduccion

En sistemas lineales que soportan movimientos ondulatorios,
un paquete de ondas inicialmente bien formado, se va dete-
riorando con el transcurso del tiempo debido a la dispersion
de sus componentes. Zabusky y Kruskal [1] introdujeron el
concepto de “Solitons” para designar a las ondas solitarias
que emergen de una interaccién sin cambio de forma ni ve-
locidad. La definicién de solitones en la literatura es muy
variada. Aqui entenderemos por solitén a una configuracién
de campo distinto del vacio, que es solucién de ecuacién no
lineal localizada en el espacio y con energia finita. Existen
ciertos solitones que por regla general son estables a la dis-
persién. Esto ocurre porque el deterioro paulatino de la onda
solitaria se compensa con la tendencia a juntarse de sus com-
ponentes, gracias a los términos no lineales de la ecuacién de
campo.

El comportamiento de los solitones esta determinado por
ecuaciones diferenciales (o integro-diferenciales) no lineales.
Existen varios métodos para resolver estas ecuaciones, co-
mo por ejemplo el poderoso Método de la Dispersion Inversa
(MDI) [2]. En el caso de las ecuaciones lineales el método de
Fourier es el mas indicado y el mas popular. Por ésta razén
es que al MDI se le conoce también como método no lineal
de Fourier.

Existen diversos modelos fisico-matemadticos que sopor-
tan solitones. Uno de ellos es el modelo ¢° de teoria no lineal
de campos que no es integrable segtin el método de dispersion
inversa. La versi6n no relativista del modelo ¢° es conocido
también como ecuacién no lineal cibica-quinta de Schrédin-
ger (ENCQ). Esta denominacion es puramente formal debido

a la estructura de la ecuacion. En su esencia nada tiene que
ver con la ecuacién de Schrodinger de la mecdnica cudntica.
La ENCQ en fisica cldsica describe diversos fenémenos de
dptica, de ferromagnetismo, de fisica de plasmas, supercon-
ductividad, cambios de fase, etc. [3]— [10]. EIl estudio de
las autointeracciones de sexta potencia conjuntamente con
términos de Chern-Simons en 2+1 dimensiones genera pro-
cesos interesantes tales como nucleacion de solitones no to-
polégicos originando cambios de fase de primer orden [11].
Un andlisis desde el punto de vista de grupos Lie en la ecua-
cién cibica-quinta de Schrodinger se puede encontrar en la
Ref. 13.

Como es conocido la cuantizacién de la solucién so-
liténica depende de la estabilidad de la solucién cldsica y
puede ser llevada a cabo con métodos bien establecidos de
perturbacién. Es por ello, que es muy apropiado conocer pri-
mero las soluciones cldsicas del modelo para luego abordar
un analisis cuantico [12].

En la siguiente Seccién se obtiene la ecuacién no lineal
ctibica-quinta de Schrodinger tomando como punto de parti-
da un modelo cldsico de ferromagnetismo, usando el método
de los estados coherentes. En la Sec. 3 se explica el signi-
ficado fisico de los signos que aparecen en los términos no
lineales de la ecuacion cibica-quinta. Esta teorfa posee soli-
tones topoldgicos y no topolégicos. En la Sec. 4 hacemos una
introduccion a la teoria homotépica. Que diferencias existen
entre solitones topolégicos y no topoldgicos?. La respuesta
a esta pregunta se da en la Sec. 5 del presente trabajo. En la
Sec. 6 se da una introduccién al método de particula andloga.
La Sec. 7 esta dedicada a comentarios finales.
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2. Ecuacion cibica-quinta de Schrodinger

Ilustramos la obtencién de la ecuacién no lineal cibica quin-
ta de Schrodinger partiendo del modelo ferromagnético de
Heisenberg (ver detalles en la Ref. 3). El hamiltoniano de
la interaccién entre el sistema de espines y el de fonones se
puede escribir como

donde

i, = _3 S [Jivo (5¢ By + hic)

i0

240 8i 85| ~uh 357 (1)

Aqui, como de costumbre, 7'y V' representan a las energias
cinética y potencial respectivamente de las oscilaciones de la
red. El hamiltoniano estd dado en términos de los operado-
res S de espin. Las magnitudes de acoplamiento J;;., =
J (|zit+os — x;]) tienen propiedades simétricas J;, = Ji; y el
vector B = (0,0, h) es el vector del campo magnético ex-
terno aphcado al sistema y por altimo, p es la susceptibilidad
magnética.

El proceso de reduccion de un sistema cudntico a su con-
traparte cldsica se desarrolla usando el método de los estados
coherentes (véase el Apéndice). La descripcién de sistemas
cudnticos mediante el uso de estados coherentes, es un vasto
campo de estudio actual [9]. Por ejemplo, para el andlisis de
excitaciones colectivas (magnones) sobre estados base, uno
tiene que pasar desde el nivel cudntico de descripci6n al ni-

- vel cldsico y semejante transicion debe hacerse con cuidado.
Cominmente se utilizan funciones de prueba (es decir algu-
|

nas bases) para promediar al hamiltoniano cudntico. La elec-
cién de estados coherentes para estos objetivos se fundamen-
ta porque estos estados son los que mds se asemejan a los
clasicos. Por ejemplo, los estados coherentes basados en el
dlgebra de Weyl (operadores de creacién y destruccion), mi-
nimizan la relacion de incertidumbre de Heisenberg dando
como resultado el valor de 1/2 (Ref. 14).

En el caso del hamiltoniano (1) nosotros deseamos pa-
sar de la representacion cudntica especificada por los ope-
radores .S hacia una representacion semicldsica, de e-indices
(¢ clasicos). Estos indices son las variables complejas conju-
gadas candnicas del espacio de fase del sistema cldsico. Para
ésto se requiere tener una representacion de los operadores de
espin en términos de operadores (de Bose) de creacién a™y
destruccion a. Para “bosonizar” a estos operadores de espin,
se usan las siguientes relaciones de Holstein - Primakov

Af = \/258— njay; (2)
AJ =a?’ 25 — Ny,

AL
|
w0
|
=

=
n; =ajaj,
donde s es el valor del espin. Una vez que expresemos al
hamiltoniano (1) en términos de operadores de Bose usando
la ecuacién anterior, podemos emplear los estados coherentes
del grupo de Weyl basados en el dlgebra de los operadores de
Bose.

Para nuestros fines usamos los estados coherentes basa-
dos en el dlgebra de Weyl (Glauber)

o) = evat—7a |0) = o=}l Z \/_ | n) 3)

donde |n) = v/n!(a™)"|0), promediamos al hamiltoniano
(1) ( pero ya escrito en términos de operadores de Bose) por
los estados coherentes (3) y se obtiene la version cldsica

H = Hy — Z JT:‘HI [3 (Piwit1 + Pir1wi) — ps (l%r2 + |‘P:‘+1|2)]

—ZpJu+1 {I%I lpssal* — 2 5 Pit1¥i (Iwzl I‘Pi+1|2)] —uhZiwelz, CY

donde p = J / J > 0. La energia cinética de las oscilacio-
nes de la red se definecomo T = 2 T Do fr y en la energia
potencial se introducen los términos anharmémcos

donde ug es la velocidad del sonido.

Para separar los efectos anharmonicos de los otros gene-
rados por la constante de acoplamiento consideramos la apro-
ximacion no lineal

Jii+g = J(J_Jl (:IJH.,,- — Ly = (10)+ Jz (Ii+o Ty {10)2,

con

Ty =85 (6z)" k=1,2.

l$|:Ii+1—ﬂu

Rev. Mex. Fis. 44 (1) (1998) 82-91



84 M.A. AGUERO-GRANADOS

Para obtener la version continua hacemos

pi = (jao) = (x), (5)

donde ay es la distancia entre dos puntos cercanos de la red
y 7 es la posicién en la red. En la aproximacién de longi-
tud de onda larga tenemos para las coordenadas de la red la
expansion

Tiz1 =z +T,a0 +%Ina§ :l:«é:rxxxag +%:rxx“ag +...
La dindmica de la red lo vamos a analizar en el “espacio-
tiempo (x,t)”. En la expansién del valor de y;+; retenemos
solo términos no mayores que ¢, al suponer que ¢ es del
mismo orden que . Entonces el sistema de ecuaciones de
campo generado por el hamiltoniano (4) después de varias
manipulaciones algebraicas adquiere la forma

—apyx — B + 9Ty + 01 (xx)2 — A |‘10|2 ¥s

iipt =
2 2

ML —=iC iy 6] T + : 6

u=cac+an (axlel’) +o (lef) ©)

donde

1. _
o= §J03ao, p=s(Jo—J1)(1—p)—hpu,
g=-Jis(p—1)ap, c1=4slr(p—-1),
A=2J(p—-1), ¢ = muj,

En el limite cuasi-estacionario |maz| < |czy,| del sistema
de ecuaciones (6) se obtiene

: a5 lel®
WPy = —Qpyy — P — p——, )
E 1+ b|pl?
con
C1
b= —
/e
y
Lst(1-p)?% 1
p=4|————— + =sJo| ,
e 2

donde los términos de orden superior fueron despreciados.
La Ec. (7) es conocida como ecuacion no lineal de Schrodin-
ger con una no linealidad de saturacién. Semejante ecuacién
tuvo su origen también en varias ramas de la fisica, particu-
larmente en dptica no lineal. Ahora, si tomamos en cuenta la
no linealidad menor que 0 (b |a,o|2 )en el dltimo término de la
Ec. (7), se obtiene la ecuacién convencional no relativista de
la teorfa ©® de campos

ive+oxx — o+ (Il = ulel') o =0, @

conocida también como ENCQS.

3. Términos de atraccion y repulsion

Comunmente en la literatura se menciona que la Ec. (8)
en términos del gas de Bose representa un modelo de boso-
nes cuasi-cldsicos con interaccién par puntual de atraccién y
una interaccién repulsiva de tres particulas. Generalmente no
se hace mencidn al porque de las atracciones y repulsiones.
En esta seccién obtendremos el significado implicito que tie-
nen los signos de las componentes no lineales de la ecuacién
ctbica-quinta de Schrodinger. Claro estd que se pueden ex-
trapolar los resultados abajo obtenidos hacia otras ecuaciones
no lineales.

El significado fisico de estos signos hace su aparicion de
la ley de Coulomb aplicada a los estados cudnticos. Veamos
esto con mas atencion. Se tienen dos cargas eléctricas ()4
y ()2 que interaccionan entre si. Entonces, el potencial de
interaccién de estas dos cargas se escribe como

1Q2

U(ry,me) == ;
[Ty — 72

(9)
donde ry y r2 son los vectores de posicion de las cargas. Co-
mo se sabe el signo del potencial U determina el tipo de in-
teraccion entre las dos cargas asi: el signo + determina la
atraccion y el signo — la repulsion.

Ahora empleamos el método semicldsico para el espacio
1+ 1 dimensional. La evolucidn del sistema serd descrito por
la funcién de onda ¢ (x, t), es decir, por su amplitud de pro-
babilidad. Entonces, la magnitud |¢ (z,t)|* es la correspon-
diente densidad de probabilidad de la particula de situarse en
el punto z en el momento ¢. Por lo tanto, de la ley de Coulomb
(9) se puede deducir la forma de la densidad de probabilidad
para la energia potencial de dos particulas interactivas

_ Q@ ) Qe (z2, I

e = 21 — o]

Obviamente la energia potencial total de dos particulas inte-
ractivas estard dada por la integral

U= / dry dzo w (x1,22) .

Ahora generalicemos el esquema arriba mencionado. Sea
que el potencial (cldsico) de dos particulas interactivas esté
representado como U (z, z2), entonces la densidad de pro-
babilidad de la energia potencial de dos particulas interactivas
serd

| 2

w(zy.x2) = [ (x1)] [ (z2)]° U (21, 22)

y para la energia total tendremos
I/Vlz = /(f.l‘] d.l‘g w (.Ifl‘i'lg) .

Si ahora la interaccién es del tipo puntual, entonces con ayu-
da de las funciones ¢ de Dirac podemos escribir

U (.L‘l . ;I‘-g) = (,/r[-_g ) (:171 — .I‘;))
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y por lo tanto

Wis = Uu/dﬂ? )" ;

el signo de U, determina el tipo de interaccion asi: el signo
— determina la repulsion y a su vez el signo + nos representa
la atraccién

Cuando en la escena comienzan a interactuar tres
particulas, el potencial de esa interaccién se escribird como

U (z1,72,73),
y si la interaccién es del tipo puntual, entonces como antes
Ul(zy,z9,23) = Upaz 8 (21 — z2) 6 (z2 — 23),
lo cual produce
w (@1, 22,23) = (21)[* |9 (22)|* ¢ (23)|"U (21,22, 73) .

y donde la energfa total potencial serd
Wwaifw(m:,:ﬂz,%)d$1d~’rzd$3 = U123/d$|¢(35)|6-

El signo de la magnitud U, 23 determina el tipo de interaccion
identicamente como en el caso de la interaccién par puntual

De aqui deducimos que los términos proporcionales a 4
y a ¥% pueden representar atracciones o repulsiones en de-
pendencia del signo de sus respectivos coeficientes. El po-
tencial tendrd entonces los siguientes términos:

Uia W’l‘ + Uy23 |Tﬁ’|6 :

que corresponden a la interaccidn par y triple. Para el caso
de la Ec. (8) los coeficientes serdn Uj, = 1y Ujaz = —f3,
siendo 3 > 0.

Resumiendo entonces, la Ec. (8) representa un sistema
bosénico con interacciones par puntual de atraccién y de in-
teraccién repulsiva de tres cuerpos puntuales.

4. Cargas topologicas

Veamos con base en la teoria homotdGpica, como aparecen las
cargas “topolégicas” [18]. Pero antes de hacer esto, veamos
el caso general de la cuestién.

1.- Los campos cldsicos  (z) que toman valores en algu-
na variedad ¢ se pueden analizar como un mapeo continuo
del espacio-tiempo X = {z} = {x,t} en la variedad @ :

plx): X = .

Si la variedad & = R', es un eje real, entonces el mapeo
¢ (z) es uncampo escalar y si ® = R", entonces el campo
es vectorial.

Como de costumbre consideramos que la dindmica del
campo se determina por cierto funcional llamado funcional
de accién y la evolucién del campo con respecto al tiem-
po satisface la correspondiente ecuaci6én de Euler-Lagrange,

que se obtiene del principio de la minima accién. Sea que
en el momento de tiempo ¢y, el estado del sistema se des-
cribe por la funcién ¢; (x) = ¢ (x,t1) y en el instante ¢,
por la funcién ¢, (x) = ¢ (x,t2). Entonces la funcién de
estado del sistema se puede dar como un mapeo del espacio
R® = {z/t = const} en la variedad de campo & :

pr12(x): R =& (10)

En términos de la teoria homot6pica se puede decir que dos
mapeos continuos tipo (10) ¢; (x) y 2 (x) son homot6picos
entre si (@1 ~ 2) si existe alguna funcién continua ¢ (x, t)
llamado homotdpica que convierte el mapeo ¢, (x) en el ma-
peo @2 (x). Es decir, que tenemos

o(x,t): R®*T - @,
donde T' = [t t;] es un segmento del eje del tiempo tal que

p(x,t1) = ¢ (x); @ (x,t2) = 2 (x).

Si se determina la homotopia, entonces, se definen las clases
de equivalencia. Esto significa que, todo el espacio de mapeo
Map (R?,®) , que se obtiene de todo el conjunto de mape-
0s (10) después de introducir en ella una topologia compacta
abierta, se puede fragmentar en clase de equivalencias que se
denominan clases homotopicas:

Map (R?,®) = U; [R*, 3] (11)

1
La existencia de la fragmentacién (11) en cierto modo de-
termina la exigencia de la siguiente regla: si inicialmente la
funcién de estado del sistema pertenece a una de las clases
homotépicas y la evolucién en el tiempo del sistema es con-
tinua, entonces en todos los momentos ulteriores, la funcién
de estado pertenece a la misma clase inicial y el cambio con-
tinuo del sistema de un estado a otro (homotopfa) lo realiza
la solucién continua de la ecuacién dindmica del sistema.

Es importante sefialar que para sistemas fisicos no todos
los mapeos tipo (10) son ttiles, sino solamente aquellos que
pertenecen a un subconjunto Map® (R3, ®) de (11). Los ele-
mentos de este subconjunto de mapeos son aquellos que satis-
facen condiciones de frontera y que la eleccién de ellos se ha-
ce con base en ciertas exigencias, tales como acotamiento de
la energia, localizacion de los campos en el espacio-tiempo, u
otro tipo de restriccién, es decir criterios tipicamente fisicos.
Por ejemplo, las condiciones de frontera en el caso unidimen-
sional son las que satisfacen la condici6n

v (z) = po, si | z|] = oo,
donde ¢, es un punto dado en la variedad ® que representa
algin minimo del potencial del sistema. Para mayor informa-
cion se puede consultar en la Ref. 20.

2.- Para diferenciar a las soluciones soliténicas to-
poldgicas de todas las demds que pueda soportar el sistema
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en estudio, comdnmente se usa una magnitud que se llama
“Carga topoldgica” definida como [19]

Q="' (z=00)—¢(z =-0)]. (12)

La férmula (12) se define de la siguiente manera: La “co-
rriente” que se conserva se denota andlogamente a las co-
rrientes tipo Nother por

& = ke 0,9,
con su divergencia
38" =0,

donde se emplea las notaciones covariantes

1 0
,U,V — 0311 g,uu = (O _1)

En calidad de indice topolégico @) (variable homot6pica) se
toma

QI/::dIEO,

dando como resultado a la Ec. (12), que servird para calcular
las diferentes cargas topolégicas de las soluciones que satis-
facen condiciones de frontera. Si la carga topolégica @) es
igual a cero, entonces la solucién soliténica sera no topolo-
gica.

3.- Los mapeos con igual indice topolégico son ho-
motdpicos. Entonces, las soluciones con cargas topoldgicas
distintas no pueden ser transformados en soluciones en las
cuales las cargas topoldgicas sean iguales. Para esto se nece-
sitaria una energia infinita. Por ejemplo, en el caso de la con-
figuracién kink (ver siguiente Seccién) que satisface ¢ — &
cuando z — ooy ¢ — —k cuando r — —00, para que
pueda convertirse en una configuracién tipo vacfo en el cual
¢ = k para todo valor de x, seria necesario cambiar el valor
de o desde —k hasta x pasando por la barrera ¢ = 0 que
posee una extensién infinita en todo el eje z.

Esto significa que existe una ley de conservacion, un nue-
vo tipo de “invariante del movimiento” pero topolégico, que
se conserva con el tiempo. Al igual que otras magnitudes
invariantes ésta juega el papel de “‘niimero cudntico” del es-
tado del sistema. Estos ndmeros cudnticos () son distintos
a las invariantes comunes como energfa, impulso, carga, etc.
Como es conocido, estas ultimas provienen de la existencia
de simetria continua del lagrangiano del sistema, como son
los desplazamientos temporales, espaciales, de “grupos inter-
nos” etc.

A diferencia de éstos, las “cargas topolégicas™ aparecen
de las condiciones de frontera que se establecen para las solu-
ciones, permitiendo de este modo que la energia del sistema
sea finita. Es decir, estas leyes de conservacion son distintos a
las leyes de conservacioén tipo Nother. La igualdad a cero de

su divergencia surge independientemente de las ecuaciones
de movimiento del sistema. En muchos casos estos indices
topoldgicos estdn ligados con una clase definida de rompi-
miento de simetria. Las soluciones se dividen en sectores.
Para la obtencion de sectores es necesario tener dos o mas
minimos degenerados. Este fenémeno tiene gran significado
en la fisica actual y se le denomina “rompimiento espontdaneo
de la simetria”.

Asi, de una manera natural, aparece la variable ho-
motdpica o indice topoldgico () que es el grado de mapeo del
espacio (mejor dicho de sus fronteras) en la variedad de cam-
po ¢ que son los minimos del potencial. Este mapeo pertene-
ce al subconjunto de mapeos Map® (R?, ®) . Asf llegamos a
la idea de algebraizacién de problemas topologicos. Como es
conocido la topologia algebraica fue creada por Poincaré.

5. Soluciones topologicas y no topolégicas

Cominmente los solitones estdn agrupados en dos grandes
clases: (a) Soluciones topolégicas; aquellas cuyos indices to-
polégicos @) son distintos de cero; y (b) Soluciones no to-
pol6gicas con indices @ iguales a cero.

Veamos la ecuacion no lineal cibica-quinta de Schrodin-
ger. Como ya lo mencionamos arriba, para el caso no relati-
vista del modelo ¢° tenemos a la Ec. (8).7 Esta ecuacién tie-
ne soluciones soliténicas topoldgicas y no topolégicas. Exis-
te una vasta literatura sobre solitones topolégicos y no to-
poldgicos, ver por ejemplo la Ref. 19.

Las soluciones soliténicas no topolGgicas son aquellas
cuyas condiciones de frontera en el infinito son las mismas
que posee el estado del vacio. En cambio, los solitones to-
poléGgicos poseen condiciones de frontera topolégicamente
distintas de las condiciones de frontera que tiene el vacio.
Esto quiere decir en particular, que deben existir estados de
vacios degenerados. Es decir, que el solitén estard “amarra-
do” por sus condiciones de frontera. Un ejemplo de solucién
soliténica topoldgica es un escalén o kink del modelo ° ve-
ase Fig. 3b.

Veamos el caso de las soluciones regulares (que lo deno-
taremos por 1) y que a veces lo llamaremos también campo)
de la ENCQS en 1+1 dimensiones del espacio-tiempo. Esta
versién unidimensional permite encontrar analiticamente las
soluciones solitonicas en forma explicita. Para este caso es-
cribimos la ecuacién no lineal de Schridinger en forma mas
compacta:

I:T‘!‘.',- + U‘;Xl
- [Blv P - (2A+p0)] (1> —po) ¥ =0. (13)

Esta ecuacién se obtiene de la relacion (8) con simples cam-
bios de escala de las variables y de la funcién de campo .
Para ello los pardmetros A y pg satisfacen la relacién

Rev. Mex. Fis. 44 (1) (1998) 82-91



AUTOINTERACCION DE SEXTO ORDEN EN TEORIA NO LINEAL DE CAMPOS 87

y las transformaciones de escala serdn

3
Y(x,7) = QV(A—-FQPO)W(X'T}’
g9\ 1 _
Tz(g);(A+2pg) 2t,
3 1
X = 2\/—(A+290) z.

Sin pérdida de generalidad es posible fijar el valor de pg = 1,
porque las propiedades de las soluciones dependen sélo de la
relacién paramétrica A/py. Aqui el parimetro A puede ser
positivo o negativo en funcién del sistema fisico en estudio.
En adelante a las variables y y 7 las trataremos como si fue-
sen las variables de costumbre z y £.

El hamiltoniano que da origen a la Ec. (13) se expresa

como
- A) dr

E:1[“¢Aﬂd1+[(WP—Pﬂ20W2

=T+ V. (14)

Es fécil de ver que la Ec. (8) se obtiene de la ecuacién hamil-

toniana de movimiento

oFE
1)y —E{E Tfi} = 6@:

donde el ultimo termino de la ecuacién anterior es la varia-
cién del hamiltoniano E con respecto de la variable . Al
exigir que la energia del sistema sea finita, el campo v en el
infinito debe de satisfacer

lim [ =
|z| =00

donde A = 0, 1, (24 + 1)/3 es una constante que denotard
a los vacios (estables e inestables) del potencial, es decir, los
valores del campo en donde ¢ = +/) = £k,

Como se puede ver de este calculo sencillo, el poten:
cial del modelo tiene una serie finita de vacios degenera-
dos. EI término “vacio”, no significa un estado en el es-
pacio de Hilbert, sino que es una configuracién clésica con
energia minima. Entonces, si la energia es finita, las solucio-
nes de la ecuacion de movimiento conllevan a que los valores
asimptéticos de 1»(z) deben de coincidir con los minimos del
potencial.

Analicemos tres tipos de solitones estdticos que surgen de
la Ec. (13).

5.1. Solucion tipo gotas

Si 1 — k; = 0 cuando z — oo entonces, la correspon-
diente solucién de la ecuacién cibica - quinta de Schridin-
ger (13) es la solucién soliténica tipo gota que es solucién no
topoldgico ya que (), = 0. Esta solucién tiene la forma [3]

1

2

—4a as)

1+\/1+ Lacosh [V=a(z — z0)]

?Ua—e

donde & = —pw. La gota en movimiento se obtendra de las
transformaciones de Galileo

2
v v
Hgﬂil'*jzt-l-eo,

cosh [\/=a (z — z0)] = cosh [V/—a (z — vt — z0)] .

El nombre se deriva de la siguiente situacién. Si calculamos
la integral de movimiento llamado ‘“‘nimero de particulas”

N=[dy [1|*, se puede obtener la siguiente férmula:
-
=+v3Arch{ [1-4 1+—2Az— "
(A+2)
con
_ 31+24
4(4+2)7*%

Cuando v =+ —(3/16) 6 A — 4en A > 1 (andlogamente si
A — Oenlaregién A < 11) entonces N = oo, lo cual im-
plica que las fuerzas de atraccion (vease la Sec. 3) entre “dos
particulas” aumentan la densidad de ellas dentro del solitén y
las de repulsién comienzan a operar (por las cercanfas entre
ellas) para compensar estas fuerzas. Entonces, el crecimiento
a posteriori de densidad produce sélo el aumento de volumen
del solitén y su amplitud se tornard constante 1) — /3/2 si
N — oo (vease Fig. 1b).

5.2. Solucién tipo kink o escalén y tipo burbuja

a) Los kinks aparecen cuando se tienen minimos degenerados
absolutos en ¢ = k3 = +(24 + 1)/3, cuando A > 4. Las
condiciones de frontera que satisface son

Y (x=—00) = —Ks3, ¥ (z = 0) = k3. (16)

Para el antinkink podemos tomar los signos intercalados, por
decir, cuando z — 400 el campo 9 se aproximard a —k3,
etc. Calculando la carga topolégica de esta solucién de acuer-
do a (12) obtenemos Q. = 2. Para el antikink Qanix = —2,
etc. En este caso las soluciones regulares con energfa finita se
dividen en 4 sectores topoldgicos. A los sectores con energia

\\. X
a) b)

FIGURE 1. a) La curva descrita por la particula andloga de la solu-

ci6n tipo gota en el espacio de fase. b) La misma solucién.
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finita los podemos caracterizar mediante los siguien-
tes pares de indices (—ks,ks3), (K3, —kK3), (—K3, —K3)
y (k3,k3) que corresponden a los valores del campo
[ (x = —0),% (z = +00)]. Entonces, el kink, el antikink
y las soluciones triviales ¢ (x) = $x3 son los miembros de
los 4 sectores.

b) Por otro lado, si los vacios degenerados no son abso-
lutos, entonces las soluciones son del tipo de burbujas, cuya
condicién de frontera es la siguiente:

r — oo y P — K3.

Esta burbuja es una solucién no topolégica, porque como es
facil de calcular segin la Ec. (12), la carga topolégica es
igual a cero, @, = 0. El valor de k3 = /(24 + 1)/3 es dis-
tinto para ambas soluciones. La férmula general que agrupa
a estos dos solitones estdticos para A > 1 es [17]

- —-1/2
Y = €9V2ch(€ — ip) [b(62 —da)"12 4 ch2§] ,
donde

£ =1/2(v? — v*)V2(z — vt — 1),
(A—4)8+v?/2

BVE? — 4a i

cos2u =

El signo de A — 4 determina el tipo de solucién soliténica,
es decir para A < 4 tendremos a las burbujas y para A > 4
los escalones o kinks soliténicos hacen su aparicion, vease las
Figs. 2by 3b.

Como se pudo observar, el “espacio” de nuestro modelo
es una linea con dos puntos en el infinito como fronteras. La
existencia de los solitones topolégicos como el kink, se debe
a las propiedades del mapeo entre los minimos degenerados
del potencial, con el espacio, mejor dicho, con su frontera,
que en este caso es un conjunto discreto. Este cuadro senci-
llo a primera vista no es asf para otros tipos de lagrangianos,
pero cualitativamente la explicaci6n es la misma.

\

N
/

]1(‘)

[

P
‘ /

~ )

a) b)

FIGURE 2. a) La trayectoria de fase correspondiente a la burbuja
soliténica. b) Una solucién tipo burbuja que representa un enrare-
cimiento del campo en un cierto sector del espacio.

a) b)

FIGURE 3. a) Trayectoria trazada la particula andloga que corres-
ponde a los kinks en el espacio de fase. b) El escal6n o kink.

6. El Método de Analogia Mecanica

La densidad U (1)) del potencial V' en la Ec. (14) en depen-
dencia del pardmetro A, tiene la forma

i I i
U@W) =50 - 1)** - 4) (18)
Las condiciones de frontera que se van analizar son de dos

tipos:
1. Condiciones de frontera tipo gotas: x — o0, b = 0.

2. Condiciones de frontera tipo condensado: r — oo,
P — cte.

Sea que la dindmica del campo escalar se determina por
la Ec. (13). Veamos el caso estdtico. Consideramos ahora
al campo ) como una coordenada de “posicién” £ de una
“particula”-andloga puntual con masa m = 1 en el instante
del “tiempo” 7. Es decir, hacemos ¢ (z) — £(7). Aqui el
nuevo “tiempo” serd r = 7.

Entonces la ecuacién de movimiento para la “particula-
andloga’ serd

oo P _0U
T 9x? T 9€

Por ende, para la “particula £” tenemos la ecuacién de New-
ton pero con signo contrario en su parte derecha. La “energia
total” de esta particula que se conserva con el “tiempo” x se
determina por la ecuacion

o198\
W _2(8r) IFE).

Las condiciones de frontera para el campo ahora se convier-
ten en condiciones temporales para el “infinito” pasado y fu-
turo, respectivamente de la “particula’:

r— oo, £€—0,cte, ¥y g — 0,
oz
por lo cual
W = —-U(§—0,cte) si z— *oo. 19)
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W= —U(@)

5

FIGURE 4. El Potencial W = —U(£) que determina el comporta-
miento de la particula andloga £ para valoresde A > 1 :a) A =
32, b} A=4,; ¢) A=5.1.

Con esta analogia mecdnica vamos a analizar cualitativa-
mente las soluciones posibles en el potencial W = —U. La
dindmica de la particula - andloga se determina por el poten-
cial W (Fig. 4).

Cuando A = 1, el potencial U tiene un solo minimo en
i = 1, = 0. En este minimo, el potencial U tiene un va-
lor constante = —1/2. Entonces el potencial W tiene un
maximo cuando ©» = 0. Las condiciones de frontera (19)
exigen que las trayectorias con energia constante W = 1/2
comiencen y terminen en este punto, es decir, en i/ = 0. Pero
realizar esto es imposible, porque si la particula se movié un
poco estando en este punto maximo, sea a la izquierda o dere-
cha, su energfa cinética no serd nunca cero y serd mayor que
su energia potencial. Por lo tanto, la particula no podra de-
tenerse y después regresar. Esto quiere decir que la particula
andloga no corresponde a una onda solitaria estatica.

Cuando el pardmetro A aumenta de valor A > 1, el po-
tencial W de la particula andloga adquiere dos maximos la-
terales relativos. Ahora la particula debe de terminar su mo-
vimiento en cualquiera de los dos maximos distintos de cero
¥? = X = (2A + 1)/3 para ello la particula andloga des-
cenderd desde cierta altura A del mdximo absoluto. Como es
obvio la velocidad inicial de estas particulas serd igual a cero.
Esta particula-andloga corresponde a la solucién de campo ti-
po burbujas (Fig. 2a).

Si seguimos aumentando el valor del pardmetro A has-
ta llegar a A = 4, conseguimos tres maximos degenerados
¥ = 0,9 = —V3, Y2 = V3, yel valorde W = 4 Aho-
ra la particula puede empezar su movimiento en uno de los
mdximos, digamos en ¢»; cuando x — —oo para finalizar
su movimiento en la cima de la otra lomita 1),. Este mismo
proceso puede empezar en ¢, y terminar en 13 o en direccio-
nes contrarias. El nimero total de soluciones estdticas para n
maximos es igual a 2 (n — 1). Por ejemplo, la solucién que
va desde v, hasta i, tiene la forma (para A > 1) [17]

y’y = eie\ﬁ{l + ()\ e l)eXP [:I:Q/\ (:l': = 'Tﬂ)]}_2 4

Cuando A > 4, el potencial para la particula-andloga ten-
dra dos maximos absolutos degenerados y uno relativo. El
mdximo relativo 1» = 0 es el lugar en donde terminard su
movimiento la particula andloga si va cayendo desde cierta
altura apropiada en las faldas de los mdximos adyacentes y
que corresponderd en el campo clésico a las soluciones no
topolégicas tipo gotas (Fig 1a).

El movimiento de la particula-andloga que empieza en
uno de los dos maximos absolutos y termina en la otra corres-
ponde a las soluciones soliténicas estéticas tipo kinks. Estas
son soluciones topolégicas, porque sus condiciones de fron-
tera generan la correspondiente carga topolégica descrita mas
arriba (Fig. 3a).

Como es ficil de calcular, las trayectorias de energia

constante en el espacio de fase ¢ = §, p = 0;¢ se de-
terminan por las ecuaciones correspondientes,
2
PP=(-1)"(¢"-A4) +g (20)

El valor de la constante g estd determinado para cada tipo de
solucion. Por ejemplo, en la region A > 1 tenemos para las
gotas

g:fA!

y para los kinks y burbujas

4 3
9= 5= (A —1)

Los valores del pardmetro g para los kinks y burbujas son di-
ferentes. Esto, porque los valores de A > 1 son distintos para
ellos. Asi, las burbujas viven en el segmento 1 < 4 < 4y
los kinks en la regién A > 4. Las gotas comparten su “exis-
tencia” con los kinks en A > 1 (cuando A < 1, el sector
andlogoes —1/2 < A < 0).

De las ecuaciones para las trayectorias de fase (20) se
puede notar que a la energia minima en el potencial para el
soliton le corresponde una energia maxima para la particula
andloga. Esto sucede obviamente por las diferencia de signos
de la energia potencial en los dos casos. Por este motivo, la
trayectoria de la particula andloga debe de terminar en la ci-
ma de las lomas correspondientes al vacio o condensado de
los solitones. Si se dibujan en el espacio de fase las trayec-
torias para valores distintos de energia se puede apreciar que
el movimiento de la particula - andloga en los valles o hacia
el infinito nos muestra ciertas trayectorias llamadas separa-
trices. A lo largo de estas separatrices se mueve la particula
andloga correspondiente a las soluciones soliténicas estéticas
del campo escalar.

En el caso de mayor dimension espacial D > 1, para
campo estdtico la Ec. (8) adquiere la forma

=1 & .
¥ =k + 93 +¢® =0. 1)

w D
U+

Como de costumbre r = (x,y,z) y r = |r|. EI ap6strofe
encima de la funcién de campo significa derivada parcial con
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respecto a r. El pardmetro k de esta ecuacién se relaciona
con el pardmetro « de la Ec. (15) por: o = —k2.

Colocando el segundo término de la Ec. (21) en la parte
derecha y multiplicando la ecuacidn por 1" se obtiene

b =2 wr @

1f w2 _y202 1 4
{7 v gt - ]

Denotamos
1

Up =3

2.2 l 4ﬁ1 6
{—kw +2w Sw }
1
By= E(w’}%U,,.

Abhora, la particula andloga £ evoluciona en el potencial ex-
terno U(£) = U, bajo la accién de una fuerza de friccion
—(D — 1)&; /7. Entonces la solucién (r) de la Ec. (21)
describe la trayectoria de la particula & (7).

LaEc. (21) no es mas que la ecuacién de Newton y la Ec.
(22) es justamente la ley de conservacion de la energia para la
particula con coordenada £. Ademds, esta relacién se consi-
dera como el teorema virial para la particula andloga. Como
se puede ver de (21), para espacios con dimensiones D > 1,
aparecen fuerzas de friccién que alteran drasticamente las
trayectorias de la particula originando disipacién de energia.
Por este motivo las trayectorias de las particulas en el espacio
de fase se transformardn. En la region de los kinks apareceran
soluciones tipo vértices. Como es conocido, esto quiere decir
que la particula-andloga tarde o temprano ocupard un lugar
en el minimo de su potencial o en el maximo central. Entre
otras propiedades ciertas soluciones en estos espacios poseen
nudos [3].

7. Comentarios finales

Con fines pedag6gicos reporto ciertos aspectos de la teoria
¢® no lineal de campos clésicos en 141 dimensiones, como
una introduccién general a la teorias no lineales que poseen
soluciones coherentes sin caos.

El interés por estudiar a la teoria no relativista o sea a la
ecuacién cibica-quinta no lineal de Schridinger se basa en
el hecho de que esta ecuacién describe muchos fenémenos
fisicos (como ya lo mencionamos en la introduccién), como
por ejemplo en los defectones, en cadenas moleculares, en hi-
drodindmica nuclear, etc. Por otro lado, la transicién de fase
de primer orden se realiza en diferentes niveles de organiza-
cion de la materia, como por ejemplo en la licuacién, en la
transformacién estructural de los cristales, etc. Gracias a la
discontinuidad del pardmetro de orden cuando ocurren transi-
ciones de fase de primer orden, un potencial con dos minimos
simétricos es incapaz de describir esa transicion. Por lo tan-
to, es necesario introducir potenciales con dos minimos pero
asimétricos o potenciales con tres minimos, dos de los cua-
les estardn degenerados y simétricos. A éste ultimo caso
le corresponde el modelo phi-seis, quién posee esas carac-
teristicas.

Los resultados arriba presentados pueden ser tratados co-
mo un primer paso para analizar soluciones de teorias mds
generales en dos o mdas dimensiones espaciales. En el nivel
cldsico esta teorfa posee propiedades interesantes. Reciente-
mente se hizo el estudio de soluciones singulares de la ecua-
cion especial de Boussinesq que se deriva de esta teoria en la
Ref. 22.
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Apéndice. Estados Coherentes

Sea G un grupo Lie y T su representacion irreducible uni-
taria que actia en un espacio de Hilbert H. Denotemos por
|¥), a un vector de este espacio, a la multiplicacién esca-
lar como (®|¥) y al operador de proyeccién sobre ¥ como
|¥)(¥|. Fijamos algin vector |¥,) € H. Consideramos una
serie de vectores {|¥(g))}, tales que |¥(g)) = T(g)|¥,)
y g recorre todo el grupo . Los vectores que definen el
mismo estado es decir que se diferencian en la fase serdn
agrupadas en clases de equivalencia. (|¥(g;)) ~ |¥(g2))).
Esto es posible si [¥(g1)) = expif|¥(g»)) por lo cual
T(g5" * 01)|¥(g0) = expib|¥(g1)).

Sea P = {p} una serie de elementos del grupo G que
satisface

T(p)|¥(go)}) = expib(p)[¥(go))-

Este conjunto es un subgrupo estacionario del vector |¥,).
De la sugerencia arriba mencionada es fécil ver que los vec-
tores |¥(g)) al ser agrupados en la clase adjunta izquierda
g1p € g1 P se diferenciaran uno del otro solo por la fase. Esto
significa que pertenecen al mismo grupo. De esto uno con-
cluye que vectores diferentes (estados) corresponderdn a los
clementos g,,, que pertenecen al factor espacio M = G/P.
En este caso, para describir al conjunto de diferentes estados
es suficiente tomar un elemento de cada clase. Desde el pun-
to de vista geométrico el grupo (G es tratado como un espacio
de haz fibrado con la base M = G/ P y la capa P. Entonces
a los elementos g, les corresponde alguna seccién de este
(fiber-bundle) espacio de haz fibrado.
Resumiendo, a la serie de vectores

| W) = T(gm)|¥o),

con g, € G /P, lallamaremos estados coherentes generali-
zados (ECG) sobre el grupo G con un vector referente [P,).
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Estos estados coherentes minimizan la dispersion
ACh = (y|Ca|Wg) — g™ (Ug| X;|Tg) (Tg| Xi|¥g) (23)

donde Cy = ¢'* X, X} es el operador cuadritico dg Casi-
mir, X;- son los generadores del dlgebra de Lie y g'* es el
tensor métrico de Cartan-Killing. La version andloga a la

relacion (23) en el caso de los estados coherentes basados
en el dlgebra de Weyl minimiza la relacién que representa al
principio de incertidumbre de Heisenberg obteniéndose final-
mente

1
Aplg = 3"

1. La versién relativista del modelo es una ecuacion de Klein-
Gordon no lineal que se obtiene del lagrangiano

L =(1/2)8.99"¢ — U(4),

donde U (¢) es el potencial de autointeraccion de sexto orden.
Para mayor informacion en cuanto a la manera de obtener ecua-
ciones no-relativistas (y viceversa) partiendo de las versiones
relativistas se puede consultar la Ref. 21.

1. El punto A = 1 es el punto de bifurcacién. Es ficil demos-
trar que la region A < 1 es matemdticamente simétrica a la
region A > 1 en el nivel cldsico. Con apropiados cambios
de variables escaladas que dependen del mismo parametro A,
esta solucion se puede llevar de una regién a otra. En el sec-
tor A < 1, el vacio estable estd degenerado en A = 1, no
hay dependencia de la “temperatura” A, en cambio, los esta-
dos inestables si dependen de A. En el sector de altas tempe-
raturas A > 1 todo lo contrario: los vacios estables depen-
den de A y los inestables no, ademds, la energia de los vacios
estables dependen de A. Este hecho influird en sus respecti-
vos comportamientos cudnticos. Por otro lado, es importante
mencionar que la invariancia matemética de sectores es vilido
Unicamente en la regién comprendida para la existencia de los
burbujas (0 < A < 1y1 < A < 4) como veremos mds ade-
lante. En la region B = {—1/2 < A < 0} “viven” las gotas y
en A < —1/2 existen solamente kinks. Esto quiere decir que
en laregién A < 0 los kinks y las gotas comparten la regién de
existencia acotada B. Para valores A > 1, las gotas y los kinks
viven en toda la region A > 4.
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