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Distribución angular en la colisión elástica de bolas de billar
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Se analiza la dinámica de la colisión elástica entre dos bolas de billar tomando el caso en el cual la bola incidente se encuentra en el estado
de rodamiento puro. Para este caso se obtiene la sección recta diferencial.

Descriptores: Colisión entre bolas de billar

The dynamics of billiard balls elastic collision is analyzed for the particular case in which the incident ball is in the state of pure rolling. For
this case the scattering differential cross section is obtained.
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angular Wo paralela a la mesa, de manera que vo = &0.
Puesto que se tiene una esfera de radio R con densidad uni-
forme, el espín inicial (momento angular intrínseco) So estará
dado por So = 1Wo, donde 1 es el momento de inercia de la
esfera.

Las ecuaciones que gobiernan la dinámica del problema
son

(1)

(4)

(2)
(3)

(rotación),

(traslación) ,

= Ll + SI + L, + S,.

PI + p, = PI + P"
jt +j, =Jl +J"

jI + j, = 1, + SI+ 1, + S"

dP = F
dt

dJ=N
dt

donde P, J, F Y N son el momento lineal, el momento an-
gular, la fuerza externa y la torca externa, respectivamente.
Debido a que no se tiene una fuerza externa actuandb sobre
el sistema, de lali ecuaciones anteriores se tiene que

obteniendo las leyes de conservación para el momento lineal
y momento angular. Se han tomado las letras minúsculas para
denotar los valores iniciales y las mayúsculas para los valo-
res finales. Además, el índice l se refiere a los valores de la
hola proyectil y el índice 2 a los valores de la hola blanco. El
momento angular de cada hola está formado de dos partes: el
momento angular común (momento angular orbital) y el mo-
mento angular intrínseco (espín). De esta manera, si se llama
(1" Li) al momento angular orbital, (Si, Si) al espín y <.ii,J¡)
al momento angular lOtal con i = 1,2, se puede escribir la
Ec. (3) como

1. Introduction

Se llamará m a la masa de cada bola de hillar con radio R, el
mismo para ambas bolas. La bola fija se llamará bola blanco
y la hola incidente se llamará hola proyectil. La hola inci-
dente se acercará a la bola blanco con una velocidad inicial
conocida Vo y con un parámetro de impacto b, suponiendo
que la colisión es elástica. Además, se supone que incide
en el estado de rodamiento puro, sin resbalar, con velocidad

2. Leyes de conservación

Una de las aplicaciones más atractivas de la teoría del cuerpo
rígido es el estudio del movimiento de holas de billar [1]. El
juego de billar se jugaba en las cortes europeas en el siglo
pasado. en donde se acostumbraba dar exhibiciones por ju-
gadores expertos. Entre éstos, el jugador más popular era un
capitán del ejército francés llamado Mingaud, quien escribió
un libro sobre este tema [2] y entre los espectadores uno de
los más asiduos era Coriolis. Tanto interesó el juego a Corio-
lis que escribió un libro sobre el tema [3] tratando de explicar
los efectos logrados por Mingaud en sus exhibiciones.

Las colisiones entre holas de billar pueden tomarse co-
mo un buen ejemplo del fenómeno de dispersión, aunque con
ciertas limitaciones puesto que la dispersión se lleva a cabo
en dos dimensiones. Casi todos los libros de texto presentan
este problema con fuertes hipótesis. como son el no conside-
rar el tamaño de las bolali, la fricción, el deslizamiento, etc.
Solamente se limitan a estudiar la conservación del momento
lineal, que de hecho considera a las bolas como masas pun-
tuales y por lo tanto no necesitan usar las ecuaciones de mo-
vimiento rotacionales, las cuales son importantes al lOmar en
cuenta la fricción con la mesa que es reponsable por la rota.
ción de las bolas. En este trabajo se tratará sólo una pequeña
parte de este tema, dejando el resto para estudios posteriores.
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Figure 1. Cinemática de la colisión enlre dos holas de billar. La
paráhola se completa con la línea punteada. La figura no está hecha
a escala.

Es claro que el momento angular iniciall == mr x Vo siempre
es perpendicular a la mesa y tiene una magnitud 1 = rnbvo.
con r la posición de la bola proyectil y b el parámelro de im-
pacto. Por la condición inicial de rodamiento puro. se tiene
que 1 . s == O. de manera que no se tiene acoplamiento espín.
órbita y j' = /2 + 82, de donde se concluye que el momento
angular orbital y el del espín se conservan por separado.

Después de la colisión, la hola blanco empezará su mo-
vimiento a noventa grados con respecto a la bola proyectil.
en el estado de deslizamiento puro. pero posteriormente. al
cabo de un tiempo eh que es el ticmpo que dura la fase de
deslizamiento, se establecerá el estado de rodamiento.

El momento angular orbital de la bola blanco siempre es
cero ya que se escoge al sistema de coordenadas en la po-
sición inicial de la hola blanco. Por lo tanto, las Ecs. (4)
lOmarán la forma

11,. 'L!o SEN<P

••••cos4J'U.

,,.

",
¡lgSEf'i¡\t.

DI~ECCIÓN FINAL

iHIAYECToqLA PdllAlIÓt.O

-'

jl = 11 + SI = 71lr x Vo + /wo,

Para colisiones elásticas, las velocidades de la bola pro-
yectil y de la bola blanco, inmediatamenle después de la co-
lisión, están dadas por [4 J

de la única fuerza presente, la fuerza de fricción en el punto
de contacto de la hola proyectil con la mesa, Por lo tanto.

(7)iI.J' I- = N = R x (,ong).
di

l'z' = voz'! ==- JI!Jseno!

dP'
ili = Il/lIg.

Puesto que la fuerza es constante en magnitud y dirección
es claro que la trayectoria será una parábola. Esta fuerza de
fricción actúa en la dirección opuesta al movimiento de desli-
zamiento con componentes Jung cos n y ItllI!} sen 0, siendo
o el ángulo formado con al eje x'. Por lo tanto,

j2 = O,

L1 = 11, (5)

L2 = O,

11 .51 = L1 .51 = L2 . 52 = O.

J, = 52,

Para obtener la distribución angular después de la colisión
se tiene que encontrar una relación entre el ángulo de dis~
persión y el parámetro de impacto, y así poder utilizar la
definición de la sección recta diferencial. Evidentemente,
durante la colisión, el espín inicial debe de conservarse de
tal forma que la bola proyectil tiene que desarrollar una
velocidad angular alrededor de la dirección del movimien-
to y otra perpendicular a ésta. Estas velocidades angulares
son flt = Wo cos 4> = Vo cos 4>1R alrededor de la direc-
ción de movimiento y fl2 = Wo sen 4> = Vo sen 4>1R per-
pendicular a esta dirección y por consiguiente se tiene que
s~= l(fl) + fl~).

Para encontrar la trayectoria de la hola proyectil es más
conveniente trabajar en un sistema de referencia (Z', .e') rota-
do {5] en sentido horario un ángulo <p con respecto al sistema
de referencia (z, x). Las ecuaciones de movimento corres-
pondientes al sistema rotado se dan en términos de la única

3, Sección recta diferencial

referidas al sislema (z, x) mostrado en la Fig. 1.

(8)

(9)

( 12)

(11 )

(10)

2
¡timo'

~usen (},
') .

/JI - 7U coso

2woRcos <t>

,~lIJ + 2....JoR SPII Q

tan (3 =

/la sen nts
/)1 - }lgcosot¡;;

tan {j =

VI' = VOx' - I/fl cos ot = PI - Jlg (OS nt ,

tan ¡3 =

21llR
,)1'1 + 21l,R .

pero n'2 = Wo ros ep y ni = Wo seu <1>,por consiguiente

2U
tI< = =--,

I Jlg

donde U'2. es el cuadrado de la resultante de la velocidad de
deslizamiento, igual a (VI - fl1R)2 + (fhRf. Enlonces la
bola proyectil se moverá en línea recta tangente a la parábola
partiendo del punto en donde comienza la fase de rotación
pura. El ángulo de desviación f3 estará dado por

y puesto que U sen (l = 111R YU ros (l = VI - fl2 R se tiene
que

donde VI es la velocidad inicial en la dirección de x'. La fase
de deslizamiento desaparece y se establece la fase de roda-
miento puro después de un tiempo dado por

con VI = VD S{'tl <p. Por lo tanto. la desviación de la bola pro-
yectil con respecto a la dirección original es 11" /2 - <1>- (J = a,

(ó)V2x = -Vo sen lb cos r/J,

V1z = t'o sen2 41,

V1x = 1'0 sen lb cos lb,
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( 13)

tervalo db Y la sección recta diferencial se definirá de la ma-
nera usual. Por lo tanto 18)

el cual es el ángulo de dispersión. De forma que la tangente
IOlal es [61

(

11" ) sen <jJcos </J
tan - - </> - j3 = tan O = , /.

2 sen </>+25 dI> = I db I
dO dO . ( 15)

Para calcular esta expresión es necesario tener b en términos
de O. Definiendo

1- han'O+. /]- 56 tan'O
2 .) V 25

.c = 2see' O (18)

El signo menos se eliminó en esta expresión. ya que no da
ningún resultado físico. Al ulilizar la Ee. (15) se determina
que la sección diferencial recta es

(17)
x(] _ x')l/'

t.anO= , I
x + 2 5

y nsando ( 13) se tiene.

de donde se puede ohtener.

b -u
.r = senA. = - (1 - X')l/' = cosA. = -

'f' 2R' 'f' 2R'

4R'+b'=u', (16)
( 14)

Se puede determinar el ángulo de desviación máximo. al
encontrar el máximo de la expresión anterior, el cual está da-
do por

que es aproximadamente igual a 34 grados. por lo que no se
eneonlrarán bolas para ángulos mayores a ésle [7).

El ángulo anterior O es el ángulo de dispersión ya que es
la desviación neta de la hola proyectil con respecto a la di-
rección inicial y ahora se puede utilizar la definición usual de
la sección recta. El contacto entre las bolas toma lugar a lo
largo de una línea en el ecuador de las bolas. La bola proyec-
til observa una línea de longitud 2R a eada lado de la bola
blanco, tal que si el centro dc masa de la hola proyectil se
mueve dentro de una franja de ancho 4R paralela a la mesa y
a través del centro de masa de la bola blanco, entonces habrá
una colisión. En este caso, la hola proyectil incide en un in-

dI> dx ro
- = 2R-¡O = v2scnOdO ( (19)

La gráfica de esta función se muestra en la Fig. 2. Como
se puede observar de la figura la sección recta diferencial es
singular para el valor Bmax• y para ángulos mayores a este
valor no hay partículas, siendo la expresión (19) imaginaria.

pués. la energía no se conserva. Por ejemplo, la bola blan-
co inicia s~ movimiento desde el reposo en el estado de des-
lizamiento puro con velocidad V2 = VD cos </J y la energía co-

4. Observaciones finales

Figure 2. Sección recta transversal para la colisión de dos bolas de
billar con radio uno. Bmax = 33.740•

El caso que se trató aqui es sólo una pequeña parte del pro-
hlema completo. Se han hecho muchas suposiciones. como
que las masas sean iguales. el que no haya fricción entre las
bolas. que la bola proyectil tenga un movimiento puro de ro-
damiento. ete. Por ejemplo. si la bola incidente (bola pro-
yectil) incide en el estado de deslizamiento puro o con cspín
rctrógrado, la trayectoria de la bola después del impacto será
difcrentc. Como consecuencia de la condición inicial no se
tendrá acoplamiento espín-órbita. Vemos que este problcma
exhibe varias características que pueden ser muy atractivas al
estudiar el problema en forma general.

Se debe de recalcar que la característica de tener una co-
lisión elástica se presenta en el momento del contacto. Des-

~14dO

o o. , '-' o. , o .• o.,

,,
:0

/0.6Omo,
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rrespondiente Eb la cual no se conserva. De esta energía,
(25/49)Eb se convierte en energra translaciona]. (1O/49)Eb
se convierte en energra rotacional y (2/7)Eb se disipa como
calor por fricción con la mesa. Un análisis similar se puede
hacer con la hola proyectil después de la colisión.
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