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A partir de un formalismo lagrangiano como el de la teoria cldsica de campos, se obtienen las ecuaciones diferenciales de campo de la
magnetohidrodindmica (MHD). Se establece una funcional de accién como una integral espacio-temporal sobre una region del espacio
euclideo tridimensional, de una densidad lagrangiana funcién de ciertas variables de campo. Se postula un principio de accién extremal de
tipo Hamilton con condiciones de frontera adecuadas y se logra un sistema de ecuaciones diferenciales de campo. Se propone una densidad
lagrangiana apropiada del tipo T-V, con la que se obtiene la ecuacion de movimiento para un medio continuo conductor en presencia de un
campo magnético. Con un teorema referente a la invariancia de la accidn frente a variaciones con respecto al tiempo se obtiene la ecuacion
de balance de energia para cualquier fluido real conductor que se mueve en un campo magnético. Con la densidad lagrangiana propuesta se
alcanza la ley de la conservacion de la energia de la MHD. Finalmente, se obtiene una forma explicita para la ecuacion de estado generalizada
para la MHD.

Descriptores: Magnetohidrodindmica

From the Lagrangian formalism as in classical field theory, the partial differential equations of MHD are obtained. An action functional
is introduced as a space-time integral over a region of three-dimentinal Euclidean space of a Lagrangian density function of certain field
variables. A Hamilton type extremun action principle is postulated with adequate boundary conditions and a set of differential field equations
is derived. With an appropriate Lagrangian density of the T-V" type, the equations of motion for a moving conducting media in a magnetic
field are obtained. A theorem refering to the invariance of the action under time variations leads to the generalized energy balance equation
for any real conducting fluid in a magnetic field and the proper equation of energy conservation. Finally, an explicit form for generalized
equation of state of MHD is obtained.

Keywords: MHD

PACS: numbers: 03.40.Gc; 47.10.+g

1. Introduction En esas relaciones se ha considerado que la permeabilidad
magnética del medio difiere muy poco de la unidad de mo-
do que ;¢ = 1. También se supone que o es una constante
en el medio y, en particular, que es independiente del campo
magnético [1]

El estado dindmico de un fluido conductor en presencia de
un campo magnético es un fenémeno complejo que se de-
be estudiar con el auxilio de las ecuaciones de campo de la

electrodindmica cldsica y de las ecuaciones de balance de la
mecanica de fluidos.

Cuando un fluido conductor se mueve en una region
en donde existe un campo magnético, aparecen en €l cam-
pos eléetricos inducidos que a su vez producen un flujo
de corrientes eléetricas. Las fuerzas ejercidas por el campo
magnético sobre las corrientes inducidas pueden modificar
considerablemente el flujo del fluido y al mismo tiempo, las
corrientes modifican el campo [1].

Las ecuaciones del campo electromagnético que se utili-
zan para estudiar el movimiento de un medio continuo con-
ductor en presencia de un campo magnético son las siguien-
tes:

V-H=0, (n

M _ G (v xH) + - vH @)
L N - 2

ot =AY dro

en donde H(x. t) es el campo magnético, ¢ la velocidad de la
luz, o la conductividad eléctrica y V2 el operador laplaciano.

Para obtener las ecuaciones diferenciales que describen el
estado dindmico del sistema, es necesario lomar en cuenta la
irreversibilidad termodindmica del movimiento por el efecto
de la disipacion de energia debida a procesos de friccion in-
terna (viscosidad) y a la conduccioén térmica que afectan al
movimiento mismo [2].

En un fluido viscoso el mecanismo generador del régimen
hidrodindmico es la variacion en la densidad del sistema que
ocurre cuando hay un cambio en la geometria de la regién
por €l ocupada deformada por algin agente externo. Cuan-
do ocurre la deformacion, el sistema es sacado de su estado
de equilibrio que no sdlo es mecdnico sino también térmico.
Como consecuencia, surgen esfuerzos internos que tienden a
regresarlo a su estado original de equilibrio. Esos esfuerzos
internos se deben a fuerzas moleculares de corto alcance que
actian desde cualquier punto del fluido afectando sélo a pun-
tos vecinos. En general, se dice que son fuerzas que actian
sobre la superficie de la region que confina al sistema.

Por otra parte, si el movimiento del fluido es perturbado
por el campo magnético externo, el régimen hidrodindmico
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responsable del flujo debe ser mds complejo que en el caso
del simple fluido viscoso. Por tanto, es importante determi-
nar en qué forma su presencia modifica las correspondientes
ecuaciones de balance.

De alguna manera los fenémenos electromagnéticos se
manifiestan en el medio continuo como tensiones de origen
magnético, de modo que es posible considerar que ¢l cam-
po externo tiene el efecto de reforzar el proceso de defor-
macién mecdnica propiciando el surgimiento de esfuerzos
magnéticos internos que se suman a los esfuerzos mecdnicos.
Para el caso presente, los esfuerzos magnéticos se represen-
tan por medio de un tensor de rango dos conocido como ¢l
tensor de esfuerzos de Maxwell del campo magnético [1] que
en componentes es

1 |
M = - (H,;HJ- - EH%.U) (3)

Claramente, se trata de un tensor simétrico es decir,
m;; = m;. En la relacién anterior, 4;; son las componentes
de la delta de Kronecker. En consecuencia, un medio conti-
nuo conductor que sufre una deformacion mecdnica en pre-
sencia de un campo magnético externo que lo aparta del equi-
librio mecdnico y térmico en el que se encuentra inicialmente,
generara esfuerzos internos de origen mecanico y magnético
que se opondrin al cambio y tratardn de regresarlo a su situa-
cion original equilibrada. Tales esfuerzos se pueden repre-
sentar por medio de un tensor de rango dos cuyas componen-
tes son

T% = gy + T (4)
tal que
O'Oij:ﬂ‘nﬁ. (5)
A 37(x. 1) se le denominard el tensor de esfuerzos ge-
neralizado, en tanto que (x,t) es el tensor de esfuerzos
mecanicos del fluido viscoso newtoneano [2].
Si las deformaciones mecdnicas sufridas por el fluido son
pequenas las variaciones del vector desplazamiento [3] son

infinitesimales, de modo que los esfuerzos internos realizan
el trabajo

dw' = =% 8uy; (6)
En (6)
1/ 0u;  Ouy
Uiy = 35 (51_3 + B:I:,,) (7

son las componentes del tensor de deformaciones pe-
quefias [2], en tanto que

Uy = .t!!i — Xy (8)

son las componentes del vector desplazamiento, que solo de-
pende de las coordenadas [3].

Es comtn suponer que la deformacién ocurre tan lenta-
mente que el equilibrio termodindmico se establece en el sis-
tema en cada instante de acuerdo con las condiciones exter-
nas, de modo que el proceso es termodindmicamente reversi-
ble. Esta hipétesis siempre se justifica en la practica [3].

Debido a la deformacidn la energfa interna especifica del
sistema cambia. A una variacion infinitesimal de ella le co-
rresponde una diferencia entre la cantidad de calor adquiri-
da y el trabajo hecho por los esfuerzos internos. Es decir,
de' = Tids — dw' y, de acuerdo con (6),

de' = T'ds + a7 duy; 9)

En este caso, ' es la energia interna especifica generali-
zada del sistema, s es la entropia especificay 7" la temperatu-
ra. Claramente ' debe depender de alguna forma del campo
magnético externo. En general,

g =¢+ f(H),

en donde &(w;;) es la energia interna especifica de la hidro-
dindmica cldsica [2]. Para averiguar la forma de f(H) es
preciso calcular el cambio en &' debido a la presencia en el
sistema del campo magnético externo. Sin embargo, se de-
be tomar en cuenta el hecho que el mencionado campo no
realiza trabajo alguno sobre el fluido conductor mévil debi-
do a que la fuerza magnética que actda sobre ¢l es perpen-
dicular al campo de velocidades. Entonces, para calcular el
cambio en la energia interna especifica generalizada es ne-
cesario examinar de cerca los campos eléctricos inducidos
por el cambio en el campo magnético y determinar el trabajo
hecho por esos campos sobre las corrientes que producen el
campo magnélico exlerno [1]. Asi, se debe usar la siguien-
te ecuacion que relaciona a los campo eléetrico y magnético
variables [1]:

e (10)

en donde E(x,?) es el campo eléctrico inducido y en general,
B = ;H el campo magnético promedio usualmente llamado
la induccion magnética [1].

Durante un intervalo temporal At, el campo eléctrico E
realiza el trabajo At [ j-EdV sobre la corriente de con-
duccion j(x, t). Esa cantidad con signo opuesto es el trabajo
Aw® hecho sobre el campo magnético externo por la fuerza
electromotriz externa que mantiene las corrientes [1]. Ahora,
y dado que la corriente de conduccion es

[t - % - (10a)

4dn

es claro que
_ Ate [
AP = == /EAV x HdV.
4 |
Del andlisis vectorial se tiene que

H VxE=V - (ExH)+E-V xH, (10b)
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entonces
At
Al T2 /v (E x H)dV - 2% /H V x EdV.

La primera integral es cero cuando se le transforma en una
integral sobre una superficie infinitamente distante debido a
que ¢l campo electromagnético es cero en el infinito. En la
segunda integral se puede sustituir V x E de (10) y escribir

JB
= At—
S =y at’

para un cambio temporal en la induccién magnética, de modo

que
Aw® = / 088
47

es el trabajo realizado para un cambio infinitesimal en B. Asi,
el cambio en la energfa interna especifica debido a la presen-
cia del campo magnético se puede escribir como

A® = f B85 o
4r

En consecuencia, para un fluido conductor que se mueve en
presencia de un campo magnético externo la energia inter-
na especifica generalizada debe contener un término adicio-
nal para tomar en cuenta a dicho campo, es decir, f(H) =
H - B/47mp, de modo que

H B
dmp

£ =€+

(11

Es claro que si el campo magnético no esta presente la
relacion (9) se reduce a la identidad termodindmica para la
deformacion [3]

de =T ds + o0y; dug;.

Se puede demostrar [2] que para compresion hidrostatica
el tensor de esfuerzos es simplemente
—pd; s

Jij =

en donde p(x, t) es la presion. En tal caso la identidad termo-
dindmica toma la forma usual

de =T ds — pdV,

con dV el cambio en el volumen.
Finalmente, es facil ver que para un medio continuo con-
ductor en presencia de un campo magnético

eheella e B, (12)
por lo cual:
ot
(0—") =T, (13)
ds B
os'
=% 14
(auij)sﬂ_, 7 K
8_5) = (15)
dB; il dmp

2. El principio tipo Hamilton y las ecuaciones
diferenciales de campo de la magnetohidro-
dinamica

Para ¢l fluido real conductor en presencia de un campo

magnético se propone una densidad lagrangiana como una

funcién continua y con derivadas continuas hasta de tercer
orden en sus argumentos

E="(x,v,0,B. 1], (16)

tal que la integral de ¢ sobre una regién [ del espacio
cuclideo tridimensional corresponde a la lagrangiana cldsica:

L:/ ¢dV; (17
Jn

donde dV” es el elemento de volumen en la region 1. Se defi-
ne la accion como es usual, es decir

ta p
W = [ / dV dt. (18)
Ji, JR

El principio variacional tipo Hamilton propone que la
funcional de accion sea invariante frente a una variacion con-
tinua e infinitesimal, esto es,

W = 0. (19)

Como resultado de la variacion de la accion se obtienen
las ecuaciones diferenciales de campo. Sea

(= pA, (20)
con A la lagrangiana especifica del sistema tal que

A= Ax,v,0,B,t). (21)

De acuerdo con la definicién usual de las variaciones geo-
métricas [4] 8t = 0 para toda ¢. Adicionalmente, se considera
la siguiente condicién de frontera [4];

dxi(ty) = dz*(tz) = 0. (22)

Se puede demostrar que la variacion de la integral de ac-
cién (18) sujeta a la condicién (19) conduce a la siguiente
relacion [2]:

ity
/ / ORAV di= 11, (23)
Ji, VR

Ahora, y de acuerdo con (21),

o IA A [P
pPOA= p(—(S He—ip)? ' ——duy; + 3B;

B:]. (24
5 37" T Bug ‘53) 24)
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Sin embargo, 6 3; se anula porque

. B .
dB;(x,t) = (% + hv‘) ot =0,

: 25
ot Ozt 25)

de modo que la relacion (24) se reduce a los tres primeros
términos. Esto es debido que §t = 0 para toda ¢, porque el
tiempo y el conjunto de pardmetros geométricos son indepen-
dientes entre si.

Por otra parte, se puede demostrar que [2]

ovt = -d—(éw’?), (26a)
dt
y
a
Sy = o — (udz"). (26b)

Si se sustituyen (26a) y (26b) en (24) y se toma en cuenta
(25) se obtiene lo siguiente:

pe[pB oL (D)0 ()],
POA= Pzt ~ dt \Pau i \ duyj h

+ (02000 ) + o (i
P50 | + 50 Pl o ) !

(27a)

en donde se ha usado el siguiente resultado:

9 ( 9A _ 0 ( ( 2 )Ounn
dxi duu “"‘_aw‘ p@*ujj L8 auu Al

a [ 9\
=55 (7)) e

y el hecho que [3] up, = w1 + w22 + uzz es la traza del
tensor de deformaciones pequefas. Es un invariante en cual-
quier sistema de coordenadas. Supéngase que Oy, /0% = 0.
Dado que las deformaciones son pequefias [2]

1
Upp & —. (27¢)
Ahora se puede demostrar que [2]
ta )
dV dt
/ /Rdf { P v ] ‘
ta ‘
[ / ( ) V -viztdV dt. (28a)
f P vt
Ademas,
to = -
[ [ —0— [pa—)\u,ké:z?k] dV dt
Jo, Jr 027 | Oug;
S )
= / jtgp—. wig 62F da; dt, (28b)
Ji, Jg Ouij

en donde da es el elemento de superficie y se ha utilizado el
teorema de Green. Si se considera un medio continuo infinito
que no esté deformado en el infinito, se puede hacer que la

superficie de integracion se extienda hasta el infinito [3]. En-
tonces, el tensor JA/Ju;; = 0 sobre la superficie y la integral
es cero [2]. Asi, se tiene que

[ b2 o2
t 0!1 !al‘i

753-. ((L\)] SrtdVdt=0, (29

Axd \ Duyj

Para que la ecuacion anterior se satisfaga es necesario

que [2]
O\ ON 8 (X
i e e el e T == 3
= (pa.'”') p(’?.t"" i Al (ﬁu,—j) d k)

Esta es la ecuacién de balance de momento generalizada
para un fluido real conductor que se mueve en presencia de
un campo magnético. En ella D es el operador diferencial de
Reynolds |2]. Es una ecuacién vectorial para una lagrangia-
na especifica cuya dependencia funcional estd dada en (21),
en donde aparece la contribucion del campo magnético ex-
terno. Con el auxilio de la definicion del operador diferencial
de Reynolds, se puede desarrollar el término D(pd\/dv?)
en (30) para obtener las ecuaciones diferenciales de Euler-
Lagrange de la MHD

d [8,\] ox 1 0 [8)\}:0. G1)

dt | O dzt  pdat | Ouyj

Claramente, la Ec. (31) tiene la misma forma que para
el fluido viscoso newtoniano [2]. En consecuencia y dado
que la diferencia entre ambos casos radica en la funciona-
lidad de las correspondientes lagrangianas, el efecto del cam-
po magnético externo se va a sentir en la forma del tensor de
esfuerzos generalizado y en la expresion para la energia in-
terna especifica generalizada, como es fdcil convencerse de
las relaciones (4) y (11).

3. Las variaciones temporales y la ecuacion de
balance de energia generalizada de la mag-
netohidrodinamica

Si a la funcional de accién para cualquier fluido conductor
que se mueve en presencia de un campo magnético se le
somete a un proceso variacional con respecto al pardmetro
de evolucion, se puede demostrar que es invariante frente
a transformaciones temporales continuas [4]. Considérese la
integral de accion (18) sujeta a una variacion temporal de mo-
do que tanto las entidades cinematicas como las funciones de
campo contenidas en ella experimenten cambios infinitesima-
les. Como consecuencia de tal proceso, se demuestra que la
funcional de accion es una invariante [4], es decir

STW =0 (32)
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De acuerdo con la definicién de variacion temporal [4] se
puede demostrar que [2]

t 4
[ [ [rﬁ( S gé*t] dV dt = 0. (33)
Jty IR dt

De acuerdo con la funcionalidad de ¢, se tiene que

; ar ae
5t = 54'.‘1 5+ i 4 i
art dut auijé i
ol (514
—0"B;+ —d0tt. (34
+ 3L, + 3 (34)
Si se realiza el proceso de variacion, se puede demostrar
que [2]
OA I d A ;
!§+[ —_ ¢ > f T - TR e e ¥ + 4
[ azt D( 81}*) dxd (6U1‘j):| e

Gl ae B - oo
+ & (a) + (3 -9 v "}“

ox af
P )| 6Tt +— 8T B;.
[ (auu ) 9,0
(35)
Por otra parte [1],
arl H 0B
A s 2 O .« MRS O o] L1 ) 36
0B, By 3 47 Ot (e

Considérense ahora las relaciones (10) y (10b). Como pa-
ra el caso presente no existen corrientes de conduccion [1] so-
lo campos eléctricos inducidos, la ecuacion de campo (10a)
se reduce a V x H = 0. Entonces, en (36) se tiene que

or

—4tB; =V -86t,
dB;

(37)

en donde

——E H,
S vpe X

es el vector de Poynting [5].
Si se usa (37) en (35) y el resultado se sustituye en (33)
se obtiene lo siguiente:
’Ui + Sj)

dA
/ [R [DH ¥ xi (5“1';"

§HtdV dt = 0,

(38)

(39)

ax
+p§

debido a que el primer paréntesis cuadrado de (35) es cero
porque se trata de la ecuacién de balance de momento gene-
ralizada de la MHD. Si se invoca a la arbitrariedad tanto de
los incrementos dV y df como de la variacién temporal §t,
la ecuacidén anterior sélo se satisface si

3] oA oA
( gt +s)+p}§_o. (40)

DH + 57 \ B

Esta es la ecuacion de balance de energia generalizada
para un fluido conductor cualquiera que se mueve en una re-
gién R del espacio euclideo tridimensional en donde existe
un campo magnético. En ella

H= _0—(1:’ —{,
v

es la densidad hamiltoniana [2].

(41)

4. Las ecuaciones de movimiento de la MHD

Para obtener las ecuaciones de movimiento para un fluido real
conductor que se mueve en presencia de un campo magnético
se propone la siguiente densidad lagrangiana

1

P 5/11'2 — pel, (42)
en donde
H-
=4+ — (43)
8mp

es la energia interna especifica generalizada del sistema que
toma en cuenta la presencia del campo magnético. Aqui,
£(ui;) es la energia interna especifica del fluido cuando H
es nulo. Ademds, L pv? es la densidad de energia cinética y
pe' la densidad dc_cnergl’a potencial. Por comodidad se esta
suponiendo que la fuerza externa

f = -Vo(x) (44)

es cero para que la densidad lagrangiana sélo contenga
términos hidrodindmicos y sea de la format — w, conf y u
las densidades de energia cinética y potencial respectivamen-
te [2]. En (44), ¢p(x) es algtin potencial conservativo que solo
depende de la posicién. De acuerdo con (20), la lagrangiana
especifica tiene la forma siguiente: .

A== —¢. (45)

Si se sustituye (45) en (30) y se toma en cuenta la relacion
(14), se obtiene que

av dog;
v+ Viv| = =—2, 46
P [0 +v ] Bzl e
en donde o; son las componentes del tensor de esfuerzos

generalizado, cuya forma es la siguiente:

. . 1 1.5
O'Z-Jj — fj‘ld,'rj <+ rr:_j - C d!‘j =+ 4—7[_ (HlHj = EH"&_,) , (47
en donde se ha usado la relacién (3), C'(T) es una constante
que depende de la diferencia de temperaturas entre diferentes
partes del fluido y rr;j son las componentes del tensor de es-
fuerzos viscosos, cuya forma mas general es la siguiente [2]:

At Gt 2 g™ ] au™

L=l — 4 — — =8, — & 3 48
Zij =1 oF; N fz; 3 Yoz, 19z, kS
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en donde 1 y ( son los coeficientes de viscosidad, que en
general son funciones de la presion y de la temperatura. Sin
embargo, para muchos casos practicos se les puede conside-
rar como constantes. Asi,

da?, , 1
—4 = _VUp+ngViv+ [+ 20 V(V-v)
dux? 3

1 2
+i H?V-H+(H-V)H—TVH"} :
4m | - 2

Sin embargo, y de acuerdo con (1), V - H = 0; ademds,

{H-V)H—%VHE:—HXVXH, (49)

En ese caso en (46) se obtiene lo siguiente

[ 1 1
N w-V)v=-1Vp- —HxVxH
ot p 4drp
1 1 1
+ 3v2v+ = (C-l— n) V(V - v).
P P 3
(50)
Estas son las ecuaciones de movimiento de la MHD.
Si el fluido es incompresible, la densidad es una constante

de modo que dp/dt = 0 y de la ecuacién de continuidad [8]
se obtiene que V - v = 0. En ese caso y de acuerdo con (49)

_

(B (2.
dxd \ Juyj T Ol Bu,:j' T Ol

Sin embargo,

! - 1
E (f],‘H_,‘I’ —_ §H V) _EH X (v SHY, (55)

€n cuyo caso

 (Ox )\ _ 0 ;.
a0 (a ) =~ ga [P¥ + €V -0

1
+—Hx (vxH)|. (56)
47

Sea C'v la densidad vectorial de flujo de calor debido a
la conduccién térmica. Este vector estd relacionado con la
variacion de la temperatura a través del fluido. Toma en con-
sideracion la transferencia directa de energia molecular desde
aquellas partes del fluido donde la temperatura es alta aregio-
nes donde T es baja [2]. Este flujo de calor estd relacionado
con la temperatura a través de la ley de Fourier [9]

Cv ==gVT, (37)

a—VA-(V

1 =
T -V)v——;V (p+ 8_17)

+ L(H SWYHOIV v, (51
4 p

Estas son las correspondientes ecuaciones de Navier-Stokes
de la MDH. Aqui +/ es la viscosidad cinematica [8]y H? /8
la presion hidrostitica magnética [1].

5. La ecuacion de conservacion de la energia de
la MHD

Si en la Ec. (41) se sustituye la densidad lagrangiana (42) se
obtiene la siguiente forma explicita para la densidad hamilto-
niana:

2

1,
Fiie= 5[)’“' + ps + g, (52)

Por otra parte, y de acuerdo con la definicién del operador 1,
se tiene que

31 H*
P =5 [5”" toet 87]

1 . 2
+ V- {pv (—1‘2 +e+ H—)] : (53)
2 o

ademas,

1 T
[pv + Cv —ojjv* —— (Hisz:‘ - 5}12) v] . (54)

47

en donde  es la conductividad térmica que siempre es positi-
va debido a que la energia térmica fluye de regiones con altas
temperaturas a partes del sistema que tienen temperaturas ba-
jas; es decir C'v y VT apuntan en direcciones opuestas.
Por otra parte y dado que para un medio conductor en
presencia de un campo magnético [1]
G

Vi H, (58)

" dwo
entonces en (40) se tiene que

2
S:——l—ﬁ(ﬁTgﬂx(VxH). (59)
Como es bien sabido, la ley de la conservacién de la
energia es una consecuencia de la uniformidad en el tiempo.
Se dice que un sistema fisico es conservativo si su lagrangia-
na no depende explicitamente del tiempo. En el caso presen-
te. lo anterior significa que d\/dt = 0. Entonces y con todos
los resultados anteriores en (40) se tiene que
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d [1 5 H? 1 » ;
5 |37 + pe +§} =—W - [pv (Ev +h)+-1r

Esta es la ley de la conservacion de la energia de la MHD [8],
en ella

' (61)
P

es la entalpia especifica generalizada.

A partir de las ecuaciones de Navier-Stokes de la MDH y
de la ecuacion de continuidad se puede transformar por me-
dio de un cdlculo directo la ecuacion anterior para darle una
forma mds conveniente. En efecto se puede demostrar [8]
que la Ec. (60) es totalmente equivalente a la siguiente re-
lacion [2]:

h'=¢+

, vt
pT {)JFV Vsjl =. ”(9 3 + V- (kVT)
2
62
F(VXH (6

Esta es la ecuacion general de transferencia de calor de la
MHD. en donde

(¥

— ('
- 16720
es el calor de Joule por unidad de volumen [1].

.

(V x H)?, (63)

3

6. La ecuacion de estado generalizada

Para completar el sistema de ecuaciones de la MHD se re-
quiere de la ecuacion térmica de estado que relaciona la pre-
sion, la densidad y la temperatura del fluido. De acuerdo con
las condiciones fisicas del fendmeno la presencia del campo
magnético externo debe modificar substancialmente esa rela-
¢ion de modo que sea

p=p(p, T, H) (64)

la forma funcional de la ecuacién térmica de estado para el
problema. La diferencial total de esa expresion esta dada por

9 B H
dp=c.dp+ —dT + — - dH (65)
k 47
en donde
. a
e = (i) : (66)
) 1.
es la velocidad del sonido en el medio;
3 13 .
k gl o H

con

9
e

(vxH) ————Hx (VxH)-v ¢ —&VT|. (60)
16720
1 oV
B=— | == 68
f 1'(0T> B
el coeficiente de expansion volumétrica [11] y
1 /aVv
h=—— 69
V ( Jp ) s
la compresibilidad isotérmica que siempre es positiva [11].
Por otra parte,
i)
H(Vj . (70)
dr JH oT
Ahora, es claro que
H H?
— dH=d[| — (71
4 &

Con el auxilio de estos resultados se puede integrar la Ec. (65)
de modo que

H'.?
p:rUer T+ (72)
81
Si aqui se utiliza la ecuacidn escalar para la densidad de ma-
sa [6] se obtiene finalmente
£im, 3 H2

= L o — 3
P ,IUV+A:+8’H" (73)

Esta es la Torma explicita de la ecuacidén térmica de estado
generalizada de la MHD.

7. Conclusiones

Con el presente trabajo se logra hacer de la MHD una rama
de la mécanica analitica de Lagrange. El marco teérico utili-
zado es el mismo que se ha usado a lo largo de toda la serie de
trabajos publicados por el autor en el campo de la dindmica
de los fluidos.

La utilizacion del principio de accion extremal de ti-
po Hamilton permite la obtencion del conjunto completo de
ecuaciones diferenciales de campo de la MHD asi como la
ecuacion térmica de estado generalizada. Adicionalmente, se
cuenta con la ecuacion de continuidad como una condicién
extra que se impone al sistema para tomar en cuenta la ley de
la conservacién de la masa [G].
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