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A partir de un formalismo lagrangiano como el dc la teoría c1úsica de campos. se ohtienen las ecuaciones diferenciales de campo de la
magnetohidrodinúmica (t\HID). Se establece una funcional de acción como una integral eSlxlCio-lernporal sohre una región del espacio
euclídeo tridimensional. de una densidad lagrangiana función de ciertas variables dc campo. Se postula un principio de acción cxtremal de
tipo Hamilton con condiciones de fronlera adecuadas y se logra un sistema de ccuaciollcs diferenciales dc campo. Se propone una densidad
lagrangiana apropiada del tipo T. V. con la que se ohtiene 1"ecuación de movimiento para Ullmedio continuo conductor en presencia de UIl
campo magnético. Con un teorema referente a la invariancia de la accilÍn frente a variaciones con respecto al tiempo se ohtiene la ecuación
de halance de energía para cualquier !luido real conduclor que se mueve en un campo magnético. Con la den siLIadlagrangiana propuesta se
alcanza la ley dc la conservación de la energía de la MHD. Finalmenle. se ohticne ulla forma explícita para la ecuación de estado generalizada
para la MHD.

IkH.,.;ptOrt'S: ~lagnetohidrodinámica

Prom lhe Lagrangian forrnalisrn as in c1assical Ileld theory, the panial differcntial equaliotls nf 1\.l1-1Dare ohlained. An action fUllclional
¡s intrOlluced as a space-time integral over a region of three-dirnentinnl ElIclidean space 01' a Lagrangian densilY function of ccrtain field
variables. A Hamilton type extrernlln action principie is postulated with adequate hOlllldary cnndition.s and a sel of differentinllield equalions
is dcri\'cu. Wilh an appropriale Lagranginn density al' the T-V type. the cqualions 01" lTlotion for a rnoving conducting media in a magnelic
licld are ohtained. A theorclll rcfering to the invnrinnce 01' the ,lCtion under lime vmiatiolls leuds to the ~cneralized cncr~y halance cquation
for any real conducting fluid in a magnetic field and the propcr equatioll 01' cncrgy cOrlsC'rvation. Finally. :111 cxplidt form for generalized
cquatioll 01' state 01' i\HfD is nbtained.
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I. Introduction

en donde H(:I'. t) es el campo magnélico, e la velocidad de la
lul., l7 la conductividad eléctrica y \72 el operador laplaciano.

El estado dinámico de un fluido conductor en presencia de
un campo magnético es un fenómeno complejo que se de-
he estudiar con el auxilio de las ecuaciones de campo de la
elcctrodinümica c1üsica y de las ecuaciones de halance de la
lllec<inica de Iluidos.

Cuando un Iluido conductor se mueve en una región
en donde existe un campo magnético, aparecen en él cam-
pos eléctricos inducidos que a su vez producen un flujo
de corrientes eléctricas. Las fuerzas ejercidas por el campo
magnético sohre las corrientes inducidas pueden modificar
considerahlemente el flujo del !luido y al mismo tiempo, las
corrientes modiflcan el campo [11.

Las ecuaciones del campo electromagnético que se utili-
zan para estudiar el movimiento de un medio continuo con-
ductor en presencia de un campo magnético son las siguien-
tes:

DH
Df

V.H=O,
.,

c- ')
V x (v x H)+ -V'-H

4rrl7

( I )

(2)

En esas relaciones se ha considerado que la permeabilidad
magnética del medio dillere muy poco de la unidad de mo-
do que 11 = 1. También se supone que a es una constante
en el medio y. en particular. que es independiente del campo
magnético 11]

Para ohtener las ecuaciones diferenciales que descrihen el
cstado din<Ímico del sistema. es necesario tomar en cuenta la
irreversibilidad tennodin<Ímica del movimiento por el efeclO
de la disipación de energía dehida a procesos de fricción in-
terna (viscosidad) y a la conducción térmica que afectan al
rnovimielllo mistllo [2].

En un !luido viscoso el mecanismo generador del régimen
hidrol!in<Ímico es la variación en la densidad del sistema que
ocurre cuando hay un camhio en la geometría de la región
poi. él ocupada deformada por algún agente externo. Cuan-
do ocurre la deformación. el sistema es sacado de su estado
de equilihrio que no sólo es mecánico sino tamhién térmico.
Como conseclIencia, surgen esfuerzos internos que tienden a
regresado;¡ su estado original ue equilibrio. Esos esfuerzos
internos se deben a fuerzas moleculares de corLo alcance que
actúan desde cualquier punto del fluido afectando sólo a pun-
tos vecinos. En general. se dice que son fuerzas que actúan
sohre la superflcic de la región que confina al sistema.

Por otra parte, si el movimiento del tluido es perturbado
por el campo magnético externo, el régimen hidrodinámico
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responsable del flujo debe ser más complejo que en el caso
del simple Huido viscoso. Por tanto, es importante determi-
nar en qué forma su presencia modiflca las correspondientes
ecuaciones de balance.

De alguna manera los fenómenos electromagnéticos se
manifiestan en el medio continuo como tensiones de origen
magnético, de modo que es posible considerar que el cam-
po externo tiene el efecto de reforzar el proceso de dcfor-
madón mec<Ínica propiciando el surgimiento de esfuerzos
magnéticos internos que se suman a los esfuerzos mecánicos.
Para el caso presente, los esfuerzos magnéticos se represen-
tan por medio de un tensor de rango dos conocido como el
tensor de esfuerzos de Maxwell del campo magnético [1] que
en componentes es

(3)

Claramente, se trata de un tensor simétrico es decir,
!I/jj = /l/ji. En la relación anterior, bij son las componentes
de la LIt.::Jtade Kronecker. En consecuencia, un medio conti-
nuo conductor que sufre una deformación mecánica cn pre-
sCllCiade un campo magnético cxterno que lo aparta del equi-
librio mecánico y térmico en el que se encuentra inicialmente.
generará esfuerzos internos de origen mecánico y magnético
que se oponddn al cambio y tratarán de regresarlo a su situa.
ción original equilibrada. Tales esfuerzos se pueden repre-
sentar por medio de un tensor de rango dos cuyas componen-
tes son

(JO ij =- aij +mij, (4)

tal que

aOij = aOji' (5)

Es eomún suponer que la deformación ocurre tan lenta-
mente que el equilihrio termodinámico se estahlece en el sis-
tema en cada instante de acuerdo con las condiciones exter-
nas, de modo que el proceso es termodinámicamente reversi-
ble. Esta hipótesis siempre se justifica en la práctica [3].

Debido a la deformación la energía interna específica del
sistema camhia. A una variación inflnitcsimal de ella le co-
rresponde una diferencia entre la cantidad de calor adquiri-
da y el trabajo hecho por los esfuerzos inlernos. Es decir.
dE' = Tris - dw' y, de acuerdo con (6),

(9)

En estc caso. [' es la energía interna específica generali~
zada del sistema. s es la enlropía específica y T la temperatu-
ra. Claramente E' debe depender de alguna forma del campo
magnético externo. En general.

e' = E + 1(1-1).

en donde d I/jj) cs la energía interna específlca de la hidro-
din<Ímica clüsica 12]. Para averiguar la forma de ¡(H) es
preciso calcular el cambio en El debido a la presencia en el
sistema del campo magnético externo. Sin emhargo. se de-
be tomar en cuenta el hecho que el mencionado campo no
realiza lrabajo alguno sobre el fluido conductor móvil debi-
do a que la fuerza magnética que actúa sobre él es perpen-
dicular al campo de velocidades. Entonces, para calcular el
cambio en la energía interna específica generalizada es ne-
cesario examinar de cerca los campos eléctricos inducidos
por el cambio en el campo magnético y determinar el trabajo
hecho por esos campos sobre las corrientes que producen el
campo magnético exlerno [11. Así. se de he usar la siguien-
le ecuación que relaciona a los campo eléctrico y magnético
variables [¡ J:

en donde E(x, t) es el campo eléctrico inducido y en general.
TI = 1/ H el campo magnético promedio usualmente llamado
la inducción magnética [1].

Durante un intervalo temporal ~t, el campo eléctrico E
realiza el trabajo D..f.r.i . E dF sobre la corriente de con-
ducción j(x, t). Esa cantidad con signo opuesto es el trahajo
D..Wo hecho sobre el campo magnético externo por la fuerza
electromotriz externa que mantiene las corrientes 11]. Ahora.
y dado que la corriente de conducción es

A ñ-fJ(x, f) se le denominará el tensor de esfuerzos ge-
neralizado. en tanto quc a(x, t) es el tensor de esfuerzos
mecánicos del fluido viscoso newtoneano 121.

Si las deformacioncs mecánicas sufridas por el !luido son
pequeñas las variaciones del vector desplazamiento [3) 50n
infinitesimales, de modo que los esfuerzos internos realizan
el trabajo

(6)

En (6)

, ¡aI3
V' x E = ----.

e al (lO)

son las componentes del tcnsor de deformaciones pe-
queñas [2], enlanlu que

,
It¡ = ;r¡ - :l'¡

(7)

(8)

e
j = -'\7 x H.. cbr

es claro que

::::'te /'::::.","=--- E.'\7xl-ldV
4Jr .

Del anl.Ílisis vectorial se tiene que

(lOa)

son las componentes del vector desplazamiento, que solo de-
pende de las coordenadas [3]. 1-1.'\7 x E = '\7 . (E x 1-1)+ E . '\7 x IJ, ( 10b)

Re)'. Afex. Fís. 44 (2) (199H) 120-127
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cntonccs

'" ~tc J ~ ( ) l' ~tc J"'''' = 4- v . E xIi, \ - - H . V' x E,/\'.
" 47r

2. El principio tipo Hamilton y las ecuaciones
diferenciales de campo de la magneto hidro.
dimímica

dondc tlF es el elcmento de volumen en la región H. Se deli-
ne la acción como es usual. es decir

Como resultado de la variación de la acción se ohtienen
las ccuaciones diferenciales de campo. Sca

tal quc la integral de e sohre una región R del espacIO
euclídco tridimensional corresponde a la lagrangiana cl<Ísica:

( 16)

( 19)

( 17)

( 18)

011' = O.

L = r (dI';l/l

( = ((x. v. ii. 13. t).

IV = [" f (di' dI.
. 11 ,/l

El principio variacional lipo Hamilton p"'pone que la
funcional de acci6n sea invariante frente a una variaci6n con-
tinua e infinitesimal, esto es,

Para el Iluido real conductor en presencia de un campo
magnético se propone una densidad lagrangiana como una
función continua y COIl derivadas continuas hasta de tercer
orden en sus argumentos

!II. ~n.6.wo= ---£1\1,
. 47r

es eltrahajo realizado para un camhio infinitesimal en B. ASÍ,
el cambio en la energía interna específica dehido a la presen-
cia del campo magnético se puede escribir como

La primcra integral es cero cuando se le transforma en una
integral sohre una superficie inflnitmncnte distante dehido :1
que el campo electromagnético es cero en el infinito. En la
segunda integral se puede sustituir V x E de (10) y escrihir

Dn
~n= ~IDt'

para un camhio temporal en la inducción magnética, de modo
que

En consecuencia, para un fluido conductor que se mueve en
presencia de un campo magnético externo la energía inter-
na específica generalizada dehe contener un término adicio.
nal para tomar en cuenta a dicho campo, es decir, ¡(H) =
" . n(47rf'. de modo que

n.n
e'=e+--. (11)47rf'

Es claro que si el campo magnético no está presente la
relaci6n (9) se reduce a la identidad termodinámica para la
deformación 13]

d¿ = Tds + aij (Útij.

Se puede demostrar [2] que para compresión hidrostática
el tensor dc esfucrzos es simplemcnte

( = pA.

con ,\ la lagrangiana especifica del sistema tal que

(20)

Oc acucrdo con la definición usual de las variaciones geo-
métricas [4) 6t = O para toda t. Adicionalmente, se considera
la siguiente condición de frontera 14J;

cn donde p(x, t) es la presión. En tal caso la identidad termo-
din~ímica toma la forma usual

dE = Tds -¡"iI',

con ti\' el cambio en el volumen.
Finalmente, es fácil ver que para un medio continuo con-

ductor en presencia de un campo magnético

A = ~\(x,v. ii, n, 1). (21 )

(22)

Se puede demostrar que la variación de la integral de ac-
ción (1 R) sujeta a la condición (19) conduce a la siguiente
relación I::!]:por lo cual:

(Oo')- =T.D,
L u'J,BJ

(;,~J,.R,= aO ij,

( 12)

( 13)

( 14)

[" f (lOA dI' dt = O.
.1\ . Ji

Ahora, y de acuerdo con (21 ),

(23)

H
=-) .

47rf' ( 15) ., (DA. i DA, i DA, DA 'B)
p6",=p -D.io:r + -D ¡(J1! + D~(JUij + -D ,(J j .

.f V Ut] B]
(24 )

Rev. Mex. Fis.'¡'¡ (2) (1998) 120-127
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(29)D (D)')] J.,.i dV dt = O.
D.rJ UlJij

la ecuaci6n anterior se satisfaga es necesario

/
." /' [ D)' _ D ( D)')I'D ., (ID i

. tI . n.l t'

Para que
quc [21

superficie de integraci6n se exticnda hasta el infinito [31. En-
tonces, el tensor u/\j DI! íj = Osohre la superfkie y la integral
es cero [2]. Así. se tiene que(25)

(26a)

(
DH DI3 )

JI3j(x, t) = D/ + D) v' JI = O,

Sin embargo, óE) se anula porque

de modo que la relación (24) se reduce a los tres primeros
términos, Esto es dehido que JI = O para toda t, porque el
tiempo y el conjunto de parámetros geométricos son indepen-
dientes entre sí.

Por otra parte. se puede demostrar que [2]

d
dt (J:c'),

y

D
6Ví) = -D . (Ui/,.(5:é).

;r}
(26h)

( D)') iJ), D (DA)"/1 (1-,-. - (1-. + -. -- = O.
UI'I O.rl D.rJ DII i)

(30)

Si se sustituyen (26a) y (26h) en (24) y se toma en cuenta
(25) se obtiene lo siguiente:

[ D)' d ( D)') D (D)')]. i(lJ)' = p- - - 1'- - - -- J"D.r1 di Dví o:r) DUi) .

d ( D),. i) D (D)' . ,)+ -l. PD~J." + -D . P-D "ikJ." ,( t .vf xl - /l.ij
(27'1)

cn donde se ha usado el siguiente rcsultado:

i~sta es la ecuación de halance de momento generalizada
para un fluido real conductor que se Illueve en presencia de
un campo magnético. En ella D es el operador diferencial de
Reynolds [2]. Es una ecuación vectorial para una lagrangia-
na específica cuya dependencia funcional está dada en (21 ).
en donde aparece la contrihuci6n del campo magnético ex-
terno. Con el auxilio de la definición del operador diferencial
de Reynolds. se puede desarrollar el término D(pD"A./Dpí)
en (.30) para obtener las ecuaciones diferenciales dc Euler-
Lagrange de la I\lHD

y el hecho que [3] 'Unn = Uu + 1122 + 1133 cs la traza del
tensor de deformaciones pequeñas. Es un invariante en cual-
quier sistema dc coordenadas. Supóngase que aun,,/ Dx = n.
Dado que las deformaciones son pequeñas [21

D ( D)') D (D)' ) ( D)') Du""--o P-- l/un = --o I'--Hnn - p-- ---o
D:rJ DUí) D;TJ aUí) DU.i) D;rJ

= D~j (:',~J' (27h)

3. Las variaciones temporales y la ecuación de
halance de ener!(ía !(eneralizada de la mag-
neto hid rodi lUímica

Claramente, la El'. (31) tiene la misma forma que para
el l1uido viscoso Ilewtoniano [21. En consecuencia y dado
que la diferencia entre amhos casos radica en la funciona-
lidad de las correspondientes lagrangianas. el efecto del cam-
po magnético externo se va a sentir en la forma del tensor de
esfuerzos generalizado y en la expresión rara la energía in-
terna cspecítka generalil.ada. como es fácil convencerse de
las relacioncs (4) Y(1 1).

(3 1),¡ [D,'] D)' 1 D [O),]- -- --+-- - -O
dI DI,I D.r" p D.r} DUij - .

(27e)a1ln ::::::::-.

P
Ahora se puede demostrar que 12J

/." [, d [D)' ]-1 I'-D i JJ-i dV di
. ti . H (1 v

/"! (p D)') V'. V JJ-i dV dt. (2Ha)
.', 11 Dvi

en donde da es el clcmento dc superficie y se ha utilizado el
leorema de Green. Si se considera un medio continuo intlnito
que no esté deformado en el intlnito. se puede hacer que la

Si iI la funcional dc acción para cualquier l1uido conduetOl
que se mueve en presencia de un campo magnético se le
somete a un proceso variacional con respecto al parámetro
de evoluci6n, se puede demostrar que es invariante frente
a transformaciones temporales continuas [4). Considérese la
integral de acción (18) sujeta a una variación temporal de mo~
L10 que tanto las entidades cinem<Íticas como las funciones de
campo contenidas en ella experimenten cambios infinitesima-
les. Como consecuencia de tal proceso, se demuestra que la
funcional de acción es una invariante [41. es decir

(32),\+11' = O

(2Hh)

[ D)' "'"]p-D. ""J." dV di
1l i)

¡"{"D
. ti iN a:rJ

Además,

Rel'. Me.r. rú. 44 (2) (199H) 120---127
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Por olra parte 11 J-

Dc acuerdo con la delinición dc variación temporal 14] se
pueoe oemoslrar que 121

Si se rcaliza el proceso de variación, se puede demostrar
que [2[

(43)

(41 )

(42)

(44)f = - V'ó(x)

, l.) ,( = 2/11'- - 1)[ ,

¡¡"
.:"'-.:"+-
'"" - '"" 87f{J

Of
H = -v' - f.

Dc'
es la densidad hamiltoniana [21.

cn donde

es cero para que la densidad lagrangiana s610 contenga
términos hidrodinámicos y sea de la forma f - /1, con f y 11

las densidades de energía cinética y potencial respectivamen-
te [21. En (44), 1J(x) es algLín potencial conservativo que solo
depende de la posición. Dc acuerdo con (20), la lagrangiana
especifica tielle la forma siguiente: .

es la energía inlerna especílka generalizada del sistema que
toma en cuenta la presencia del campo magnético. Aquí.
s(UiJ) es la L'nergía interna específica del fluido cuando H
es nulo. Adcm:ís. ~ fW1 es la densidad de energía cinética y
fiE' la densidad de -energía potencial. Por comodidad se está
suponiendo que la fuer/a externa

Ústa es la ccuaci6n de halance de energía generalizada
para un Huido conductor cualquiera que se mueve en una re-
gión [{ del espacio euclídeo tridimensional en donde exisle
un campo magnético. En ella

Para obtellcr las ccuaciones dc movimiento para un l1uiJo real
conductor que se mueve en presencia de un campo magnético
se proponc la siguiente densidad lagrangiana

4. Las ccuacioncs dc movimiento de la 1\IHD
(34)

(33)

(36)

(37)

Of -+E éIf .+
+ 0I3) ti j + OtU t.

1',1[ df]J+f - -1 J+I dI' di = O.
tI Il ( t

Dc acuerdo con la funcionalidad de l. se tiene que

-+ f _ Of -+, Of ,+ i De ,+
ti - -O .1) .f + -O u v + O-o Uij

.ff vt /li]

iJ( J+ H = J+ E = _.!!. .Dn J+I
DH)) } 47f at

Considérense ahora las relaciones (10) Y (1 Oh). Como pa-
ra el caso presente no existen corrientes de conduccion [1] so-
lo campos eléctricos inducidos. la ecuación de campo (1 Da)
se reouee a V' x H = O.Entonces. en (36) se tiene que

C+f. _ [O~\ -O ( O~\) D (aA)] i ,+(J _ p- - p-. - -. -- 11 u f
O.tl Dut DxJ DUíj

[ d (Df i) (Df i ) ]-++ - - ..v + -v - f V'.y ti Idr VI,1 Du'

[
D.\ O (DA i)] + Of ++ p- + -. --l' J t + -- J EjDI 0.1') Dllij aEj

(35)

en donde

oebioo a que el primer paréntesis cuadrado de (35) es cero
porque se trata dc la ecuación de balance de momento gene-
ralizada de la MHD. Si se invoca a la arbitrariedad tanto de
los incrementos d\' y dt como de la variación temporal ó+t,
la ecuación anterior s610 se satisface si

(46)

(45)

[ay ] aa"'
p -.- + (v. V')Y =-'1.,Dt Dl-)

en donde afj son las componentes del tensor de esfuerzos
generalizado, cuya forma es la siguiente:

Si se sustituye (45) en (30) y se toma en cuenta la relación
( 14). se ohliene que

en donde se ha usado la relación (3), C(T) es una constantc
que depende dc la diferencia de tcmperaturas entre diferentes
partes dcl fluido y a;j son las componentes del tensor de es-
fucrzos viscosos, cuya forma mas general cs la siguiente [21:

(39)

(38)

1',1[ D (aA. )DH+- --v'+5.
tI Il o.ri aUij J

DA]+p- J+t dV dt = Oat '

"S= -E x H,
47f

es el vector oe Poynting [5J.
Si se usa (37) en (35) y el resultaoo se sustituye en (33)

se obtiene lo siguiente:

. . D (D)'. ) DAOH+-D. -D .v +5j +P-a =0.
.rJ Ui] t

(40) , [D'" D"j 2 _ D,,"]
(T., = "1 - + - - -0'.--

1] 0,1') D,r¡ :l IJ 0;1:11

Dun
+ (Jij-iJ '.rll

(48)

Rev. Mex. Fis. 44 (2) (1~~8) 120-127
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~n donde '1 y ( son los coefkientes de viscosidad. que en
!!eneral son funciones de la presión y de la temperalUra. Sin
~rnhargo. para muchos casos prácticos se les puede conside-
rar C0l110 constantes. Así.

Dar) .> ( 1) ~(~ )--=-V/>+I¡'V.V+ (+-1/ v V.V
0.1") 3

+..!- [JliV. H + (U. V)I1 - Av JI'] .4~ -

5. La ecuación de conservación de la energía de
laMHD

Si en la Ec. (41) se sustituye la densidad lagrangiana (42) se
obtiene la siguiente forma cxplícita para la densidad hamilto-
niana:

(51 )

_Dv + (v. V)v = -~V (11+ _H_')
O/ p 8~

1 •+ -(H. V)Hti <;7- v.
4~p

Éstas son las correspondientes ecuaciones de Navier-Stokes
de la MDH. I\quí¡'J es la viscosidad cinemática [S]"y JI".! /Sn
la prcsi6n hidrost:.ítica magnética 11J.

(49)l.> 11(1l.V)H-2VH.=-IIxVx,

En ese caso en (.t6) se ohtiene lo siguiente

Sin emhargo. y de acuerdo con (1). V .H = (J; adelll¡ís.

Por otra parte. y ele acucrdo con la definición del operador-n.
sc tiene que

Dv 1 1
-+(v.V)v = --Vp- -H x V x H
O/ l' 4~p

+ 1<;7'v + ~ ( + ~11)V(V. v).
l' l' 3

(50)

Éstas son las ecuaciones de movimiento de la MHD.
Si el Iluido es incompresible. la densidad es una constante

de modo que dp/dt = OYde la ecuación de continuidad [8]
se ohliene que V' . v = o. En ese caso y de acuerdo con (.t9)

l., HZ
H = -¡"'- + pe + -8 '2 ~

O [1. H2
]DH = - -¡",. + f>o + -

iJI 2 8~

+ V. [p\, (~l" +E+ H')];
2 8,,1'

(52)

(53 )

además.

O ({), i)
-- --1]

D.ti UlLij
O (0" i) D [ , > 1 ( i 1 1') ]= -. --11 = --o -. l'v + Cv - (1i .'/1 -- lIil/jl' - -1 v

D;rJ [Jllí) D.r) J .'17r 2
(54)

~n donde h. es la conductividad térmica que siempre es positi-
va dchido a lJuc la energía lérmica fluye de regiones con altas
temperaturas a partes del sistema que tienen temperaturas ba-
jas; es decir Cv y V'T apuntan en direcciones opuestas.

Por otra parle y dado que para un medio conductor en
presencia de un campo magnético 111

Sin emhargo.

en cuyo caso

1= --H x (v x H),
h

D [ C > >= --o pv+ v-a ..?)o.rJ 1)

+..!-H x (v xlI)].4~

(55)

(56)

, e Hr, = -V x ,
.Inli

entonces en (40) se tiene que

(5R)

Sca Cv la densidad vectorial de l1ujo de calor dehido a
la conducción térmica. Este vector está relacionado con la
variación de la temperatura a través del fluido. Toma en con-
sideración la transfercncia directa dc energía molecular desde
aquellas partes del fluido donde la temperatura es alta a regio-
nes donde T es haja (2). Este flujo de calor está relacionado
con la temperatura a través de la ley de Fouricr [9]

(59)

cv = -"vr. (57)

('2

S = - lG~'a H x (V x H).

Como es bicn sabido. la ley de la conservación de la
energía es una consccuencia de la uniformidad en el tiempo.
Se dicc que un sistcma físico es conscrvativo si su lagrangia-
na no depende explícitamcnte dcl tiempo. En el caso prcsen-
tc. lo anterior significa que D,\jDI = O. Entonces y con todos
los rcsultados anteriores cn (40) se tiene que
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!J [l., H']-;- -:)/11'- + 1'': + - = -V.af _ 8il [ (
l., ,) 1

(Iv ;-"- + h + -=H x (v x 11)2 .111
-~1I x (V x H) - v. ¡j' - "VT]lG¡r'2(1 (!ID)

(~Slae.•.•la k'Y de la conservación de la energía de la fvlHD 18),
L'II ella

_ 1 (!JV)1I - -
- l' aT (6X)

(70)

(6Y)

11
-.lrr

. _ 1 (iW)" - -- -\! (JI'

Ahora, es claro que

el coeficiente de expansión volumétrica 1111 y

la compresihilidad iSOlérmi¡;a que siempre es positiva [111.
Por otra parte.

(61 )

Dpi
=a'.-. + V. ("VI')

1) D.r)[
Os ]f,T !JI + v . Vs

I I JIh=é+-
fI

es la entalpía cspcdlica generalizada.
l\ partir de las ecuaciones de Navicf-Stokcs de la MDH y

de la ecuación de continuidad se puede transformar por me-
dio de un dlculo directo la ecuación anterior para darle una
forma más conveniente. En efecto se puede demostrar ISI
que la Ec. (60) es totalmente equivalente a la siguiente re.
lación [:!I:

(71 )

(72)

11 (Ir'). dll = d 8".'1 rr

Con el auxilio de estos rcsullados se puede intcgrar la Ec. (65)

de modo que

(62)

(63)
j:! (' '2

- = -16 ., (V x H) .a ¡¡-(J

c'2 ,)
+ -.-, (V x Ht.16"'-<1

I~sla es la ccuaci6n general de transferencia de calor de la
MIlD. en donde

es el calor de Joule por unidad de volumen [11.

6. La eeuacilÍn de estado generalizada Si aquí se utiliza la ecuación escalar para la densidad de ma-
sa [a] se ohtiene flnalmcnte

l~sta es la forma explicita de la ecuación térmica de eSlado
generalizada dc la Í\HID.

Para completar el sistema de ecuaciones de la MHD se re-
quiere de la ecuación térmica de estado que relaciona la pre-
si6n, la dcnsidad y la temperatura del fluido. De acuerdo con
las condiciones físicas del fenómeno la presencia del campo
Illagnétic() externo dehc modificar suhstancialmentc csa rela-
ci(lII de modo que sea

l' = (,~{'" ri H2
--11. V.I + -T + - .
.1 k 8".

(73)

la forma funcional de la ecuación térmica de estado para el
prohlema. La diferencial total de esa expresión es(á dada por

con

en donde

Con el presente trabajo se logra haccr dc la ~tHD una rallla
de la mécanica analítica de Lagrange. El marco teórico utili-
zado es el mismo que se ha usado a lo largo de toda la serie de
(rahajos puhlicados por el autor en el campo de la dinámica
de los lluiuos.

La utilización del principio de acción extremal ue ti-
po Hamilton permite la ohtención del conjunto completo de
ecuaciones difcrcnciales de campo de la MHD así como la
ecuaci6n térmica dc estado generalizada. Adicionalmente. se
cucnla con la ccuaci6n de cOlltinuidad como una condici6n
extra que se imponc al sislcma para tomar en cucnta la ley ue
la conservación tic la masa Ia l.

7. Conclusiones
(I>~)

(66)

(1)7)

(65)

l' = 1'((1, T, U)

.,(,- =
"

., 13 H
dI' = c;,dp+ -dT + - .dU

k .1Jr

(DI')Dp T 11 '

es la vel(l(,:idad del sonido en el medio;
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