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Se presenta una solucion simple al problema de la mdquina de Atwood (MA), con la cual se puede abordar cualquier MA, por compleja que
¢sta sea. Los conceptos que intervienen en la solucidn son: la segunda ley de Newton, la masa reducida y transformaciones entre referenciales

inerciales y no inerciales
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A simple solution for the Atwood’s machine (AM) problem is presented. which allows to resolve any AM, notwithstanding its complexity.
The conceptual background needed in the solution comprises Newton's second law. reduced mass and inertial to non inertial frames of

reference transformations.
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1. Introducion

Una de las formas mds adecuadas para realizar experimentos
en los cuales la aceleracion permanece constante, es utilizan-
do la maquina que el reverendo George Atwood describio en
una publicacin de 1784 [1]. De hecho, en un artculo de T.B.
Greenslade [2] se aborda este problema, tratando de mante-
ner, hasta donde le es posible, la “tecnologia™ de la época
de Atwood. En este trabajo se presenta una solucion tedrica
simple al problema, con la cual se puede abordar cualquier
mdquina de Atwood (MA), por complicada que ésta sea. La
motivacion principal radica en el hecho de que la mayoria de
los textos [3—6] solo tratan este problema en forma elemen-
tal; es decir, la MA simple con poleas sin masa. Aun los
textos avanzados [7—11] s6lo abordan la solucion de la MA
compuesta para ejemplificar la utilizacion del método de La-
erange, produciendo la sensacion de que resolverla de otra
manera resultaria demasiado complicado. Una excepcion la
constituye el texto del profesor I.B. de Oyarzabal [12]. aun-
que para poder resolver la MA compuesta “a la Newton™,
requiere que la polea madvil tenga masa.

El articulo estd organizado de la manera siguiente: En la
Sec. 2 se hace un repaso del problema de la MA simple y al
final de esa seccién se introduce la idea que permitird abor-
dar después cualquier otra miquina. En la Sec. 3 se plan-
tea el problema de la MA simple tirada hacia arriba por una
fuerza constante, para pasar, en las Secs. 4 y 5 al analisis de
la MA compuesta y “supercompuesta’” con poleas sin masa.
Por dltimo, en el Apéndice se retoman las Secs. 4 y 5 para los
casos en que las poleas tengan masa.

2. La maquina de Atwood simple

En la Fig. la se ilustra esquemadticamente la MA simple, la
cual consta de una polea ligera, cuya masa puede ignorarse,

y cuyo eje no tiene friccion. A través de la polea pasa una
cuerda inextensible sin masa, en cuyos extremos estan suje-
tos dos cuerpos de masas 1 y .. Enla figura se ilustran las
diferentes fuerzas que actian sobre los cuerpos, incluyendo
las tensiones sobre diferentes secciones de la cuerda y, como
¢ésta es inextensible, la magnitud a de la aceleracién de cada
uno de los cuerpos suspendidos serd la misma.

De la aplicacion de la segunda ley de Newton se llega a
que la aceleracion del sistema es

a:ml_ng. )
my + mso
El sentido del movimiento queda determinado por la magni-
tud relativa de m; y ms, de tal forma que, a partir de este
momento, solo se considerardn las magnitudes de las ace-
leraciones de los diferentes cuerpos, tomando en cuenta el
sentido de sus movimientos.

Una vez determinada la aceleracion a, la aplicacion de la
segunda ley de Newton al diagrama de cuerpo libre de cada
uno de los cuerpos permite calcular la magnitud de las ten-
siones en la cuerda. El 1'es_uiu1d0 es que

T = ma(g - @) = 2ug = T4, @

T
4ug
mag
(a) (b)

FIGURA . (a) La midquina de Atwood simple y (b) su equivalente
estdtico.
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FIGURA 2. (a) La mdquina de Atwood simple tirada hacia arriba
por una fuerza F constante y (b) su equivalente.

en donde
o s (3)
my + mo

es la masa reducida asociada a los cuerpos en movimiento.

De este resultado surge la idea que permitird resolver el
problema general de la MA. Como la polea no sufre trasla-
cidn alguna, la tensién de la cuerda que la sujeta (cuerda so-
porte) es T = 2T} ; = 4pg, asi que, estiticamente, el proble-
ma se reduce al mostrado en la Fig. 1b. Aunque se trata de un
resultado bien conocido [13], y hasta trivial, ninguno de los
textos consultados lo utiliza.

3. La maquina de Atwood tirada por una
fuerza

Para ver la utilidad de esta idea simple, consideremos el pro-
blema de la MA tirada hacia arriba por una fuerza F' (Fig. 2a).
Todo profesor que haya impartido el tema sabe que este pro-
blema es uno de los “toritos™ para medir qué tanto han enten-
dido los alumnos. El problema se puede resolver de manera
simple si la situacién original se cambia por otra, lo cual se
ilustra en la Fig. 2b. En este caso,

F —4pg = 4pa, 4)
asi que la aceleracion a de la polea es
o
= — — . 5
a T q (5)

Para obtener las aceleraciones a; y a» de los cuerpos (en el
referencial del laboratorio), primero se calcula la aceleracion
a del sistema en un referencial que se mueva con la acelera-
cion a de la polea; recordando que en un referencial acelerado
hay que sumar una fuerza inercial (“ficticia™) proporcional a
la aceleracidn del referencial, se obtiene:

. 0 ?Hg(ﬂ+ Q) = mp; — ma (E) )

my + s my +me \ 4p

v después se hace la transformacion a un sistema inercial (sis-
tema del laboratorio) para obtener:

=& —a

ny — Mma F F
= _ — e (]
my + ms 4 dp
F

21,

(7)
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FIGURA 3. (a) La maquina de Atwood compuesta con polea sin
masa y (b) su equivalente.

y
ay = o+ a

my — mo F o F

= — = — e,
my + s dp 4n &
F

e i 8)

2m, g ¢

El resultado contenido en estas dos tltimas ecuaciones ¢s
interesante, pues inmediatamente hace ver que la tension en
la cuerda que pasa sobre la polea es F'/2. De hecho, una
vez que se establece este resultado, el cdlculo de a; y as es
bastante trivial.

4. La maquina de Atwood compuesta

Siguiendo con la misma idea, el problema de la MA com-
puesta (Fig. 3a) se cambia por el ilustrado en la Fig. 3b, el
cual ya fue resuelto, asi que la aceleracin a de la polea movil
y de la masa m; es

iy — 4 g (ma 4+ mg) —dmyms
by = | ————t | = — g, 9
ny +4pu my (e +mg) + dimams
porque, en este caso,
manis
pri= (10)

mo +ms

Para obtener la aceleracion de las masas m» y mg, ob-
servamos su movimiento desde un sistema acelerado con la
aceleracion ap recién calculada. Pero esto ya se calculd pre-
viamente, asi que podemos escribir

Mo — 1My

= =———————lifi=j {1y
my + mg( )

Mo — Mg 2my
= 9 (1)
Mo + My my + 4

Rev. Mex. Fis. 44 (2) (1998) 179-182



PODEMOS APRENDER ALGO NUEVO CON LA MAQUINA DE ATWOOD? 181

en donde a es la aceleracién de cada uno de los cuerpos en
el sistema acelerado, y entonces calculamos az y a3 desde el
sistema laboratorio:

s = o — ay

Mo — M3 21y my — 4 .
= - (
mo + ms my + 4p my+4p )|

my (ms — 3mg) + dmamy
(

; q-
ma (ms + ms) + dmoms

& =i

Ma — M3 21m, nmy — 4p
= = 4
Mo + 1My my + 4p my + 4p
my (3ma — msz) — dmamsy

= g. (13)
my(ms + mg) + 4dmams

1z

Desde luego, este resultado también se puede obtener si se
utiliza el resultado de la Sec. 3 para la polea movil tirada ha-
cia arriba por una fuerza

S

F=T=——.
my + 4p

5. La maquina de Atwood supercompuesta

Una vez establecido el método, podemos generalizarlo a
cualguier MA. Como ejemplo, consideremos la maquina
mostrada en la Fig. 4a, la cual se reduce al problema de la
MA simple, tal como se indica en la parte b de la misma (i-
eura. Entonces, la aceleracion a de las poleas serd:

fu = ji2
= —q.

(14
i +l-’-2J )

o

Las aceleraciones av; de 1y y s se calculan primero en el
referencial acelerado:

nmy — s
o= ——— ) (g —a)
ny + e

N (HJ| — my 21 i (05
my + ma i+ fo

y después en el referencial del laboratorio,

a; = —a

g pa(3my —ma) — (g +me) (16)
3
1ty =+ fia my + ma

as = o1 +a

B q {}.’3(”?1 — 3ma) + g (my + ma)

} (17)
jir

ey + o

(a) (b)

F1GURA 4. (a) La mdquina de Atwood “supercompuesta”™ y (b) su
equivalente.

Anidlogamente se calcula as:

Mz — 1y
) —— | (g —a)
My + 1y

(m;; - m.;) ( 241 )g (18
Ny + 1y L1 + fi2

y despucs ay y ay:

(lg = (¥ +

4 pi(3msz —my) — pa(ms + ma) (19)
N i+ i my + My

(g = (3 —

B q py (g — 3my) — pa(ms + nig)
B J -+ 2 ms + 1My

} 5 120)

6. Conclusiones

Se ha presentado un método simple para resolver cualquier
MA, por complicada que ésta sea. Considero que esta solu-
cion tiene interés diddctico, ya que, ademds de ser novedo-
sa. es lo suficientemente simple como para que el problema
general de la MA pueda ser abordado aun en los cursos cle-
mentales, logrando la confluencia de varios temas que nor-
malmente se ven en forma aislada (sistemas de referencia
acelerados, fuerzas de tensién y su papel en los movimien-
tos, principio de D’ Alembert, etc.). Siguiendo la t6nica de la
Ref. 2, los resultados obtenidos, principalmente los relacio-
nados con las tensiones de las cuerdas, pueden corroborarse
en forma experimental. Por otra parte, como ya se dijo, nin-
euno de los textos consultados hace un tratamiento del pro-
blema general.
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Apéndice

En este apéndice presento los resultados de las secciones an-
teriores para los casos en que las poleas tienen masa.

En el caso de la MA simple con una polea cilindrica de
masa M, la aceleracion de las masas m,; y m» queda deter-
minada por [14]

my — Mo

my + ma +M’/2g’ (A1)

=

asi que la segunda ley de Newton aplicada a cada uno de los
cuerpos conduce a

2mg + M/2

o = mila—al =mig | T2t M2 A2
1 =my(g —a) ”'19(,-nl+m._,+.1[/2) e

2my + M /2

To=ma(g+a)=mg| ———
2 2(y ) 24 (m'l + my + ,M'/?-

) . (A3)

Resulta claro que, en este caso, T} # 75. La tension de la
cuerda soporte es entonces

2myms + (my +mo)M/2
my +ma + M/2

T=Ti+Ts = g='g, (Ad)

y ahora el problema de 1a MA compuesta con poleas con ma-
sa se puede resolver en forma andloga a la expuesta. Como
ejemplo considérese la MA compuesta con dos poleas con
masas M; v M, la cual se ilustra, junto con su equivalente,

my(my + mg) — 3mymg + (o —mg )My /2 — (my — )M, /2

(a) (b)

FIGURA 5. (a) La miquina de Atwood compuesta con polea con
masa y (b) su equivalente.

en las Figs. 5ay 5bh. Primero se calcula la aceleracion de m :

my; — p (AS5)
amgy = -, ~
YT + o+ M /2
en donde
Admame 5 3 )M> /2
e miamsg + (ma + mg) My / (A6)

ma +ms + M, /2

Conocida ay, se determinan as y ay en el referencial que se
mueve con la aceleracion aq, y después en el referencial del
laboratorio. Como ¢l procedimiento ya estd establecido, sélo
calcularemos explicitamente as:

Mo — 113 (
M + g + My /2

g+ a)

Mo — Ny ( 2”?1 -+ AJ‘”"E (A?)
ma +mz+ Ms/f2 ) \my + p+ M, /2

y entonces

(A8)

ay =0 —ay =

El cdlculo de ay es estrictamente andlogo.

(my 4+ ma + My /2)(my + o+ M, /2)
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