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En el presente trabajo proponemos un método para caleular la susceptibilidad magnética de un gas de electrones libres como funcién de
la temperatura (paramagnetismo de Pauli). El método consiste en calcular la energia total del gas de electrones libres como funcién del
campo magnético y de la temperatura, para después obtener a la susceptibilidad magnética como una segunda derivada respecto del campo
magnético. También se ilustra una manera de calcular la posicion del nivel de Fermi del sistema como funcion del campo magnético y de la
lemperatura.

Descriptores: Paramagnetismo, gas de electrones libres, nivel de Fermi como funcién del campo magnético

A method to calculate the magnetic susceptibility as a function of temperature of a free clectron gas system is presented (Pauli paramag-
netism). The method consists on calculating the total energy as a function of the magnetic ficld and the temperature, then the magnetic
susceptibility is obtained as a second derivative respect to the magnetic field. Also, it is illustrated a way to know the Fermi level of the

system as a function of the magnetic field and the temperature.

Keywords: Paramagnetism, free electron gas, Fermi level as a function of the magnetic field

PACS: PACS: 75.20.-g

1. Introduccion

Los fenomenos de magnetismo pueden ser clasificados de
una manera general de acuerdo al valor que tome la suscep-
tibilidad magnética de un sistema () ante la presencia de un
campo magnético externo. Si los momentos magnéticos den-
tro del material se alinean paralelamente al campo externo,
entonces y > 0y se dice que el comportamiento es para-
magnético. En el caso en que el alineamiento sea de una
manera antiparalela, entonces y < 0 y el comportamien-
1o es diamagnético. Sin embargo, existen comportamientos
magnéticos mas complicados; por ejemplo, el ferromagne-
tismo y el antiferromagnetismo en donde aun en la ausencia
de un campo magnético externo existe una magnetizacion es-
pontinea por debajo de una temperatura critica.

Un sistema importante de respuesta magnética lo repre-
sentan los electrones libres o de conduccion en un metal. El
modelo mas sencillo consiste en suponer un gas de electrones
libres con espin. Ante la presencia de un campo magnético
externo el espin de algunos electrones tenderd a alinearse en
forma paralela al campo y el espin del resto de los electrones
lo harin de forma antiparalela. El balance total da como re-
sultado un comportamiento paramagnético, denominado pa-
ramagnetismo de Pauli. En el paramagnetismo de Pauli se
supone que el campo magnético externo no afecta al movi-
miento de los electrones, o mds precisamente, que las funcio-
nes de Bloch de los electrones no se ven modificadas por el
campo. Si se considera esta ultima situacion, el tratamiento
tedrico del problema se vuelve mds complicado y el resultado

es una respuesta diamagnética, denominada diamagnetismo
de Landau. El comportamiento final del sistema dependera
del balance de las dos contribuciones.

En el presente trabajo exponemos un método para cal-
cular la susceptibilidad magnética (y p) asociada al gas de
electrones libres (paramagnetismo de Pauli). Un tratamiento
riguroso del problema requiere de las técnicas de la mecdnica
estadistica debido a que el gas de electrones obedece la es-
tadistica de Fermi-Dirac [1]; en nuestro caso nosotros parti-
mos del conocimiento de la funcidon de distribucion de Fermi-
Dirac y procedemos a calcular los pardmetros necesarios pa-
ra llegar a yp. Es necesario aclarar que en varios de los
textos empleados para cursos introductorios a la fisica del
estado solido (ver referencias bibliograficas), yp se calcula
de una manera intuitiva; dando como resultado la forma co-
rrecta de y p independiente de la temperatura (17), pero dicho
método no permite conocer las correcciones dependientes de
T'. Tgualmente, con dicho método intuitivo tampoco es po-
sible conocer la dependencia del nivel de Fermi (E ) con el
campo magnético. Aunque en este caso la correccion a Ep
debida al campo magnético es muy pequeiia, se verd mas ade-
lante que es necesario conocer dicha correccidn, debido a que
la susceptibilidad magnética serd calculada como una segun-
da derivada de la energia respecto al campo magnético. Asi
pues, serd estrictamente necesario conocer la dependencia de
FEr- como funcion del campo magnético para obtener el re-
sultado correcto de y p; por lo que se ilustrard el método para
obtener una forma explicita de £y como funcién del campo
magnético y de la temperatura.
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2. Planteamiento del método

El método propuesto consiste en calcular el nivel de Fermi y
la energia total del sistema de electrones libres, tanto como
funcién del campo magnético, como en funcion de la tem-
peratura. Una vez logrado este punto, las siguientes variables
fisicas seran calculadas: el calor especifico a volumen y cam-
po constantes (C'v g), la magnetizacion a volumen constante
(M) y la susceptibilidad magnética.

Como ya se comentd anteriormente, el paramagnetismo
de Pauli proviene exclusivamente del espin asociado a los
clectrones de conduccién y se supone que no exisle inte-
raccion entre éstos (gas de eletrones libres). El momento
magnético asociado a un electrén con espin s es m = [t gos,
donde pp = 9.27 % 1072 J/T (en unidades MKS) es el mag-
netén de Bohr y go & 2 es el denominado factor g asociado a
un electron.

Si se aplica un campo magnético B, por ejemplo en la
direccion =, la energia asociada a la interaccion entre m y B
serd —(s|m - B|s) = —2up(s|s:|s) = —2up(£1/2){s|s) =
Fp B, donde |s) es la funcién de espin. El valor esperado de
la componente = del espin es +1/2; correspondiendo +1/2
y —1/2 al espin paralelo y antiparalelo al campo magnético,
respectivamente. Esto quiere decir que si el electrén libre tie-
ne una energia asociada £, al aplicar el campo magnético la
energia podra tomar cualquiera de las dos siguientes niveles:
E+ jinB:

Ahora podemos calcular explicitamente el nimero de
clectrones con espin paralelo a B (V) y la energia asociada
aeste mismo tipo de electrones (U4 ), cuya energia individual
es B —pupk:

N, :/ f(E)Dy (E)dE, ()
Jup B

U, = / F(B)D, (E)EdE, )
L MHB

donde f(E) = 1/(1 + ¢%F~Fr)) es la funcién de distribu-
¢ion de Fermi-Dirac v E'p el nivel de Fermi por determinar,
aqui D4 (F) es la densidad de estados del gas de electro-
nes libres con espin paralelo al campo magnético. Como no
existe interaccion entre electrones, entonces D (E) es sim-
plemente la mitad de la densidad de estados usual del gas de
electrones libres, D(E) = eVE, pero evaluada en el nue-
vo nivel de energia: Do (E) = (¢/2)VE — pupB, donde
¢ = 3;\’/2Ei-{)2, siendo NV el nimero total de electrones y
Epq el nivel de Fermi a T = OK y en ausencia de campo
magnético.
Entonces, explicitamente (1) y (2) se transforman en

ol e
A / F(E)WE — inBdE, (3)
< dppB
.
e [
Uy =& / F(EYE\/E = pin BAE. )

nsB

Similarmente para los electrones con espin antiparalelo al
campo magnético:

B = / F(E)VWE + uBdE, (5)
J—ppl3

l[’_ = (—) / f(E')f:‘V"EJr;r”b’r.’E. {6)
= J—unB

El ndmero total de electrones NV y la energia total del sis-
tema [/, estarian dados por

N = f\-+ -+ j\‘--w (7)
U =iliy U (8

La relacién (7) nos fijard la posicion del nivel de Fermi,
el cual calcularemos en forma aproximada para despucs sus-
tituirlo en (8) y asi poder conocer la dependencia total de U
como funcionde Ty B.

Ahora procedemos a calcular en forma aproximada las
integrales, siguiendo el método conocido como la expansion
de Sommerfeld [2]:

—
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la cual es valida para el caso en que kT < Ep y donde se
debe cumplir que ¢(p) = 0; esta dltima condicion se cum-
ple en nuestro caso y la primera se satistace para los casos
practicos, lal como lo mostramos mas adelante. Haciendo
uso de (9) tenemos que

r Cogm 312
N = a([s;r + pupB)*

e MNP
% | L e +.... (10)
8 (bf-‘ +|'-'-HB)

Ny = %(Zﬂ;r — ugB)*"?

) T KT ’
x 1+ = =—— S
8 \Ep — upB

Antes de proseguir aqui es necesario hacer algunas es-
timaciones numéricas para dar validez a las aproximaciones
que se realizardn posteriormente. Pongamos un caso que pu-
diera ser practico: T = 300K y B = 1 Tesla. Para la mayoria
de los metales comunes Ep > 1 eV (ver Ref. 3, pdag. 134);
entonces ipB = 58 x 107 eV y kT = 2.5 x 1072 eV,
porlo que ugB/Ep < 1y kT /Ep < 1. Asi que en los
desarrollos en series de potencias, en términos de los cocien-
tes ugB/Ep y kT /Ep . sera muy buena aproximacion si

(B

(1)
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solo nos quedamos con los términos cuadrdticos de dichas
cantidades. Luego, haciendo uso del criterio anterior y desa-
rrollando las expresiones (10) y (11), ademds de considerar
la relacién (7), tendremos

3 HB B 5
2 =
+1 (%)

on? g1/ 3 (BB T2
+S-EF [2+4 ( - ) }(AT) ;

al reacomodar términos en la expresion anterior, tomando en
AT ¢ 3/2
cuenta de que N = 2(:/3EF/” . llegamos a que

C 3/2
N = EEF/

3 ,U.BB ’ AT
Er = Ex =
! m S(EF)+3(EF>
372 (up B)2(KT)?] ~*/*
G—l F,
upbB 7% (kT
L ]
{1 (FF) 12 (EF)

I (uBB)Z(k—TV} | i

Como los términos que contienen a £ en el denomi-
nador de la expresion encerrada en los paréntesis cuadrados
en (12) son muy pequefios, entonces podemos sustituir a Fp
por Epq sin introducir un gran error [2]; asi que finalmente
tenemos una expresion aproximada para el nivel de Fermi en

términosde T'y B:
1 (mB AT)
4 \ Ero E

m? (upB)*(k :T)E}
32 El,

Notemos de la expresion (13) que en ausencia del campo
magnético, el nivel de Fermi como funcién de la temperatura
se reduce a su forma conocida.

Ahora empleando el mismo tipo de aproximacion expre-
sada en (9), podemos calcular las Ecs. (4) v (6); desarro-
llando donde sea necesario las expresiones y queddndonos
inicamente con los términos cuadrdticos en pugB/Ep y en
kT [ Ep. Asi que entonces,

w0

B

Ep =Eprg

I\.Jl

(13)

. =g [Ei‘:/z " “I;BEi/"’ - (,UB;?) Y
s = E,;j’“’ B J!-IéB B2 _ (.(1‘135;5')"2 E}U/g]
"*fl—r,(f-T) [ f;BEf + (%) B,

Por lo que empleando (8) resulta que

- (uBB)? _1/2

_! { 2
+c—ln".f} — NBB
_’ 4Fp
que al sustituir (13) en (14) y desarrollar, resulta finalmen-
le que

EX? (14

9 y a
= ;‘\TE}_,” = Ei\r (“‘HI})
- 4 Ero
'T-‘! . (I.ZI“)'-E U" [‘)B(HBB)Q
oy _"‘.\‘I - —‘\‘ —_— 5
4 Ero 16 E?O i (15)

donde nuevamente se hizo uso del hecho de que ¢ =
3N/ DI’,““" Hasta aqui nuestro problema queda formalmente
resuelto; ahora podemos obtener C'y 3, My y a xp , sim-
plemente derivando la expresion (15) respecto a las variables
adecuadas.

3. Obtencion de los parametros fisicos

El calor especifico tiene la siguiente forma:

al L |
Cva={ns] =Zn# |
o (ar)w 2" Bro 8

donde si expresamos a E'pq en términos de la temperatura de
Fermi, T}, como Epg = kT, entonces el calor especifico

toma la siguiente forma:
2 T w2 (ugB)* [ T
C = —Nk - —N — | . 16
0 = (TF) 3 1 7 (16)

Podemos observar del resultado (16) que en ausencia del
campo magnético el calor especifico se reduce a la expresion
conocida del calor especifico del gas de electrones libres.

Por otro lado, la magnetizacion y la susceptibilidad
magnética de Pauli vienen dados por

ih
2(unB)? ’
E%

aU ;rHB , i B
T b © N(T)? 17
o (GB)\. 3 Erg + 8 ( E3, i

‘)

PU 3 13 5 ,uH
. = —jgN i s N 18
kr = HU()BJ IO Ej,;) S ‘”“ ( ) LFU ( )

donde jig = 47 x 1077 V:s/A-m es la permeabilidad
magnética del vacio en unidades MKS. La forma mds usual
de presentar a la susceptibilidad de Pauli es en términos de
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la densidad de estados electrénicos para el gas de electrones
libres, evaluada al nivel de Fermi, D(Epq) = 3N/2Epy; por
lo que (18) queda de la siguiente manera:

, 2 kT
vp = toi D(Ero) 1+%(E—) S (19)
Fo

La expresion (19) nos da el resultado correcto para \ p a
T = 0K ademds nos proporciona la primera correccion de-
pendiente de la temperatura. Debemos hacer notar que para
fines pricticos, yp se puede considerar independiente de la
temperatura. Para metales comunes Epg > 1 eV y aun pa-
ra una temperatura de digamos 10°K, resulta que el término
dependiente de la temperatura dentro del paréntesis cuadrado
en (19) es del orden de 6 x 107%, el cual es muy pequefio
comparado con la unidad.

4. Un ejemplo concreto: el caso del litio

Para terminar, ilustraremos el uso del resultado (19) para
calcular la contribucién paramagnética de los electrones de
conduccion para un metal simple a T = 0K. Tomaremos
el caso del litio, cuyo dtomo tiene 3 electrones; pero don-
de sdlo el electron mds externo es el que contribuye a la
conduccion eléctrica. Haciendo un andlisis dimensional de
\ p. encontramos que tiene unidades de volumen; entonces
la susceptibilidad de Pauli molar la obtenemos de la rela-
cion (18) sustituyendo a N por el nimero de Avogadro N 4
(= 6.022 x 10**/mol), luego para T' = 0K tenemos:

(molar) = g Lot} Na
X1 (6] BI(MBEFU-

Por otro lado, el nivel de Fermi tiene la siguiente forma:
Epo = (12 /2m)(37%n)?/%; siendo h la constante de Planck
dividida por 27, m la masa del electrén y n (= N/V) el
numero de electrones libres por unidad de volumen. Pode-
mos escribir a la densidad de masa del litio como p = nM,
donde M es la masa de un dtomo de litio. Entonces, como
M =116 x 107°" Kgy p = 5.3 x 10° Kg/m*; tenemos
que n = 4.57 x 10** m~?; por lo que Epo = 7.46 x 107"
]y finalmente \ p(molar) = 1.3 x 107! m*/mol en uni-
dades MKS (Para obtener el valor de y p adimensional en
unidades MKS, la cantidad anterior se tiene que dividir por
el volumen de un mol de sustancia que es igual a Ny /n).
El resultado experimental reportado [2] es aproximadamente
un factor de 2.5 mas grande que el encontrado anteriormente.
La deficiencia en nuestro modelo consiste en que no se con-
siderd el efecto de Ta periodicidad del cristal ni Ta interaccion
electron-electron. El primer efecto se refleja principalmente
en la aparicion de bandas de energia electrénicas del sélido
y, en primera aproximacion, este hecho se puede tomar en
cuenta simplemente sustituyendo a la masa del electrén libre
(1) por su masa efectiva m® en las expresiones encontradas
anteriormente (especificamente en Kr). El efecto de la in-
teraccion electron-electron (digamos coulombiana), es mas
complicado de tratar; pero su consideracion lleva a resulta-
dos muy cercanos a los encontrados experimentalmente, al
menos para los elementos alcalinos |2, 5].
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