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ABRIL I()l)X

En el prc~cntc trabajo proponcmo~ un método para calcular la ~ll....ceplihilidad magnética dc un ga.....de electrones lihres como función de
);1Icmperatura (pararnagnl'tismo de I'auli). El mélOdo consi ....tc en calcular la energía tolal del gas de l'lectrones lihres C0l110fUIlci6n del
campo lllilgnélko y dl' la temperatur,\, para l.lc....pués ohtener;1 la ....usccptihilidad maf!:Jll;lil';1como una segunda tlerivada respecto tld campo
magnétiro. También se ilustra UIl<llll,lnera Je calcular la posici6n del ni\'cI de Fermi del ....i~tcma como fUllción del campo magnético y de la
temper<lIUra.

{)('.\'("';'I(OH'S: Paralllagnelismo. gas de electrones lihres. ni\'(.'1de Fcrrni romu fUllción dcll',l/llPO magnético

,\ method to calculalc Ihe 111<lg:ncticsus<.'C'ptibilityas a function (If lcmperalure of a free declron gas system is preseflled (pallli paramag.
Iletisrn). The mcthod consists on calculating (he tOlal energy ;IS a fllnction of Ihe maglll'lic Iicld and Ihe Icmpcr;;lIurc. thcn the magnetir
~lIsceptihilily is obtained ;IS a ~ecolld derivativc respect to Ihe Illagnelic lield. ,\Iso. it is illllstrnted a way lo kllllW the Fermi level of thl'
sy.....tcm as a fllllction 01'the magnctic licld and lhe tcmpcrature.

A'l'.nnml'\": Parnmagnetism. free clectron gas. Fermi Ievel as a fUIlClioll01'tllL'magnctic licld

PACS: rAeS: 75.10.-g:

1. Introducción

Los tCnómenos de magnetismo pueden ser clasificados de
una m~tIll'ra general de acuerdo al valor que tome la SUSCl.'p-
tibiliúad magnética de un sistema (\) ante la prescncia de un
campo magnético externo. Si los momentos magnéticos den-
Iro del matcrial sc alínean paralelamentc al campo externo,
entonccs \ > O Y sc dice que el comportalllil.'llto es para-
magnético, En el caso en que el alineamicnto sea de una
manera antiparalela. entonces \ < O Y el comportamien-
to es diamagnético. Sin embargo. existen comportamientos
magnéticos mi.Ís complicados: por ejemplo, cl l"erromagne-
tismo y el antiferromagnetismo cn donde aun en la auscncia
de un campo magnético externo existe ulla magnetizacit'lll l'S-
pontállea por debajo dc una tcmperatura crítica.

Un sistcma importante de respuesta magnética lo rcpre-
~entan los elcctrones lihres o de conducci6n en un metal. El
ll1odelo mlÍs sencillo consiste en suponcr un gas de electrones
libres con l.'spín. Ante la presencia de un campo magnético
e,\terno el espín de algunos electrones tendcrá a alinear ...•e en
forma paralela al <:ampo y el espín del resto de los eleclnJlll.'S
lo harán de forma antiparalcla. El halance total da corno re-
sultado un comportamiento pmamagnético. denominado pa-
ramagnetismo de Pauli. En el paramagnetismo de Pauli Sl'
supone que el campo magnético exlerno no afecta al Illovi-
miento de los electrones. o más precisamente. quc las fllncio~
!le.•••de Bloch de los c1eetrones no se ven modilicadas por el
campo, Si se considera esta última siluación. cI IratamienlO
leórico del prohlema se vuelve m~ís complicado y el rcsultado

es ulla respucsta diamagnética. denominada diamagnetismo
de Landau. El comportamiellto final del sistema dependerá
del halancc de las dos eontrihuciones.

En cI prescntc trabajo exponcmos Ull método para cal-
cular la susceptihilidad magnética (\ /,) asociada al gas de
ck'ctr<lIles libres (paramagnetismo de Pauli), Un tratamiento
riguroso del probll.'llla requiere de las técnicas de la mecánica
estadística debido a que el gas de electrones obcdece la es-
tadística de Fermi-Dirac 111: en nuestro caso nosotros parti-
mos del conocimielllo de la ¡"unción úe distrihución de Fermi-
Dirac y procedcmos a calcular los par.ímelros necesarios pa-
ra llegar a \ /', Es necesario aclarar quc en varios de los
textos empleados para <.:ursos introductorios a la física del
l.'swdo sólido (\-l'r referencias bihliogr<ilkas). \ /> sc calcula
de ulla manera intuitiva: dando como resultado la forma co-
rrecta de \ /' indepcndicntc de la temperatura (T), pero dicho
método no permite conocer las correcciones dependientes de
T. Igualmente. con dicho método intuitivo tampoco es po~
siblc conocer la dependencia del nivel de Fermi (El-') con el
campo magnético. Aunque cn este caso la corrección a Er
debida al campo magnético es muy pequeña, se verá más ade-
lante que es neccsario conocer dicha corrección. debido a que
la susceptihilidad magnética será calculada C0l110 una segun-
da derivada de la cnergía respecto al campo magnético. Así
PUl.'s. ser~l eSlril.talllente nl.'cesario cono<.:er la dependencia de
Er como funciún del campo magnético para ohtener el re-
sultado corrccto de \ p; por lo que se ilustrar<i elmclOdo para
obtencr una forma explícita de EJ.' COIIIOfunción dl.'l campo
magnctil'o y de la temperatura.
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El método propuesto consiste en calcular el nivel de Fcrmi y
la energía total del sistema de electrones libres. tanto como
fUllción del ('ampo magnético. como en función de la Icm.
11L'ratura, Una vc/logrado csle punto. las siguientes variables
físicas sL'r<Íncalculadas: el calorespecíllco a volulllen y cam.
PI) constantes (e\'.H). la magnetización a volumen COllslantc
(.\/\.) y la susceptibilidad magnética,

Como ya se comentó anteriormente. el paramagnetismo
dl' Pauli proviene exclusivamente del espín asociado a los
electronl's de conducciún y se supone que no existe intc-
racción entre éstos (gas de eletrones libres). El momento
magnt.'lico asociado a un electrón con espín s es tU = IIBYos.
donde IIB = 9.27 X 10-2 Jrr (en unidades Iv1KS) es elmag-
nct6n de Bohr y Yo ;:::::;:2es d denominado factor.'l asociado a
un electrón,

Si sc aplica un campo magnético B. por ejemplo en la
direl'ción :. la energía asociada a la interacción cntre 111y B
,er;i -("IIll. UI") = -2¡IB("hls) = -2¡IB(el:1/2)(sl") =
::¡:/IBlJ. domk l...•) es la función de espín, El valor esperado de
1" compOllcnte :: del espín es :!: 1/2; correspondiendo + 1/'2
:' -1/'2 ;11espín paralelo y antiparalelo al campo magnético.
respcctivamente. Esto quiere decir que si el electrón Iihre lie-
lle una energía asociada E. al aplicar el campo magnético la
energía podní tomar cualquiera de las dos siguientes niveles:
E el: /1J,f].

Ahora poJemos calcular explícitamente el número de
electrones con espín paralelo a U (N+) Y la energía asociada
:l este mismo tipo de l'lcctrones (U+). cuya energía individual
es E - II¡~ lJ:

El número total de electrones X y la energía total del sis-
tellla li. cst:¡r¡in dados por

Similarmentc para los elecrrorll's con espín antiparalclo al
camp(llllagnético:

(7)

IR)

(6)

(5)"/., j(E).)F+/IJ,/ldE.
:! , -/'1' H

I.I.~ j(E)E.)E+/IJ,/ldE.
:!, 1'1' JI

1 = ;.= j(I;) ii<!:dE
. J' (JE

rr', (¡J'O)= ,/>(E,..) + (¡(/,J)- iJl:" /., +.. (9)

la cual es v:ílida para el caso en que J,'T « EF y donde se
lk'he cumplir que (P(il) = O; esla líltim:l (ondición se cum-
ple 1.'11 nuestro caso y la primera se satisface para los casos
prtíclicos, [al (omo lo mostramos mas adelante. Haciendo
LISOde (9) tenemos que.

La rel:Il'iún (7) nos lijar:í la posición del nivel de Fermi.
el cual calcularemos en forma aproximada para después sus-
tituirlo en (X) y así poder conocer la dependclH.:ia total de [J

COIllOfunción de T y n.
Ahora procedclllo,", :1 calcular en forma aproximada las

inlegrales. siguiendo el método conocido COIllO la cxpansión
de Sommerfeld [21:

(2)

I I ).Y+ ¡= j(E)D+(E)dE.
, /lB 1J

u+ = ¡.~j(E)D+(E)EdE.
, JIIJ 11

2. Plantcamicnto del método

donde j(E) = 1/(1 + e"(1'-lo'F)) es la función de dislribu-
ciún de Fenni-Dirac y El.' el nivel de Fenni por determinar.
aquí D+(E) es la densidad de estados del gas de electro~
IIl'S lihres con espín paralelo al campo magnético. COIllO no
cxiste interacción entre eleclrones, entonces D+(I;;) es sim-
plemente la mitad de la dcnsidad de estados usual del 1!as dc
I'lectrones lihres. D(E) = (./E. pero evaluada en el nue.
vo nivel de energía: D+(E) = (1'/2))10 -¡IJ,fJ. donde
- ') \'/' ,,/,. - ,(' = '. 2Epo' Siendo .\' el nUlllero lotal de electrones \'

En) el ni\'C1 de penni a T = OK Y en ausencia de G1IllP;l
magnt.'tico,

Entonces. explícitamente (1) Y (2) se transforman en
Anl¡;S de proseguir aquí es necesario hacer algunas es-

timaciones numéricas para dar validez a las aproximaciones
que se rcalil.:mín postcriormcnll'. Pongamos un caso que pu-
diera ser pníclico: T = ;WOK y LJ = 1 Tesla. Para la mayoría
dI.' los metales comunes Ep > I cV (ver Re/'. J. p:íg. 134);
elllollCes IlJdJ = .:J.S x 10<' eV y kT = 2 ..) x 10-2 cV.
por lo que I,,,IJ/Er « I y "r/E,. « 1. Así que en lo,
desarrollos en series de potencias. en términos de lo,",l'ocien~
tes IlfdJ/EF y "T/l:~,... serü Illuy huella aproximación si

v

,.¡.~
.\'+ = :; j(E).) E - l'IlIJdE.

- , IlldJ

,. ;.~ j(l,) E.) E - IIJ,lldE.
:! . l/un

(:1l

(4)

[ '( ¡r )']x 1 +:- El-'; IlJdJ

[ ,,' ( "r ']
x 1+ 8 El' -¡I¡dJ)

+.

+.

( 10)

( I I )

UI'I'. Me.\", Fú . .w (2) ( JlJI)X) 211-21-!
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••ólo nos quedamos con los términos cuaoráticos de dichas
cantiLJades, Luego, haciendo liSO dcl criterio antcrior y desa-
rrollando las expresiones (10) Y (11), adem~ís de considerar
la relación (7). tcndremos

al reacolllodar términos en la expresión anterior. tomando cn
cuenta de quc N = '2('/3E~;2, IIcgamos a que

[1 + ~ (I/I,'LJ)' + ][' (kT)'El' = Ero S Er S EF

:1][' (1t¡,IJ)' (kT)2] -2/"+ ,
64 E,,_

'" Ero [1 _ ~ (1/I~LJ)2 _ ][2 (kT)'
4 l'r 12 Er

_][' (fllllJ)2(kT!"] (12)
:\2 EJ.

Como los términos que contiencn a E¡: en el denomi-
nador de la expresión encerrada en los paréntesis cuadrados
en (12) son muy pequcños, enlOllces podemos sustituir a E",
por EFO sin introducir un gran error 121; así que tinalmentc
tenemos una expresión aproximada para cl ni\'el dc Fermi en
términos de T y [J:

[
l(I/IlU)' ][2 (kT)'El' = Ero ¡ - - - - - -
,J EFO 1'2 Ero

_ ][2 (1/IlB)l{l.:T)']_ -----, (\.1)
:12 EJ."

Notcmos de la expresión (13) que en ausencia del campo
magnético, el nivel de Permi como función de la tcmperaHira
se reduce a su forma conocida.

Ahora empleanJo el mismo tipo de aproximación cxprc~
sada en (9), podcmos calcular las Ecs. (4) y (6); desarro-
llando dondc sca necesario las expresiones y qued:.índonos
únicamcnte con los términos cuadráticos en ¡lp,IJ/ Er Y cn
h T / E r. Así que cntonccs,

U_ = /' [E~.'/' 1/IlB E"!' _ (l/uB!" El!']
'+61' 01,o ~

(,rr' (kT)' [~_IIIlB (1/IlB)'] EI/',+ . 1" 0 4E - + ,lE }._ - J' F

[

G/l B (D)']U+ = (' E~, _ ~E~!2 _ ¡lB £;/2
:J G 8

][' (IT)' [:1 l/uD ('IUB)'] 1,1/'+c-,' -+--+ -- Jr'12 2 ,IEr ,IEF

( 17)

( 16)

~ ,1'[,11 "' \'(I'T)' I/[,IJ,\ + -' "
'2 E FO 8 E/"o

., 'r" T¡;-- , ") ;r- . ") ")
-,\1,'--1' - -,\k-("IlI3)--.-, '
:2 :'ro oS E¡ ..o

(m; I
DI3 / l'

-' (2..) _ rr' .\,(I/Il/,])' ( T:,) ,CII/=~Nk '
, 2 TI' S l. TI'

D'! r
\1' = -¡lO DU2 =

y

MI' =-

donde l/o .1;; x 10-7 V.s/A.m cs la penncahilidad
magnética del vacío cn unidades t\'1KS. La forma más usual
dc preselltar a la susceptihilidad dc Pauli es en términos de

t!Ol1dL'si expresamos;¡ En) en términos dL' la tempcratura de
Fcnlli. '1'/:, COJ1lOE/,o = J,'TF, entonces el calor específico
toma la siguiente forma:

e = ,) , [E/' _ (1/lllJI' FI/']
_1:) :-:_p

+ ('"' (1.1')' [~ + ('/Il/J) '] E'/' (1-1)
(i 2 4EF f'

Podemos ohservar dcl rcsultado (16) que en ausencia del
campo magnético el calor cspcdfko se rcduce a la cxprcsi6n
cOIlOl..:idadel calor específko lh:1 gas dc ch:ctruncs libres,

Por otro lado, la magnctil.aci6n y la susccptihilidad
magnética dc Pauli viencn dados por

Por lo que empicando (X) resulta que

El calor cspccíHco tiene la siguicntc forma:

e'/I = (~n,
,11

3, Ohtención de los parámetros físicos

que al sustituir ( 13) en (14) Y desarrollar, rcsulta finalmcn.
te qUl:

donde nuevamente .••(' hizo liSO dl'l I1l'cl1o de quc (' =
:.LY /'2/~':!;~.Hasta aquí nuestro prohlema qucda formalmcntc
rcsuclto: ahora podelllos ohtener C\',H, "h, y a \ l' , sim.
plcmcntc dcrivando la expresión (15) respecto a las variablcs
adecuadas,

':-E"/l [2 ~ (/IIlIJ) l]
'1" + I lo' ,• ' .• 1'

+ ('][l E~I/l [2+ ~ (1/IlLJ)l] (I'T)l,
2,1}' 4 Er "

N=

R('I', Af('x. Fís . .w (2) (199X) 211-114
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la densidad de estallos electr6nicos para el gas de electrones
lihres. c,"aluada al nivel de Fcrmi. D(E¡:cd = 3.Y/'2Ero; por
lo que (1 H) queda de la siguiente manera: \ ¡,(molar) = :~ ., S.\

:-/lollr~ -E .
2 FU

La c.\prL'si6n (19) nos da el rcsul!ado correcto para \ l' a
T = ()K además nos proporciona la primera corrccci<Ín de-
pClldicnlc de la temperatura. Dehemos hacer notar que para
fines pdcticos. \ l' se pucde considerar independiellte de la
temperatura. Para Illctaks comunes Ero> 1 cV y aun pa-
ra una temperatura dc digamos lO:IK, resulta que el término
dependiente de la temperatura dentro del paréntesis cuadrado
en (1l.J) es del orden de G x 10-:1• el cual es muy pequeño
comparado C(lll la unidad.

4. Un cjcmplu cuncrctu: el ca su dellitiu

Para terminar. ilustraremos el uso del resultado (19) para
calcular la contrihw.:ión paramagnética de los electroncs de
condul'(j(ín para un lIletal simple a T = OK. Tomarcmos
el GISO del litio, cuyo <ÍtOIllOtiene J electrones: pero don-
de s610 C'l electrón llI:ís externo es el que contribuye a la
conducción eléctrica. Ilacicndo un all~íIisis dimcnsional de
\}', encontramos que tiene unidades de volumen: entonces
la susceptibilidad de Pauli molar la obtenemos dc la rela-
ción (1 X) sustituyendo ;¡ N por el nümero de Avogadro .Y:\
(= G.U:12 x 1023/m(1).lucgo para T = OK tenemos:

l. K. Ilu;lng Statütiml A/l'chanics, second edition (John \Viley &
Sonso 19X7). Cap. I l.

2. :,\\\'. A\hcroft anll :'\,D. f\lermin. Solid Sratl' Phy.ü('.\ (lIolt.
Saulldcrs lnlernational Edition~. 1975), Cap. 31. En el proble-
ma .11-11 se prop(Jl1e calcular a la sU~l'('ptibilad dc 1)¡lIllicon
CotTCl'l'ioncs en la tcmperatura partiendo dc la fllilglldit:ación.
El resultado diflcre al ohtenido en el presentc trabajo en el signo
tlcllérmino dependiente dc la tempcrntura.

3. C. Killel. l/IImdllnio!l ro Salid Sta/(' Physics. sixth edition
(John Wiley&Sotls. 19X6). Cap. 14. En el problema 14-5 de
('ste texto se propone un método variacional para calcular la
llla~netización a partir de la energía total del ~istetlla. de aquí
se puede obtener a la susceptibilidad de Pauli. pero 110 es po-

Por otro lado, el nivel de Fel'llli tiene la siguiente forma:
I:~F()= (//' 1'211I) (:~ir'.lll )'2/:": sil'lhlo h la cOllslante dc Planck
dividida por 2;;.11/ la masa dcl clcctrón y 11 (= Sil") cl
lHílllCro de electroncs lihres por unidad de \'olulllen. Pode-
11I0Sescrihir a la densidad de masa del lilio como fJ = 11.\/,
donde "1 es la llIasa de UIl :Í101l10dc litio. Entollccs, como
.\/ = 1.1G x 10' '.l(, Kg Y fl = .~).:~x 1()'.l Kg/IIl:": tcnelllos
que 11 = -1.;')/ x 1O'.l...•Ill-:~: por lo quc Ero = 7..1G x lO-l~.
.1 y tinalmcnte \ 1'(lllolar) = I.:~ x lO-lO lII:l/lIIol cn uni-
dades ~IKS (Para obtcner el valor de \ l' adimellsional cn
unidades MKS, la cantidad antcrior se tiene que dividir por
el \'olulllen de un lIlol de sustancia que cs igual a .v..11JI).
1:1rl'sultado c.\lll'rimental reportado ['2] e:-.apnl\imadamcnte
un factor de 2.5 m:ís grande que cl l'nconlrad{) anleri(lrmenll'.
I.a dl'licieneia CII nuestro motklo cOllsiste en quc no se con-
siderIÍ el efecto de la periodicidad del cristal ni la interaccitÍn
e1ectnín-clectnín. El primer efecto se relleja principalmente
ell la aparicióll dl' handas dC' l'ller~ia electrónicas del sólido
y. en primcra aproximación. e:-.Ic hecho se puede lomar en
cucnta simplelllcntc sustituycndo a la masa del clcctnínlihre
(/11) por su masa cfectiva 1I1~ en las C'xpresiones encontradas
anleriormente (cs¡ll'CÍlkamcnte en EF). El efecto de la ill-
ter;¡cciún electr6n-electrón (digamos coulombiana). es más
complicado de Iralar: pero su consideración 11t:\'a a resulta-
dos muy cercanos :1 los encontrados experimentalmente, al
lIlCIlOSpara los C'klllClltos alcalinos 12. .jI.

sihk conocer la correcci6n en la ll'lllperatur;¡ No es claro el
origen del P:Il,ítlll'tro \'ariacioll,d.

-1. 11. Ibach amI 11. LOch. Salid S/a/e Phn/cs. thirth eliitiotl
(Springer-V(,l'bg. 1993). Cap. X.

:;. D.II. Martin. MIIglIl't/SIII ill Solid\' (London llilTc Book~ UD.
19(17). En e\le texlo se prcsellla el valor de la susceptibilidad
magnética depcndiente de la temperatura (p¡ig. 213), pero no \e
pre ...•cllta el método por ell'Ual fue ohtenido: el resultado coinci.
de con la l'cllacilÍll (19) del presl'nte trabajo. En el capítulo 3 de
estc tc,\to se puede ellcnntr:lr una discusión illterl'\:mte ~Kerca
de las corrCl'CiOlle\ que se dehen hacer al modelo del electrún
libre discUlido l'tll'l pre~elltc trahajo.
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