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Por lo gcncraL el método de elemento finito se presenta tle:-;taC<lIldo:-;olamente ya sea aspectos físicos o malendticos. El prop<S:-;itode
este ¡rahajo es mostrar algunos aspectos físicos y matemáticos tic este método en una forma integrada. El trabajo puede servir como una
introdlleei6n a temas más avanzados y espccílkos Je este método.

/)1'.\"(.,.il)l(}I~'.\: i\1étodos de elemento finito y Galerkin: técnicas computacionales; educación

In Jl10st01'the introductory works on lhe linite element melhod, either physical aspecls 01' mathernatical foundations are stressed. Thc main
ohjcctivc 01'lhis work is lo prcsent a unified vicw 01'lhis melhod which considers bolh physical and malhemalical points 01' view. This work
can also serve as an introduction to more advanced topics.

Kt'YII"Orl!J: f-inite.element and Garlekin rnethods; computational lechniqucs: cducation

PACS: 112.7I1Dh: IIL70.-l'; 01.40.-<1

1. 1nlroducción

La mayoría de los fenómenos físicos. ya sean biológicos.
geológicos o mecánicos. pueden ser descritos con ayuda de
leyes físicas que se traducen en ecuaciones diferenciales. in-
legraks o algehraicas. Aun cuando la deducción de csta:-;
ecuaciones no sea difícil, encontrar soluciones. vía métodos
exactos. presenta diversas complejidades. En estos casos los
lIl010dos dc aproximación representan la mejor alternativa pa-
1':1 L'llconlrar soluciones aproximadas. Entre los métodos m¡Ís
comúnlllcllte usados se encuentra el método de diferencias
.finitas y los 11Iéwdos variacifmaleJ como el de Ritz y Galer-
kinlll. Recientemente ha cobrado relevancia el denominado
l1u;todo d" t'le11lelllo jiniw.

La aproximación vía diferencias lInitas de una ecuación
diferencial consiste en reemplazar las derivadas por cocien-
tes L'n diferencias, los cuales consideran los valores de la so-
lución en puntos que corresponden a una malla discreta del
dominio. Las ecuaciones algebraicas quc resultan se resuel-
ven, ctllltcmplando las condicioncs de frontcra. para valores
de la solución en puntos de la malla. Aun cuando esta técnica
es muy lítil y ha sido muy empleada para rcsolvercierlos pro-
hlemas, presenta dificultades cuando las geometrías son irre-
gul;¡res o cuando camhian las condiciones de frontera.

Cuando es posible transt()rm;lr las ecuaciones diferellcia-
ks ;¡ una forma variacional o déhil, la soluci6n a esle pro-
hlcma variacional puede hallarse en una forma aproximada
al suponer que la soluci6n puede escrihirse como ulla com-
binaci6n L OitPi de funciones de aproximación tPi que han
sido elegidas de antemano. Los parámctros Oi se calculan

con base en la sustituci6n de esla comhinación en la forma
variacional. que en algunas ocasiones queda sujeta a un pro-
ceso de minimización. Como resultado Je este proceso surge
un sistema de ecuaciones en donde las incógnitas son las 0,.
Sin cmhargo, si los dOlllinios son arbitrarios las funl'iones
de aproximación son difíciles de clegir o construir debido a
que los métodos cmpleados (RiIZ y Galerkin) no proporcio-
nan una manera sistemútka para construir dichas funciones.

El mélodo de e1cmcnto finito proporciona un procedi-
miento sistemálico para CnCtHltrar funciones de aprox imación
que puede scr aplicado a dominios con geometría irregular.
En cste método se puede representar un dominio complejo.
cn donde el fenómeno que nos interesa está ocurriendo como
una colección de suhdominios (clementos finitos). Lm; fun-
ciones de aproximación se pueden conslruir en cada uno de
cstos elementos finitos (se pucden considerar. incluso. ele-
mentos diferentcs. con diferente forma de la función de apro-
ximaci6n). La idea esencial que está detrás de este proceso
es que cualquier fUIlci6n continua sohre el clemento puede
ser representada por una CtHllbinación lineal (inlerpolación)
de polinomios: de hecho. las funciones de aproximación se
cncuentran usando conceplos de la teoría de interpolación.

Con cl métoJo de elemcnto Ilnito. entonces, estamos es-
tudiando una regiún del espacio, cn donde el fenómeno dc
interés está ocurriendo, con base en sus elementos finitos. El
an;ílisis se realiza sobre solamente uno de los elcmentos (en
el caso dc que s610 haya un tipo de elemento) cuya geome-
tría es sencilla. Dcspués se procede a coleccionar a todos los
elcmentos involucrados y con ello enconlramos ulla soluci6n
apnl.\imada al prohlema.
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En este trahajo mostraremos las ideas principales del
método del elemento finito y nuestra discusión iniciará con
el análisis de un problema antiguo: encontrar el área del
círculo mediante sucesiones de polígonos regulares inscri-
tos y circunscritos al círculo. Posteriormente. estudiaremos
el fenómeno de conducción dc calor en una harra para mos-
trar lo que se conoce como aproximación directa o ¡úica [2J
y. si incluimos en el problema la generación interna de ca-
lor, la aproximación mediame balance energético [31. Por
último, presentamos algunos aspectos matemáticos adheridos
al método de elemento finito, enfocados en la aproximación
variacional-rcsiduos pesados. apoyados en el método de Ga-
lerkin {l! 4]. La presentación pretende ser didáctica y con este
fin el análisis sc hará solamente en una dimcnsión, que es su-
ficiente para describir las técnicas que suhyacen en el método
de elemento fInito.

2. Un prohlema antiguo y el método del
elemento finito

FIGURA 1. Aproximación del círculo mediante polígonos regula-
res.

~

~~

Ahora sumemos las áreas de los elementos individuales

Para cada elemento (e), encontramos:

FIGURA 2. Elemen[o finito para el cálculo del área del círculo para
ambos elementos.
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Como son polígonos regulares de n lados, el ángulo 8 está
dado por e = 2rrIn. así el área de los triángulos es

, n' 2"
1/(1)= _ S<'II-

:2 1l

Pn < 27f < (jn!

aquí como 11 aumenta. Pn Y 'In se aproximan monótamenle a
2n. A partir de la expresión

No aparece por primera vcz con el método dc elemento finito
la idea de representar un dominio dado corno una colección
de elementos discretos. Esta idea se remonta a la antigucdad
con las matcmáticas griegas. Arquímedes (siglo 1 D.C.) hace
una estimación del valor dc 1r hasta 40 dígitos, al darse cucnta
que el perímctro de un círculo se podía aproximar mediantc el
pcrímetro de polígonos regulares: uno inscrito y otro circuns-
crito. Arquímedes pudo así representar al círculo como una
sucesión de longitudes de polígonos regulares con un número
crcciente de lados. El perímctro de la circunferencia será cl
límite de esa sucesión de longitudes y se denota por 211". Espe-
cificamente. si Pn representa la longitud del polígono inscrito
de n lados y 'fu el correspondiente circunscrito. enlOnccs

"
,.l(J) = '" ,,(.o)

" L.
1'=1

y
n

Al') = '" ¡¡I')11 L 1

f'=1

(1)

podemos calcular aproximadamente el valor de 2rr [7].
Determinemos el área de un círculo de radio R mediante

aproximaci6n de esta área por medio de polígonos regula-
res inscritos y circunscritos. Podemos considerar el círculo
como colecciones de triángulos (Fig. 1). En este caso, la su-
ma de las áreas de los triángulos empleados para representar
el CÍrculo será el área aproximada de este círculo. De esta
manera. el círculo queda representado con dos colecciones
o mallas uniformes de elcmentos (pues los elementos en ca-
da malla son idénticos) que constan de un número finito de
triángulos: los inscritos T(r) y los circunscritos f(e). Con-
sideremos dos elementos típicos. uno de cada malla, T{f') y
t(c), los cuales consideraremos aislados y calcularemos sus
propiedades, es decir, sus áreas (Fig. 2). Si (l(c) representa el
área del triángulo T(e) y ¡¡(t.) el área de t(c).

que son iguales a

(1) _ ¡¡' 2"An - n-,- sen-
2 n

La ventaja de este problema es que conocemos la solu-
ción exacta, que es A(O) = rrR2• por lo que podernos estimar
el error en esta aproximación. Los errores de la aproxima-
ción son iguales a la diferencia entre el área del sector circular
s(e) y la corrcspor~dientcdcl triángulo (Fig. 3): IS(c) _ a(e) I
y 151') - ¡¡I')I. con 51") = ~R'B (área del scclor). Así,

15(') (.o) 1_ R' (" l. 2")- (l - - - - sen- ,
n 2 n

15(10) - (f(f'> I :::::R2 (tan;; -;).
Re\', Mex, PÚ, 44 (3) (1998) 2911-302
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e

S' S' Con este ejemplo sencillo hemos ilustrado algunas tic las
ideas principales dellllétodo lk demente finito. Falta, sin em-
bargo, explicar otros hechos que son importantes y quc aún
no hemos considerado. Busqucmos cxpresar estos hechos a
través de la discusión dt.;la conducción de calor en una barra.

( 1) ,) s('t17l.1' ,)
lim An = lilll R- --- = r. R-.
n-----ex;, .1:_0 ,r

FIGURA 3. Exceso y defecto en la aproximación del círculo por

tri;lngulos.

Lo~ errores glohalcs se ohticncn multiplicando por 11 estas
expresiones:

La conducción térmica es un fenómeno de transporte en el
que se transfiere energía dc una región a otra con un cam-
bio correspondiente dc la tempcratura. La conducción tiene
su origen en una difercncia de temperatura. la cual produce
un !lujo neto de encrgía en el sentido en que disminuye la
tClllperatura.

La contiuccióntérlllica es UIIproccso meramente lTlolecu-
lar. por lo que ocurrc cn forllla diferente en sóliLlos, líquidos
y gases debido a la dil"crcncia dc movilidad molecular en los
tres estados. En los gases, y en cierta medida en los líquidos .
la conducción térmica es el resultado de colisiones entre las
moléculas. En regiones cn que la lemperatura es más al-
ta. las moléculas tienen velocidadcs mayores quc en regio-
nes con temperatura mcnor. Existen. entonces. colisiones en-
tre moléculas que se m::even m,ls nípido y las que se IIIUC-
ven más lento. lo que producc una transferencia tIe energía
cinética de las moléculas m,ís dpidas hacia las más lentas.
La cnergía transferida a la región de moléculas con movi-
miento más lento (las cuales se encuentran en la regiún con
tempcratura menor) se denomina calor.

En cambio en los s61idos la situación es distinw, al no
existir movimiento molecular. el único movimiento se pro-
duce por la vibración de las moléculas alrededor de sus posi.
ciones de equilibrio. En regiones con mayor temperatura, la
energía vibracional es mayor que en regiones con tempera-
tura menor y. como consecucncia. es esta energía vihracio~
lIal la que se transporta a lo largo dc todo el sólido. En los
mctales existe un cfecto adicional. ya que los electrones de
conducción pueden moversc libremente en todo el volulllcn
del metal. Estos electrones se comportan cn forma similar a
las moléculas en un gas y tiendcn a difundirse a través del
mctal de la región caliente a la fría; lransfiriendo energía por
colisión con otros clcctrones y con los iones de la red en la
región m,ís fría.

Desde el punto de vista macroscópico, la conducción
térmica o conducciún de calor depende básicamente de las
propiedades físicas del cuerpo, su forllla geométrica y la di-
ferencia entre las temperaturas de las diferentes partes del
cuerpo.

La relación b<Ísicapara la transferencia de calor por con-
ducción de calor fue propuesta en I~Q2 por el cientílico
francés Joseph Fourier (176H-18JO). En ese entonces el flujo
de calor cra de interés pdctico para el manejo de metales y de
interés científico porque se quería determinar la temperatura
en el interior de la Tierra.

Para analizar el fenóllleno de conducción de calor consi-
deraremos una pared hOlllogéna. cuyos extremos se mantie-
ncn a temperaturas constantcs TI y T'l,(TI> T2). Supondre-

3. Elemento finito y conducción de calor

., ( 11 2")R- iT- - sell-2 11

Conviene hacer un reSlIlllen del proceso anterior. Los P;¡4
sos nds importantes que hemos seguido pueden rcsumirsL~
L'OIllO sigue: la región o dominio continuo (círculo) 10helllos
representado por medio de ulla colccci6n de un número flnito
11 de suhdominios (triángulos), Hemos logrado así una dü-
cf"(.'ti;aciá" del dominio. A calla una de las subregioncs las
llamaremos elemell10S finitos. y a la colección malla de ele.
mellIosjinitos (en el ejemplo hemos propuesto dos mallas. y
como los elementos son iguales. ésta se dice uniforme).

Podemos discretizar el dominio en distintas mallas con
LlilCrcntes tipos de elementos quc dependerán de la forma
gcométrica del dominio. En la aproximación del ::írca del
círculo se pueden utilizar comhinaciones de rectángulos y
tri~íngulos para aproximarnos "nl<Íscercanamente".

Dl'spués, un elemento típico (triüngulo o rectángulo) es
aislado. y sus propiedades (áreas) son desarrolladas. Pode-
lllOSllamarlas ecuacione.\' de los e/emellIos (ecuaciones que
sirvcn para calcular el área). Si consideramos más de un tipo
de elemcnto en la representación del dominio, hay que aislar
cada clase y desarrollar las propiedades para cada uno de los
elementos típicos.

Ohtuvimos el área aproximada del círculo al "reunir" las
propiedades de los elementos finitos; este proceso se conoce
como ensamblaje. En este ejemplo. el ensamblaje consistió
en sumar las áreas de los elementos individuales lEc. (1 )).
Como en este problema conocemos la solución exacta. esti-
lTlarel error de la aproximación 110 prcsentó ninguna dificul-
tad, sin cmbargo, habitualmente no conocemos la solución
exacta y estimar el error en esto casos es una tarea comple-
ja desde el punto de vista matemático. Además, sólo hemos
considerado errores que proviene tic aproximar el dominio;
en general hay que considerar otros tipos de errores.

R2 (l1tall~ - 71")= A~;) - nU'2,

las cuales tienden a cero cuando 11 --+ oo. En efecto. sean
.1":::; 'l/TI y Y = lfn. entonces

Re\'. Mex. Vis. -l4 (3) (1~~8)290-302
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dx
K,

f-. X

K,

T,

2lJJ

FI(;(JHA ..l. Condtu:dón unidimensional de calor en una rarcd ho-
mogénea sill gCllcracit'lIl interna dc calor.

IIlOS que la telllperatura sólo varia ell la dirección .1" y que 110

hay gelleraci(ín interna de calor. Las superfkies isotermas son
las secciones lransversales al eje .r (Fig . .f). ¡\ una distancia
.r. en el inlerior de la pared. separemos una capa de espesor
d./". Llamemos 11 a la densidad de corriente de energía (l!L'nsi-
dad de flujo de calor) dehida a la diferencia dc tCllll1L'ratura,
l'S decir, la energía que atraviesa en la unidad de tiempo un
;irea unitaria perpendicular a la dirección en que tienl' lugar
el l1ujo de energía. Según vimos arriha. este flujo de cnergía
tielle lugar en el selltido en el que la temperatura disminuye.
El camhio de temperalura por unidad de longitud (o gradien-
11.: de lemperatura) del material cs. enlonces, dT/d,r. I.a ley
dc Fourier eslahlece que, a menos que la temperatura varic
muy dpidamente en una distancia corta, 11 es proporcional a
dT/d.,., es decir,

dI'
r¡ = -10-,

d,,.

donde h, la conductividad térmica del malerial, expresa las
propiedades físicas de éste y caracteriza su capacidad para
conducir calor. El signo negati\"l) indica que la energía Hu-
ye en el sentido en que la temperatura disminuye. Aunque
el mecanismo de conducción de calor es diferente en gascs.
Iiquidos y sólidos, la ley de Fouricr se aplica a estos trL'S l'S-
lados de la materia.

Si consideramos a It como constante [generalmentc /,' =
/,'(.f) 1, de la ley dc Fourier

dI' = -td,r,

pero si es réginwll estacionario, q es constante en cada sec-
ciún, entonces

'/' If= --,. + ctp¡" ,

La constante la podemos determinar a partir de las condicio-
nes de frontera: ,1' = 0, T = TI, .1" = l., Y T = 7~ (1.,es la
longitud dc la harra). Así,

() bien

FI(ilIIC\ 5. Di"LTl'ti/.acilln lk b pared en donde sc realiza la COII~
dIlCcil')1l lIl' calor.

.'I.a cantidad de calor transmitida a través de una unidad
dL' supnlicic es dirL'ctalllcntc proporcional al coeficiente de
conductividad térmica y a la diferencia de temperatura ~T
que existL' en los extremos de la pared, e inversamenle pro-
porcional al espesor de la parl'd". por lo que

(1'\ L 1',) ,",'1'(1') = '1'\ - --- '

La tellljlnalura en una pared IHllllogénea varía linealmente si
el cm:lkicllte de conductividad térmica es constante.

Aunque esto último no siclllpre sucede, pues existe una
fuerle dejlendL'ncia de la (,:onduclividad t0rlllica con la telll-
peratura y. por ende. con .r. Aun así. podemos aplicarlo a pa-
redes lllultilaminares: muros lúrmados por varias capas hete-
rog0neas. denominados muros de capas Illlíltiples, por ejem-
plo, paredes de edificios, revcstimientos de hornos y calderas.
etc. Para analizar este prohlema emplearelllos algunas de las
ideas h:ísicas del método de elemento linito lIlostradas en la
sl'cciún anterior.

COlhil!L'remos. cntOlll'eS, una secciún del material divi-
dido cn un cierto Illímero de capas () elcmcntos finitos con
conductividad t0nnica constante. Las características de ca-
da capa del material () l'IL'lJIcnlo I1nito quedar<Ín estahlccidas
por la le)' de Fourier. Llamaremos Nodos, para cada elemen-
to linito. a los plintos de los planos que limilan a cada capa;
claramente. la tcmperatura en cada nodo representará la tem-
peratura uniforme en el plalHlcorrespondientc. Tomaremos.;¡
modo dc ejemplo. s61(ltres elementos IInitos (capas) y cualro
nodos (Fig . .5) que usualmenle se denollli nan I/m/os g/oIJll!t's.
Usare1llos la notación (1), (:2) Y (:q para los elementos finitos
y L :2. :L y ,1 para los nodos (lo correcto sería ,fl, .f2 .. 1":1, Y
.1"1. jlL'l"Opor simplicidad se empica generalmente esta nota-
ci(ín). Como antes. considercmos un elemenlo típico. En este
elemento (Fig. ()) los nodos I y 2 son Nodos loca/cs, k(c) es la
conductividad térmica del elcmento (e) y (1\") Y (A") son las
dcnsidades de !lujo de calor que entran y salcn a los nodos 1
y 2. Por la ley de Fouricr se sigue que

{I = ¡, ¡,
-('1'\ - 1',) = -".1'.
L L

(c)
'J¡

Ni'\: Mi'x. ¡:ú. .t4 (3) (1t)l)X) 290-J02
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(e)
1 TABI.A 1. Tahla de correspondencia entre nodos locales y glohales

para el prohlcma moslrado en la Fig. 5

K("

1-- L('1 -..¡
1 2

FIGURA 6. Elemento lípico del conjunto con que se discrctizó la
pared.

Elemento Nodo Local Nodo Global

(1) 1 1

2 2

(2) 1 2

2 3

(3) 1 3

2 .¡

se describe cn la Tabla I. De csta tabla podemos establecer:
con TI(e) y riel las temperaturas en los nodos 1 y 2, respecti-
vamente. Por conservación de energía

(¡(,) = -q(')
:2 1 '

T«) -T
I - 1,

r") - T. - T(:l)
2 - 3 - 1 •

r(l) - T - T(2)
2 - 2- 1 '

r(3) - '1'
'2 - 4,

por lo que yen cuanto a los demás términos:

L(3) = L3.L(') = L"

k, k,
O OL, L, T( q

k, k] k, ", OL¡ -+- T, OLI L2 L1
k1 " " ", T" OO --.3..+~
L2 L, L3 L3

O O k" k3 T4 -'1

L" L,

Nodo4 :

Para los nodos I y 4 se adopta la convención usual dc que
calor añadido es positivo y rcchazado negativo. En cuanto a
los nodos 2 y 3. hay que tomar en cuenta que la densidad
de flujo de calor neto es cero. Podemos escribir estas últimas
ecuaciones en forma matricial:

Nodo:l:

El ensamhlaje se realizad con una aproximación directa o
física. Calculcmos, entonces. la densidad de flujo de calor
neto que entra a cada uno de los nodos globales:

Nodo2 :

Nodo! :

y

[
/,.(,) "(')]V,) - ¡(') [Ti')]
k(') ,,(,) Ti')

- L(') V,)

para (e) = (1), (2) Y (3). O bien.

donde [k(e)] es la matriz de coefkicntes de conductividad
térmica o matriz de rigidez (este nombre proviene de un pro-
hlema de estructuras, que fuc en donde se aplicó el método de
elemento finito por vez primera), [T(e)] es el vector columna
de temperaturas nodales y [q(e)] el vector columna de densi-
dad de flujo de calor nodal. Notemos que la matriz [k(e)] es
simétrica.

Ahora procedamos a ensamblar los elementos finitos. Pa-
ra llevar a cano el ensamblaje proponemos construir la topo-
logra del sistema; es decir, realizar una identificación y regis-
tro de cuáles son los nodos globales que pertenecen a cada
uno de los elementos y cómo se corresponden con los nodos
locales. Como vemos, la topología del sistema es la que nos
indicará la forma en que se van a unir los elementos mante-
niendo la continuidad. El ejemplo que hemos escogido hace
que la topología sea muy sencilla. pues sólo basta establecer
una correspondencia entre los nodos locales y globales. como

(,) __ ,,(,) (T(') - r('))
CJ2 - L(e) 1 2'

en donde hemos empIcado la convención de que el calor
añadido es positivo y el rechazado negativo (T,(') > Ti')).

Si las dos últimas ecuaciones las escribimos en forma ma-
tricial. se tiene

Rev. Mex. Fís . .¡.¡ (3) (1998) 29(l-302
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o hien:

[k][T] = [qJ.
Hace. k,"f!
~' q, o.(l

l.j~I E'1

A la matriz [k] se le conoce como matriz de rigidez enmm.
Nada.

Aun cuando las matrices de rigidez por elementos y la en-
samblada sean singulares (no podemos encontrar su inversa,
pues su delerminante es cero), fácilmente podemos llegar a
las siguientes ecuaciones:

L¡
T2 = T¡-'1,-;,..'1

• L2 L"73=T2-'I-;:-=T,+q-;:-,
"'2 "':~

Para ¡..., .• '1; j~ .• +1

", {,, ,
'" . q,. O

para l., ,
dcma, l.)

,~
i-e+l
pa •• I.,
dcm.l., i

[,"'1 [!J
3

['1] =¿ ['11')] .
f'=l

"O

3

[k) = ¿ ["l')] ;
e=1

O O O O

O
k2 1..~2

O[k(2) ] = Lt L2

O 2 k2
O

L2 L2
O O O O

O O O O
O O O O

[ •. (3) ] O O
k3 k3
L
iJ3

L3
O O

k3

L:l L3

Sumando cada una de ésta 0;;, obtenemos

~

L0
FIGURA 7. Diagrnmn de flujo para obtener las matrices globales
ensamhladas.

Este proceso muestra la esencia del algoritmo que se em-
plea para realizar ensamhlajes en el método de elemento fini-
to (ver Fig. 7). Desde el punto de vista computacional, este
algorilmo debe modificarse si se lienen limitaciones de me-
moria. pues el número de ceros que se manejan es alto. En
general, si el número de capas en consideración fuera E, ten-
dremos que elegir E + 1 nodos y la matriz de rigidez global,
junio con la matriz de densidad de flujo de calor, puede obte-
nerse con el algorilmo mostrado en la Fig. 7.

q=

k, k¡
O OL¡ L¡ [ ',][1\(1) ] k¡ k¡
O O ['1(1)]L¡ L¡ () ,

O () O O
O

O O O O

con

que son las ecuaciones del flujo de calor para un muro multi-
laminar [81. Para conocer las temperaturas intermedias (T'!. y
T:I,) hasta conocer los valores: T1, T4, k1, k2, k3, LI, L2 YL3;

después es posihle delenninar la densidad de !lujo de calor.
El sistema de ecuaciones no podrá resolverse mientras la

matriz [k) sea singular, pero esta matriz puede ser modifka-
da si tornamos en cuenta las condiciones de frontera. Antes
de realizar esto, es conveniente revisar retrospectivamcnte el
proceso de ensamblaje.

La malriz de rigidez ensamblada o global contiene, como
podernos percatarnos, entradas que pueden obtenerse suman-
do las entradas correspondientes a las malrices de rigidez de
cada elemento, de acuerdo a una adecuada colocación en la
matriz de rigidcz global. Esta idea surge de una consideración
física: el vector de carga resultante en un sistema de resortes
lineales se puede obtener al sumar las cargas de los elemen-
tos individuales con una localizaci6n apropiada en la matriz
columna.

Esto sugiere (recordemos c6mo se ohtuvo el área aproxi-
mada del círculo) que tao;;matrices de rigidez de los elementos
las podemos concebir como submatrices de la matriz de rigi-
dez global, poniendo ceros en las entradas que no estén ocu-
padas por la submatriz. De manera que la matriz de rigidez
glohal se puede oblener simplemente sumando lao;;matrices
así construidas.

Para nuestro ejemplo, las matrices de cada elemento serán
suhmatrices de una matriz de 4 x 4, que es el orden de la ma-
triz global. El mismo procedimiento se aplica al vector co-
lumna de densidad de flujo de calor, es decir, se considerará
como submatriz de una matriz de 4 x 1, añadiendo ceros en
las entradas extras. Tenemos que considerar, enlonces, las
siguientes matrices:
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(e)

q("-C_~G-

F[(al}{,\ S. Barra ai"lad" en domk "'l' l....(w..liará la tr:mst"ercnóa de
calor a lo largo dl' .1".

()
L--~

(
f-x

1 2
I-x

Ahora hien, la matri/, [J..] es singular y 110puede invertir-
Sl'. La inclusión oe las condiciones tk frontera resuclve es-
tl' prohlema. Al inclujr las condiciones de frontera es COI1-
\'l'niCJlIL' nolar que las que se rel1crcn al nujo de calor l'll
cada tillO de los nodos (-I.:t1T/t1.I'Lr=;r()) ya han sido in-
cluidas durante el ensamhlaje (est;ín explícitas en la matri/,
[,,] '1 = -/o dT /d.rl.,.~." = /od'j'/d.rl.,~" j. A es le (ipo de
({lndici{lIles se les llama cO/ulicitJfl(,s de.l/"Ontera naturales (1

dc '\'('11'11/(///, y a las \"ariahlcs involucradas en este tipo de COI1-
diciolll'S se les llama \'ariah/es ,H'c/i1ularias. Las condiciones
de fromera que especifican la temperatura en los nodos 110
e",t:ín incluidas en el proceso de ensamblaje y deben eSJleci-
I¡(,;lrsc. A l'stas condiciones, por t:1Il10, se les llama cO/uJicio-
I/CS dc .IronTCJ"(I esenciales (J dc /)irich/el, y a las variahles.
l'/I,.;ohh's l'ri!l/lIrias.

Supon~;llllOs que tcnclllOS espccificados los valores en [a
frnlllera de la temperatura sólo en [os extremos: T(.l"I) = TI
~ T{.I'I) = TI. Para ejcmplificar. consideremos el sistema

IksalHlllando. obtenemos las siguientes ccuacioncs:

J,I. Halancl' ('ner~étku para un eleml'nto finitu

F[(;U}{:\ 9. Bakmcc cncrg~¡ico en un elemento típico de la harra.

tao cl i-l'siltlo renghín y la i-csillla columna de [1.-] se igualan
a ccro. y J"ii = l, El tl'rmillO 1/, del vector columna [1/] se
rl'cmplal.a por el valor cOllocido 7:. Cada uno dc los 11 - I
¡l'rminos de [1/] se lIlodilican al restar de este término el valor
de la variahle prcscrita, multiplicada pnr el término de la co-
lumna apropiada de la ma[ri/. original [k]. Este proccdimicnto
se rcpi[c para cada uno de los \"alores prescritos hasla que to-
dos cllos sean incluidos.

Una parte medular del mélndo del elemento finito es oh-
tencr un sislCma tic ecuaciones como el anterior. Pero. C{)1110
podemos percatarnos, hasta el momcnto s610 hemos discrc-
[i/.ado el dominio CH clcmentos linitos, l"alta Indavfa ohtener
la aproximación de la l"llllChíll que cs 1<1solución a[ problema
que nos interesa, ESla aproximal'ióll a la solución se presellla
mcdiante fUIlCiollCS, que usualmcnte son polinomios. que la
interpolan localmente l'n [os clementos IInitos y. después de
cllsamhlar. lo hacen glohalmente. Por lo que. además de dis-
l'retit:ar cl dominio. hay quc aproximar a la función solución
mcdiante polinomios llamados, por esta razón. pulillomios de
in 1erl)(J/{ IcirJlI.

()

["
1,'1 !. [)

" ] [r,] [:JI..(~I I.':l!. I.':lJ

1.
1
: ,

T:l
I":{:l It:u r,

[) [) I"H 1.'11 'j',

"3~ (T, - T,) = 'l.
L"

J.as variables primarias (l~y 7:1). que son inc6gnilas. las po-
dL'lIlos ohtcner de la segunda y tercera ecuación del sislema
anterior. Las variables secundarias (1/) de la primera y cuarta.
desp1l0", de haber determinado las variahles primarias desco-
IHK'idas.

Podemos reescrihir cl sistema de manera convcnientc-
mente cn forma matricial:

1" .• )-('1', -1, ='1.L,

1.<lIlUl'\'a rn¡¡trit: [It] tic este sis(cma es ahora invcrtible. por lo
que es posible resolver el sistema y determinar las variables
primarias y. con ellas. las variahles secundarias. La L'OIl\"C-
nicllcia de escrihir el sistema de este modo es que nos ayuda
;1 especiticar las condiciones de fronter:l esenciales cuando
",e presenten sistcmas de 11 ecuaciones con n incógnitas. En
ekclo, supongamos que tenemos las matrices [kij] y [qd de
orden 1/ x /1 y 11 X L respectivamente. Para la especifkación de
las c(lIIdiciolles de frontera, procedemos como sigue [9]: si i
L'Sel sllhfnd ice correspondiente de una variable nodal prescri-

COllsit!l:rclllos ahora e[ l1ujo unidiIlH:nsion:d tic calor a través
dl' una balTa aislada que posee ulla fuente interna de calor
(COIllO tina resistcllcia eléctrica). Supondremos que la harra.
dc lon~ilud I.. [icnc sccci()n tl":lIl',\"ers<\1unitaria y quc la telTl-
peratura es uniformc sohre cada sección transversal (Hg. X).

Dividamos la barra en clemenlns IInitos (por la uniformi-
dad de [a harra. hasta conocer la temperatura cn un punto. a
saher. el nodo) y consideremos sólo lino de ellos (Fig. 9). La
longitud del e1emcllto (f') es .:3..1',Representaremos por T{I')

y (I(") a [a distrihuci(}n de tcmperatura ya la energfa interna,
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incluir T(I-) cxplícitamcntc cn la ecuación. multipliquemos
(2) por r1d:

respectivamcnte. La razón a la que se genera calor. por uni-
dad de longitud y unidad de tiempo, sc representa por f(.I') Ó

¡(.) para el elemento (e). y ,¡I") represenla el lJujo de calor
en la dirección .r, por unidad de área y unidad de tiempo. a
través del elemento. Los camhios quc ocurren cn el clcmcnto
(e) durante un intervalo de tiempo ~l. es el incremento neto
de calor (!'>(/1<'1):

~(/,.) = flujo de calor que entra - l1ujo de calor que sale

+ calor generado.

es decir.

(
d,¡I"))

!'>QI<'1= ,/')!'>I _ ,/') + ----¡¡¡!'>,r !'>I + ¡I') !'>,r!'>I ,

1 (,)
!'>(¿I") = - '..2..-!'>,I'!'>1 + ¡(,,) i:;,r!'>t.

d/

,JI ( •. )
_) (.) _1 _ + 1'(") ¡Ir) = O,

dI

Como

entonces

Integrando sohre todo cl elemento:

(3 )

(4)

Para un sólido. la energía interna es una función continua
de la masa. De ahí que exista una función f. llamada encrgía
interna cspccíl1ca. tal que

u = /I",W,
l'

donde ¡J es la densidad del material y V el volumell. De es-
ta ecuación ohtenemos que el incremento de energía interna.
por intervalo de tiempo. cn el clcmcnto (e) es

Dado que no se realiza trahajo. la primera ley de la terll1()-
din~ímica estahlece que

Mj = U,

que reprcsenta una relación que se cumple soore una región
finita. a saoer. cl elcmento ((,).

Otro aspecto fundamcntal dclmétodo del elemento finito
e:-.que permite aproximar localmente, sobre cada elemento
(d. la tcmpcratura, por mcdio dc funciones sencillas que se
tkriv<ln generalmcnte dc la teoría de interpolación. Denofc-
J1\O:-' ;¡ los valores de la temperatura en los nodos locales por
'J'("I( ) 1'1<'1 'J'(')( ) ,¡,I<'I l';I'[ = 1 Y )'2 = 2 que. aunque (esconocl-
dos. se interpoladn. Dado quc sc cuenta con dos puntos por
dondc la función debe pasar. la teoría de interpolación asegu-
ra que cxiste un único polinomio de primer grado que pasa
por estos dos puntos. En cfecto. elijamos una aproximación
lineal de la forma

r(')(,r) = ((,1' + b,

Corno hemos impucsto las condiciones csenciales de frontera
para el elemcnto (r):

así

1 1<)
(f") ,.(t') - (q ¡l')P , - --- + '

d/

Como en los sólidos se cumple que ¡(•.) = ('~~)dT(e) Idl. sicn-
(l.)do ('\. el calor específico a volumcn constante. entonces

1'(<')(,1'1) = '(,('1 + b = Trr
),

1'1<'1(,1',) = ((,1', + b = TY),

que cn forma matricial queda

= ['1'1 1] [a]
./2 1 b

(5 )

para .1"1 ~ ,1' :s .r2. Por simplicidad en la exposición. haga-
IIJOS una suposición m~ís: la distrihución de temperatura es
cstacionaria. esto es. dT / dI = O. Con esto

de donde sc siguc que

Ti.) 'J'(')
. I .1"2. - ,) .1"1(/ = -

.1": - .1"1

T;') - Tr')
{}= ~~-~-

Esta relaci6n que hemos encontrado se cumple sólo en PUIl-

[os del elemcnto (e); para ohtener una relación que se cumpla
en la región que comprendc el elcmento tcndríamos qlle in-
legrar sobre todo el clemento. Antes de csto. y con el fin dc

Sustituyendo en (5) rcsultad'J(e)___ + ¡l') = 11,
di

(2)

1'1<'1(,1') = 1'1.1 '¡,l") TI') _ TI"
1 .1'2 - ,) .1'. 'c' I- .,.+~--~-

.1""2 - .I"[ ,1'2. - ,1'1
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FJ(;URA 10. r:uncioncs de aproximación locales.

A las fundoncs

() bien

y haciendo la evaluación:

ITlclr/d = _k(l')_' __ .
dx

j. '1(e) dw;d '/.1' = _! '1,«1 ¡I') ,b'
(e) d.r . (1') 1

+ ~'¡'J¡;rl),Ii'1 - W;'I(x2)q~") + q~d

para ¡= 1.2. Aquí ,Ji' I = ,ll(.rl) y q~'1 = ,¡I"I(.r2).re-
sullan ser las condiciones naturales de frontera del elemento.

Es importante notar que en (oda este análisis no hemos
tornado en cuenta el material <:on que está hecha la barra. Se
puede caracterizar utilizando una relación constitutiva para la
densidad de fiujo de calor q(d dentro del elemento. La más
<:olllún es la ley de Fourier:

(6)

L
1.0

•
e+2(e) e+le

2

TI')(:r) = LT/')~<')
i=l

e-l

f-- x

se les dcnomina.fimciones de imer/JOlación locales o fundo.
l/es de forma (Fig. 10).

Además de que '1'1') = O fuera del elemento (e). estas
funciones de interpolación tienen las siguientes propiedades
(Fig. lO):

y
(e) ;r - Xl\1/2 = ---

X2 - XI
(7)

La conductividad térmica I.:(f') la supondremos constante en
todo el elemento (e).

Usando nuevamente la aproximación local para T(d
(Ec.6):

y sustituyendo en (4):

Dauo que esta expresión debe cumplirse para T?) arbitraria,
se \lega a que

(i=I,2).

2

"/'1"1 = pl"1+ 1'1= ¡('IL \i] i <ji l'

i=::1

(

dwl,') ,N 1"1)
k(p) __ ' J_ d.r =

d.r d.rtj
1=1 (e)

1,1'1 !(,,1') ,N' ¡e,) dW}'»)
\ij f\ 1 d.T,

. (e) ( .1' d.1'

p/"I =! '1'1") ¡1<'I.l.r,
, 1'1

Que se puede escribir como:

donde

para i,j = L 2. Ahora, si integramos la primera de es~
tas expresiones (q,~I') = 1 - x/he y \V~e) = £/h(', con
O:S ,r :s h,):

i # j;

i = j.
SI

si

2L wl')(.r) = 1.
i=l

1.

JI.

La propiedad I nos dice que (3) satisface las condiciones tic
frontera esenciales del elemento y II considera la posihilidad
de que la temperatura sea constante en un intervalo (elemen-
to). Es conveniente señalar que las funciones de interpolación
",tilodepcnden del tipo de elemento e1l consideración y no del
problema que se está tratando.

Sustituyendo (6) en la fórmula integral (4) se obtiene

(i=I,2).

i=]

i # j

Rev, Mex, Frs. 44 (3) (t99R) 290-302



ASPECTOS FíSICOS Y MATEMÁTICOS DEL MÉTODO DEL ELEME:\TO FINITO 299
con he = .1'2 - .rl_ El sistema resultante puede escribirse en
forllla matricial como

• u(x)

07~b.
,

• u'(x)
I

O"t-=~ ,..,, ,, ,
-0.5 ~

F[(iURt\ 11. Solución al prohlcma (10) Y su primera derivada.

La difkultad se encuentra en la .'suavidad" del término
no-homogéneo de (9). que constiluye la información o los
"datos" del prohlema. Como ejemplo. considercmos el si4
guicnle prohlema:

d'" ( 1)-k--.) = ó .1' - - •
(1.1'- 2

El último paso es el ensamblaje. el cual se rcaliza C0ll10

se t.Icscrihió en la primera parte de eslc trabajo. Si E es el
número de elementos en consideración, para cada elemento
se sUlllan submatrices de orden (E + 1) x (E + 1) Y vectores
columna de orden (E + 1) x 1. La imposición de condicio-
nes de frontera se rcaliza tamhién en forma similar a la ya
expuesta anteriormente.

Después del proceso de ensamble ohtenemos los valores
1i = T(.r¡) , i = 1, ... ,E + 1, que son los valores de la
(cmpcralura en cada uno de los nodos globales. Aún mús, por
las propiedades de las funciones de forma. podemos obtener
la solución aproximada t para lodo el dominio: lI(O) = O: 1/(1)=0.

o :5 .,. :5 1,

( 10)

donde '1'.1('''), J = l.. , N (N = E - 1), son las lIama-
d;ls/imciolll'.\" de inrerpo/acin" t:/oha/:

La cantidad ó (.r - t), la delta de Dirac, puede interpretarse
como un pulso unitario de corriente en la fuente interna de
calor. La soluci6n de (10) c,:s

(H)

;1"./_1 ::;.f ::;XJ
;1".1 ::; ;f ::; x J+1

{

'I'

2'1/(.1') = I
-(1 - .1')
.)

10<,,.<-- -2
1
2:5."::;1.

~.I. Planteamiento del problema

4. Algunos aspectos matemáticos del método
del elemento finito

Regresemos nuevamente al prohlema de hallar la distribución
dc temperatura T(x) en una barra de longitud L. Considere-
mos por simplicidad L = 1 Y con la intención de simplificar
la notación, denotaremos a la temperatura por u(x) en lugar
de Ter), de tal suerte que nuestro problema se reduce a hallar
11(.,.) lal que

d2u
-k d.,.2 = J.

u(O) = O;

0:5r:5l,

11(1)=0. (9)

La gdfica de esta expresi6n. junto con la de su primera deri4
vada se muestran en la Fig. I l.

En la figura observarnos que la solución 11 (;f) de (10) pre-
senta en su primera derivada Ull sallo unitario en x = 1/2. por
lo que 11'1(.1') no cxisle. ¡,Cómo puede entonces una función
u(.1") ser solución al prohlema (10), en O ::; ;r .:S 1, si su
segunda derivada no existe en todo el intervalo. dehido a lo
irregular de los dalos del prohlcma?

Esta clase de difkultades pucden evitarse en algunos ca-
sos formulando el prohlema (9) dc una manera alternativa lJa-
mada/órmlllaciófI déhil (1 I'llriaciofla/. Es importante seilalar
que esta formulación no siempre es posible de obtener. En
nuestro ejemplo es posihle, como veremos enseguida.

4.2. Formulación \"ariaciunal £Id problema

La idca principal consiste en [levar el problema de un plan-
teamiento diferencial (9) a uno integral, como se hizo en la
sección anterior. Esto se consigue multiplicando (9) por una
función v(.1'). llamada.limciólI d£,prueba. e integrando sohrc
(000 el dominio. de manc,:ra que cl problema se transforma en
hallar "(J') lal que

/

.1

od.r= jud:r.
.1)

La solución u(x) a este prohlema dehe tener, al menos.
segunda derivada continua, propiedad que también debe cum-
plir l'ualquier solución aproximada 1i(:r) a este problema. En
lo que se refiere al método del elemento finito. las restriccio-
nes de continuidad de la solución se rellejan en limitaciones
de, por ejemplo, la clase de elementos que se pueden utili-
zar para discretizar el dominio y en el tamaño de las matri-
ces involucradas. Por otro lado, en el caso del problema (9).
podemos ver que buscar una soluci6n con primera derivada
continua c,:suna restricción muy severa.

In
l ( .1',,)-k-

. o dr"2

1/(0) = O; ,,(1) = O,
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H = {I<' I .{ (",')'<1.,. < oo. 11'(0)= 1<'(1)= ()} .

Con esto. la formulaci6n variacional del prohlcma (9) se pre-

senta de la siguiente manera
lIallar u E H tal que

que dehe cumplirse para (oda "(J'), (al que ,,(0) =1'( 1) = 11.
Integrando por partes (fórmula de Grccn) y tomando en cuen-
ta que /' = ()en los extremos, ohtenemos un planteamiento
lll~íssimétrico del prohlema: hallar 11(.1') tal que

(13 )

(12)

D",-lll
= o.

. D1I11I-1

't" E HÓ(O, 1).

= ti.= ti.
0/1

8/1

/
.,

(kII',,' - fu)d.1" = ti.

."

/
., /.1

(/ ..,,\ ,.\.) d.r = (J I'.v) d.,..
. () . ()

11 == O.

.Lt Aproximadt'ln eleGalcrkin

¡\ht)ra. si {lj>¡. </)1, . • riJ,'\' } es una hase dI..'1I (lV) (esto es,
son linealmente independientes y generan a H(.\')). cualquier
'1.:-". E Il(S) se puede escrihir como

El método de Galcrkin consiste en huscar una soluci6n apro-
x imada de (12), pero 110 en todo el espacio JI(\. sino en un
subcspacio de dimcnsi6n finita X. I/{S). de 1/(\ (11('\") e
11(\).1)(' manera quc ahora el problema es hallar 11 N E II(N),

tal que

.v
",\' == L (\'¡(j)i{:r).

i:= I

El método del elemento finito que hemos aplicado. parte de
esle líltimo planteamiento para hallar una solución aproxima-
da a (9) siguiendo el procedimiento mostrado en la Seco 3.

I\unque no se hilO explícito en ese momento. ahora po-
demos apreciar que al aplicar la f()rmula de la derivada de
un producto de funciones en O) lo que conseguimos fue for-
mular el problema. originalmente diferencial (2). en forma
variaciollal (-l).

¡\ntes de considl'rar aspectos del método del elemento fi-
nito en 111II(n) es ilustrativo revisar un método para obtener
una solución aproximada oc (12) que involucra un procedi-
micnto quc es justamcnte el punto de partida ocl mérodo del

e1emcnto finito.

ell la frol1\era dL'O. donde 11 es el vt:ctor unitario normal que
apullta hacia afuera dc la frontera.

y con esto completamos el formalismo hásico para poder
plantear de manera m;is concreta cualquier prohlema varia-
cional con valores en la frontera. En particular. regresando al
prohlema (9) y a su forma débil (11). podemos ver que la cla-
se 1I de fUllcioncs admisibles en 1! == (O. 1) es justamente la
clase de Soholev }fc\ ((J, 1). de llIant:ra que el planteamiento
variacional de (9) de hallar ti E ¡{(~(0.1) tal que

donde L:!(S!) se usó para denotar a la clase de funcio-
Iles quc SOI1cuadrado integrahles en n.

Como ejemplo podemos considerar la función /1(.1') dc la
Fig. I l. Claramente, u/ es discontinua en :r == 1/2. sin em-
bargo es cuadrado integrahle, pués .~)¡(/1/)2 d./" == 1/4, por lo
que ,,(.1") E ¡¡I (O. 1) .

Es usual tomar también en cw:nta las condiciones de
frontera al definir las clase de Soholev. Así. denotamos por
Jl/¡"(~!) al espacio de funciones que están en lI11I(n) y que
además

(11)'t" EH.

D"'" 2 }, Dz'" EL (11) .

0:S.r:S1

"(0) = ,.(1) = 11.,,(11) = u( 1) = 11.

r' (ku'u' - f,.) d." = o.
./0

11'''(11) { I D" a"==/1 11.n' -a ,.
U.1' y

r'1, (/ .. ,,',,' - fu) d.1" = 11.
. "

Podemos notar que ahora I/{r) necesita tener sólo pri-
mera derivada continua [lo mismo ocurre con l{r) l. A l'<llll-

bin, ahora dehemos asegurarnos de que el primer integrando
de (4.2) pueda evaluarse. Si lomamos t' = 11,esto se traduce
CIl ljUL' las integrales del tipo .I~:(l/f d.r sean finitas, esto cs,
.1;)1(11'):2 /1.1" < '::'\..i, l.a c¡ast.' de funciones que cumplen con es-
la restricción sc dice que son funciones con primera derivada
Cl/llt/rm/() inlcgmble.

Esta clase dc restricciones y. en gener~J. el plantcamiento
del prohlema. sc pueden escribir en una forma más compacta
y lítil si agrupamos las funciones en das{'.\'. Todas las fllncio-
IIl'S 11' con primera derivada cuadrado integrable y nulas en los
extremos. se agruparán en una clase que llamaremos JI. de (al
suerte que u E H si .r.: (u-'fd.r < 00 y 11'(0) = "'(1) = O.
De otra manL'ra. la clase JJ se define como

• Supongamos que n es una región acotada en ¡rl (en
el caso del problcma (9). n es una región en ni dada
por () ::; .1" ::; 1) Y que u == 1/(;/", y. z) es una funci()n
dl' posición en n. Entonces u E Ilm(n) si H y todas
sus derivadas parciales de orden menor o igual a 111

son cuadrado in(egrahles. En notación compacta. para
O e U~.cscribimos

La clase H se denomina clase de fllm'iones admisihle.\"
de(ll).

Es interesante notar que pasar de (9) a (11) ha implicado
dehilitar progresivamente los requerimenlOs de suavidad de
la solución y. por tanlO. aumentar la clase de datos para los
cuales nucstro problema tiene sentido.

Es posihlc conocer la naturaleza de la clase de funcioncs
JJ en un contexto más general. en el sentido de que sea igual-
mente válido para problemas diferentes a (9), como pueden
ser problemas de transportc o de mccánica de sólidos. Gc-
neralml'nte JJ se identilica con una clase hien conocida de
fUllcioncs llamada clase de So/Jo!ev. y denotada por 11111 (0.).
que se detine como sigue.

Re\'. Mt';r:. FÍo\'. -t-t (3) (199X) 290---302



ASPECTOS FiStcos y l\lATEl\lATlCOS DEL ~1¡"~T()D() /lEL EI.El\IENTO FINITO .1(11

-tA. El lIlélmlo del elemenlo finito el1 1/ HI (n).

n

• Sohre cada elemento finito Oe se construye unajimció/l
de {{pmXilll(lciáII loca! '1'i. i = l~ ... Se (El.'. 7). de ma-
nera que la solución /lf¡ en el elemcnto nf' es (véase la
EL 6):

Para las fUllciolles nasc 0j' usualmente se eligen polinomios
(principalmente porque son estahles desde el punto de vista
computacional) que se construyen de la siguiente manera:

F[(illRo'\ 12. i>i:-nt'ti:t:lci6n de UIl dominio arbitrario en elementos
linilo\,.

( 14)
.\'

l'N = L 11,(,',(.,,),
i=1

y
S

lIS = L OiÓ¡(.,,),
1=1

donde.f E [0.1 J. De manera que dada la hase {0,}. los co-
eficientes ni pueden determinarse suslituyendo la expresión
anterior el1 (13).

Entonces. dados u¡\' y I'X de I/k'Y). podemos escrihir

y puesto que las {~),} son conocidas. /{X l'star:í com-
pletamente determinada una vez quc los coeficientes (1, sean
calculados.

Sustituyendo (14) en (13) se ohtiene UIl sistema de .\'
ecuaciones lineales para 10s.Y coclicientcs (1):

S

L f\'ljOj = ti.
j=1

para i = 1. 2.... N. O hien [1,1 [oJ = [PI. donde [J"I es la
matriz de rigidez y al vector [F] se le denomina r('clor de'
ca'~r.:(l.

Es importante notar que la cal idad de la aprox imación de~
pende de la elección de las fUllciones 9,. ya que. una \'el defi-
nidas. la deterrninación de los coeficientes 0j es UIlproblema
meramente computacional.

• I"as jimcio/1(',\' g!ol)(lles de illlerpolncián (flj. se ohtic>
nen uniendo topologicamante las funciones de aproxi-
mación locales como se mostró en la sección anterior
(El'. X). Dado que las funciones locales tienen la rro~
piedad de asumir valores 1 o O en los noJos (Fig. 10).
es directo generalizar esta condición a cualquier deri-
vada de la fUllción de aproximación:

l:n analogía con elmélOdo de Galerkin. al generar las fun-
ciones de interpolación glohales t{'j. ohtenemos una hase del
espacio 11ft

• donde HIl e HIIl(n). A los elementos finitos
en donde se definen funciones (1)j con esla propiedad. se les
dcnollli na C'/c'/IlC'WO,\' ("ol1júI"mes. Para determinar condiciones
sulick'ntes para que un elemento sea conforme. dehemos oh~
servar que puesto que las funciones l'J¡ son. por lo general, ill-
linilamente regulares (polinomios) en el interior de lodos los

( 15)
1=)

¡i'J
si
SI

• Enlonccs. en un notlo glohal.r j E nh, las funciones de
interpolaciúll glohales ¡f'j(.r) dehen teller tamhién la
propiedad de que su valor, o el de sus derivadas. sea 1
o ()en ese nodo. Como ejemplo, supongamos que cier-
to Ilodo; es compartido por E elementos finitos. Las
funciones locales correspondientes a cada uno de estos
c1ernenlOs dehen comhinarse en tal forma que resulte
una sola función glohal (1'j para ese nodo que satisfaga
los requerimentos de continuidad entre elementos [ver
Fig. IOy Ee. (15)J.

¡.;

n" = ¿n,.
"=1

El método de Galerkin provee una estrategia para cOIl."truir
soluciones a prohlemas COIlvalores en la frontera pero. como
puede apreciarse. tiene el inconveniente tic que llO incluye
una forllla sistelll<.Íticapara escoger las fUllciolles de aproxi-
mación 9i("): la elección es diferente para cada problema y.
puesto que estas funciones dehen satisfacer las condiciones
de frontera. su elecci6n resulta tanto m;ís difícil cuanto m:ís
irregular sea la geometría. El método del elemelll() ti nito ofre-
ce ulla forma general y sistem:ítica para generar las funciones
base 0,(.,.).

Antes dc mostrar C()11I0 esle método procede para gcnerar
estas funciones. es Ilecesario introducir UIlnuevo camhio en
la notaci6n. En la formulaci6n variacional (12) denotamos a
las funciones de prueha por I',V y a la solud()n del prohlema
por 11.\'. donde N es un par:ímetro que indica el nLÍmerode
funciones hase quc generan lf{~JV). En el planteamiento ma-
telll;ítico del método del elemento linilO es costumhre lIsar la
longitud 11 del elemento utilizado para discretizar el dominio
como el par<llllctro que sustituye a .v. La idea es que mientras
mi" pequeño sea el valor de h. se necesitar<Ín m:ís funciones
hase para IIkY). Así, elllo que sigue. denotarelllos a ps. liS

H1S) j/l")y o porl'J¡. /1" y () .
Como se ha mostrado a lo largo de este trahajo. el primer

paso del método del elemento linito consiste en reemplal.ar
el dominio!! de la solución al problema. por ulla colecci()n
nJ¡ de dominios simples n,.: los elementos finitos. Esto es
(Pig.12).
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elementos, la regularidad de las funciones en todo n depende
de hasta que orden de derivadas son continuas en la frontera
entre elementos. Denotemos por Cn(fl) la clase de funciones
con derivada continua de orden n en n. Si Vh E CO(f1), pero
hay. por ejemplo, un escalón en la derivada de Vii, normal a
la frontera entre elementos, entonces 82vh/8n'2 (donde TI es
el vector normal a la frontera del elemento) estará indefinida.
En consecuencia, Vh E H1 (!1) pero Vh ~ H2(!1). En gene-
ral, si Vil es tal que sus derivadas de orden m-l son continuas
en!1. esto es Vh E Hm-1(íl), entonces Vh E Hm(!1)y ta-
les elementos conformes en Hm(f!) se denominan elementos
CI1l~l.

4.5. Errores de aproximación

El error de aproximación se dcfinine corno

e(x) = 11(X) -11h("),

Jonde u(.r) es la solución exacta al problema y 11,,(X) es la
solución ohtenida por el método del elemento finito. Es claro
que con esta ecuación el error no puede calcularse a menos
que se conozca la solución exacta. No obstante, si 11(:1:) es
desconocida (que es, generalmente, el caso). es posible hacer
una estimación del error y determinar si este es menor cuan-
do h (el tamaño de los elementos) es menor y, por lanto. el
número de elementos es mayor.

Puesto que los errores son funciones y debernos medir su
"tamaño". es necesario saber cómo se define la norma de una
función en Hm(!1). Ésta es

llell", =

., ] }1/2du - 2
+ (dX) +11 dx .

*. Nolese la importancia de que ambas, UN y VN. se encuentren
en llci""), pues sólo en este caso podemos representar a Uf'" y
l'N en la misma base, como en (14). A este tipo de formulación
se le denominaformulación variacional simétrica.
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,.>111.
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Ilellm S J( h",
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