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Por lo general, el método de elemento finito se presenta destacando solamente ya sea aspectos fisicos o matemdticos. El propdsito de
este trabajo es mostrar algunos aspectos fisicos y matemdticos de este método en una forma integrada. El trabajo puede servir como una
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1. Introduccion

La mayoria de los fenémenos fisicos, ya sean bioldgicos,
eoldgicos o mecdnicos, pueden ser descritos con ayuda de
eyes fisicas que se traducen en ecuaciones diferenciales, in-
tegrales o algebraicas. Aun cuando la deduccion de estas
ecuaciones no sea dificil, encontrar soluciones, via métodos
exactos, presenta diversas complejidades. En estos casos los
métodos de aproximacion representan la mejor alternativa pa-
ra encontrar soluciones aproximadas. Entre los métodos mds
comunmente usados se encuentra el método de diferencias
finitas y los métodos variacionales como el de Ritz y Galer-
kin [1]. Recientemente ha cobrado relevancia el denominado
método de elemento finito.

L.a aproximacion via diferencias finitas de una ecuacion
diferencial consiste en reemplazar las derivadas por cocien-
tes en diferencias, los cuales consideran los valores de la so-
lucion en puntos que corresponden a una malla discreta del
dominio. Las ecuaciones algebraicas que resultan se resuel-
ven, contemplando las condiciones de frontera, para valores
de la solucidn en puntos de la malla. Aun cuando esta técnica
es muy util y ha sido muy empleada para resolver ciertos pro-
blemas, presenta dificultades cuando las geometrias son irre-
gulares o cuando cambian las condiciones de frontera.

Cuando es posible transformar las ecuaciones diferencia-
les a una forma variacional o débil, la solucién a este pro-
blema variacional puede hallarse en una forma aproximada
al suponer que la solucién puede escribirse como una com-
binacion > «v;; de funciones de aproximacion ¢; que han
sido elegidas de antemano. Los pardametros «; se calculan
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con base en la sustitucion de esta combinacion en la forma
variacional, que en algunas ocasiones queda sujeta a un pro-
ceso de minimizacion. Como resultado de este proceso surge
un sistema de ecuaciones en donde las incégnitas son las «;.
Sin embargo, si los dowinios son arbitrarios las funciones
de aproximacion son dificiles de elegir o construir debido a
que los métodos empleados (Ritz y Galerkin) no proporcio-
nan una manera sistematica para construir dichas funciones.

El método de clemento finito proporciona un procedi-
miento sistemdtico para encontrar funciones de aproximacion
que puede ser aplicado a dominios con geometria irregular.
En este método se puede representar un dominio complejo,
en donde el fenémeno que nos interesa estd ocurriendo como
una coleccién de subdominios (elementos finitos). Las fun-
ciones de aproximacion se pueden construir en cada uno de
estos elementos finitos (se pueden considerar, incluso, ele-
mentos diferentes, con diferente forma de la funcién de apro-
ximacion). La idea esencial que esta detrds de este proceso
¢s que cualquier funcion continua sobre el elemento puede
ser representada por una combinacion lineal (interpolacion)
de polinomios; de hecho, las funciones de aproximacion se
encuentran usando conceptos de la teorfa de interpolacion.

Con el método de elemento finito, entonces, estamos es-
tudiando una region del espacio, en donde el fenémeno de
interés estd ocurriendo, con base en sus elementos finitos. El
andlisis se realiza sobre solamente uno de los elementos (en
el caso de que sélo haya un tipo de elemento) cuya geome-
tria es sencilla. Después se procede a coleccionar a todos los
elementos involucrados y con ello encontramos una solucion
aproximada al problema.
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En este trabajo mostraremos las ideas principales del
método del elemento finito y nuestra discusion iniciard con
el andlisis de un problema antiguo: encontrar el drea del
circulo mediante sucesiones de poligonos regulares inscri-
tos y circunscritos al circulo. Posteriormente, estudiaremos
el fenémeno de conduccién de calor en una barra para mos-
trar lo que se conoce como aproximacion directa o fisica [2]
y. si incluimos en el problema la generacién interna de ca-
lor, la aproximacion mediante balance energético [3]. Por
tltimo, presentamos algunos aspectos matematicos adheridos
al método de elemento finito, enfocados en la aproximacion
variacional-residuos pesados, apoyados en el método de Ga-
lerkin [1, 4]. La presentacion pretende ser didédctica y con este
fin el andlisis se hard solamente en una dimensidn, que es su-
ficiente para describir las técnicas que subyacen en el método
de elemento finito.

2. Un problema antiguo y el método del
elemento finito

No aparece por primera vez con el método de elemento finito
la idea de representar un dominio dado como una coleccién
de elementos discretos. Esta idea se remonta a la antiguedad
con las matemadticas griegas. Arquimedes (siglo I D.C.) hace
una estimacién del valor de 7 hasta 40 digitos, al darse cuenta
que el perimetro de un circulo se podia aproximar mediante el
perimetro de poligonos regulares; uno inscrito y otro circuns-
crito. Arquimedes pudo asi representar al circulo como una
sucesion de longitudes de poligonos regulares con un nimero
creciente de lados. El perimetro de la circunferencia serd el
limite de esa sucesién de longitudes y se denota por 2. Espe-
cificamente, si p,, representa la longitud del poligono inscrito
de n lados y ¢,, el correspondiente circunscrito, entonces

Pn < 21 < gy,

aqui como n aumenta, py, Yy ¢, se aproximan monétamente a
2. A partir de la expresién

pam =2m\/2+\/2+\/2+---+\/§,

podemos calcular aproximadamente el valor de 27 [7].

Determinemos el drea de un circulo de radio R mediante
aproximacion de esta drea por medio de poligonos regula-
res inscritos y circunscritos. Podemos considerar el circulo
como colecciones de tridangulos (Fig. 1). En este caso, la su-
ma de las dreas de los tridngulos empleados para representar
el circulo serd el drea aproximada de este circulo. De esta
manera, el circulo queda representado con dos colecciones
o mallas uniformes de elementos (pues los elementos en ca-
da malla son idénticos) que constan de un nimero finito de
tridngulos: los inscritos T''¢) y los circunscritos 7€), Con-
sideremos dos elementos tipicos, uno de cada malla, 7(¢) y
T'®), los cuales consideraremos aislados y calcularemos sus
propiedades, es decir, sus dreas (Fig. 2). Si a'®) representa el
drea del tridngulo T(¢) y a(¢) el drea de T(¢).

FIGURA 1. Aproximacién del circulo mediante poligonos regula-
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FIGURA 2. Elemento finito para el cdlculo del drea del circulo para
ambos elementos.

Para cada elemento (e), encontramos:

para T'®:p= Rseng = H’cos:;g

para 7). h=R b:Rtang.
Como son poligonos regulares de n lados, el dngulo @ estd
dado por § = 2m /n, asi el drea de los tridngulos es
2
(e) _ R 27

a‘'®¥) = — sen—
2 n

s . m
y @ = R%tan—.
n
Ahora sumemos las dreas de los elementos individuales
n

AZT=3"0a® y A =%"a®, (1)
e=1

e=]
que son iguales a
H 2T ’ ; T
AV =n—sen— y A® =nR%tan .
‘ 2 n n
La ventaja de este problema es que conocemos la solu-
cion exacta, que es A”) = 7 R? por lo que podemos estimar
el error en esta aproximacion. Los errores de la aproxima-
cion son iguales a la diferencia entre el drea del sector circular
5() y la correspordiente del trigngulo (Fig. 3): |5(&) — ale)]
y |8 — a(®)|, con St€) = 3 R?6 (drea del sector). Asi,

’S(E) — a“'} =i (I = % sen2—ﬁ) )

n n
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FIGURA 3. Exceso y defecto en la aproximacién del circulo por
triangulos.

Los errores globales se obtienen multiplicando por 7 estas
expresiones:

: n 2
R? — — sen—
(TT 5 sen = )

; T
R? (n tan — — Ti')
n

2 i
mR? - A,

Il

A®) — gR%,

las cuales tienden a cero cuando n — oo. En efecto, sean
r=2/nyy = 1/n,entonces

5 SENTIT

. " 2
lim A;“ = lim R*"—— =nR",
n—+00 z—0 X

. ,tanmy ;

% 2 . E 2
lim A = lim R*—— = 7R*.
n—oo y—0 i

Conviene hacer un resumen del proceso anterior. Los pa-
sos mds importantes que hemos seguido pueden resumirse
como sigue: la regién o dominio continuo (circulo) lo hemos
representado por medio de una coleccién de un nimero finito
n de subdominios (triangulos). Hemos logrado asi una dis-
cretizacion del dominio. A cada una de las subregiones las
llamaremos elementos finitos, y a la coleccion malla de ele-
mentos finitos (en el ejemplo hemos propuesto dos mallas, y
como los elementos son iguales, ésta se dice uniforme).

Podemos discretizar el dominio en distintas mallas con
diferentes tipos de elementos que dependerdn de la forma
gcométrica del dominio. En la aproximacién del drea del
circulo se pueden utilizar combinaciones de rectangulos y
tridngulos para aproximarnos “mds cercanamente’.

Después, un elemento tipico (tridngulo o rectingulo) es
aislado, y sus propiedades (dreas) son desarrolladas. Pode-
mos llamarlas ecuaciones de los elementos (ecuaciones que
sirven para calcular el area). Si consideramos mds de un tipo
de elemento en la representacion del dominio, hay que aislar
cada clase y desarrollar las propiedades para cada uno de los
elementos tipicos.

Obtuvimos el drea aproximada del circulo al “reunir” las
propiedades de los elementos finitos; este proceso se conoce
como ensamblaje. En este ejemplo, el ensamblaje consistio
en sumar las dreas de los elementos individuales [Ec. (1)].
Como en este problema conocemos la solucidn exacta, esti-
mar el error de la aproximacion no presenté ninguna dificul-
tad, sin embargo, habitualmente no conocemos la solucion
exacta y estimar el error en esto casos es una tarea comple-
ja desde el punto de vista matematico. Ademds, s6lo hemos
considerado errores que proviene de aproximar el dominio;
en general hay que considerar otros tipos de errores.

Con este ejemplo sencillo hemos ilustrado algunas de las
ideas principales del método de elemente finito. Falta, sin em-
bargo, explicar otros hechos que son importantes y que aun
no hemos considerado. Busquemos expresar estos hechos a
través de la discusion de la conduccion de calor en una barra.

3. Elemento finito y conduccion de calor

La conduccidén térmica es un fendmeno de transporte en el
que se transfiere energia de una region a otra con un cam-
bio correspondiente de la temperatura. La conduccion tiene
su origen en una diferencia de temperatura, la cual produce
un flujo neto de energia en el sentido en que disminuye la
temperatura.

La conduccién térmica es un proceso meramente molecu-
lar, por lo que ocurre en forma diferente en sélidos, liquidos
y gases debido a la diferencia de movilidad molecular en los
tres estados. En los gases, y en cierta medida en los liquidos,
la conduccién térmica es el resultado de colisiones entre las
moléculas. En regiones en que la temperatura es mds al-
ta, las moléculas tienen velocidades mayores que en regio-
nes con temperatura menor. Existen, entonces, colisiones en-
tre moléculas que se mueven mds rdpido y las que se mue-
ven mds lento, lo que produce una transferencia de energia
cinética de las moléculas mds rdpidas hacia las mas lentas.
La energia transferida a la region de moléculas con movi-
miento mas lento (las cuales se encuentran en la regién con
temperatura menor) se denomina calor.

En cambio en los solidos la situacién es distinta, al no
existir movimiento molecular, el inico movimiento se pro-
duce por la vibracién de las moléculas alrededor de sus posi-
ciones de equilibrio. En regiones con mayor temperatura, la
energia vibracional es mayor que en regiones con tempera-
{ura menor y, como consecuencia, es esta energia vibracio-
nal la que se transporta a lo largo de todo el sdlido. En los
metales existe un efecto adicional, ya que los electrones de
conduccion pueden moverse libremente en todo el volumen
del metal. Estos electrones se comportan en forma similar a
las moléculas en un gas y tienden a difundirse a través del
metal de la region caliente a la fria; transfiriendo energia por
colision con otros electrones v con los iones de la red en la
region mas fria.

Desde el punto de vista macroscopico, la conduccion
térmica o conduccion de calor depende bdsicamente de las
propiedades fisicas del cuerpo, su forma geométrica y la di-
ferencia entre las temperaturas de las diferentes partes del
cuerpo.

La relacién basica para la transferencia de calor por con-
duccion de calor fue propuesta en 1822 por el cientifico
francés Joseph Fourier (1768-1830). En ese entonces el flujo
de calor era de interés practico para el manejo de metales y de
interés cientifico porque se queria determinar la temperatura
en el interior de la Tierra.

Para analizar el fenémeno de conduccién de calor consi-
deraremos una pared homogéna, cuyos extremos se mantie-
nen a temperaturas constantes 7, y T (Ty > Tb). Supondre-
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dx

T, i

— X

F1GURA 4. Conduccién unidimensional de calor en una pared ho-
mogénea sin generacion interna de calor.

mos que la temperatura sélo varia en la direccion x y que no
hay generacion interna de calor. Las superficies isotermas son
las secciones transversales al eje @« (Fig. 4). A una distancia
2. en el interior de la pared, separemos una capa de espesor
. Llamemos ¢ a la densidad de corriente de energia (densi-
dad de flujo de calor) debida a la diferencia de temperatura,
es decir, la energia que atraviesa en la unidad de tiempo un
drea unitaria perpendicular a la direccion en que tiene lugar
el flujo de energra. Segin vimos arriba, este flujo de energia
tiene lugar en el sentido en el que la temperatura disminuye.
El cambio de temperatura por unidad de longitud (o gradien-
te de temperatura) del material es, entonces, dT'/dx. La ley
de Fourier establece que, a menos que la temperatura varie
muy rapidamente en una distancia corta, ¢ es proporcional a
dT /dx, es decir,

dT
=k—

dr
donde £, la conductividad térmica del material, expresa las
propiedades fisicas de éste y caracteriza su capacidad para
conducir calor. EI signo negativo indica que la energia flu-
ve en el sentido en que la temperatura disminuye. Aunque
¢l mecanismo de conduccién de calor es diferente en gases,
liquidos y solidos, la ley de Fourier se aplica a estos tres es-
tados de la materia.

Si consideramos a & como constante [generalmente & =
()], de la ley de Fourier

q‘:

q
k
pero si es régimen estacionario, ¢ es constante en cada sec-
cion, entonces

dTl’ = —=dz,

= ¢
T =-2p 4 cte
k
LLa constante la podemos determinar a partir de las condicio-
nes de fronteral =0, T'=T, o =Ly TP =TsL esla
longitud de la barra). Asi,

! q, o
Ty =~k 1Y,
3= =l +1

0 bien

k

q =

Sika

j " i
Ly Lz =Ly —

= X

FIGUrRA 5. Discretizacion de la pared en donde se realiza la con-
duccién de calor.

“La cantidad de calor transmitida a través de una unidad
de superficie es directamente proporcional al coeficiente de
conductividad térmica y a la diferencia de temperatura AT
que existe en los extremos de la pared, e inversamente pro-
porcional al espesor de la pared”, por lo que

La temperatura en una pared homogénea varia linealmente si
el coeliciente de conductividad térmica es constante.

Aunque esto dltimo no siempre sucede, pues existe una
fuerte dependencia de la conductividad térmica con la tem-
peratura y, por ende, con . Aun asi, podemos aplicarlo a pa-
redes multilaminares: muros formados por varias capas hete-
rogéneas, denominados muros de capas multiples, por ejem-
plo, paredes de edificios, revestimientos de hornos y calderas,
etc. Para analizar este problema emplearemos algunas de las
ideas basicas del método de elemento finito mostradas en la
seccion anterior.

Consideremos, entonces, una seccion del material divi-
dido en un cierto nimero de capas o elementos finitos con
conductividad térmica constante. Las caracteristicas de ca-
da capa del material o elemento finito quedardn establecidas
por la ley de Fourier. Llamaremos nodos, para cada elemen-
to finito, a los puntos de los planos que limitan a cada capa;
claramente, la temperatura en cada nodo representard la tem-
peratura uniforme en el plano correspondiente. Tomaremos, a
modo de ejemplo, sélo tres elementos finitos (capas) y cuatro
nodos (Fig. 5) que usualmente se denominan nodos globales.
Usaremos la notacion (1), (2) y (3) para los elementos finitos
y 1. 2, 3, y 4 para los nodos (lo correcto seria 1, z2.,x3. Y
x4, pero por simplicidad se emplea generalmente esta nota-
cidn). Como antes, consideremos un elemento tipico. En este
elemento (Fig. 6) los nodos 1y 2 son nodos locales, k'€) es 1a
conductividad térmica del elemento () y (]E") y q:(;') son las
densidades de flujo de calor que entran y salen a los nodos 1
y 2. Por la ley de Fourier se sigue que

(e) _ K i) _ ple)
T G -
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(©)

K(e)

/‘\_’
() (e)

q, q,

- L
1 2

FIGURA 6. Elemento tipico del conjunto con que se discretizé la
pared.

con Tf = y Tée) las temperaturas en los nodos 1y 2, respecti-
vamente. Por conservacion de energia

¢ = —q",

por lo que

(e)
e) _ K (€) _ mle)
g = ‘m (Tl T-z ) >

en donde hemos empleado la convencién de que el calor
aiadido es positivo y el rechazado negativo (T ](e) = Tée}).

Si las dos ultimas ecuaciones las escribimos en forma ma-
tricial, se tiene

k(e k(e '

o 1o [B7] _ [d°
Lle) k(e) T?-(e) qéﬁ)
“LE L

para (e) = (1), (2) y (3). O bien,

] [r] =[] () (1:7) = (7).

donde [k®)] es la matriz de coeficientes de conductividad
térmica o matriz de rigidez (este nombre proviene de un pro-
blema de estructuras, que fue en donde se aplico el método de
elemento finito por vez primera), [T(*)] es el vector columna
de temperaturas nodales y [¢'¢)] el vector columna de densi-
dad de flujo de calor nodal. Notemos que la matriz [k:(")] es
simétrica.

Ahora procedamos a ensamblar los elementos finitos. Pa-
ra llevar a cabo el ensamblaje proponemos construir la topo-
logia del sistema; es decir, realizar una identificacion y regis-
tro de cudles son los nodos globales que pertenecen a cada
uno de los elementos y cémo se corresponden con los nodos
locales. Como vemos, la topologfa del sistema es la que nos
indicara la forma en que se van a unir los elementos mante-
niendo la continuidad. El ejemplo que hemos escogido hace
que la topologia sea muy sencilla, pues s6lo basta establecer
una correspondencia entre los nodos locales y globales, como

TasLA I. Tabla de correspondencia entre nodos locales y globales
para el problema mostrado en la Fig. 5

Elemento Nodo Local Nodo Global
(1) 1 1
2 2
2) 1 2
2 3
(3) 1 3
2 4

™ =T,
T =1 =T,
y en cuanto a los demds términos:
kB3 = kg

B =k, k2 = ks,

-«

tWM=f, LFl=Ll, L[M=L,
El ensamblaje se realizard con una aproximacion directa o
fisica. Calculemos, entonces, la densidad de flujo de calor

neto que entra a cada uno de los nodos globales:

Nodol : q=k—1(T1uT2)
L
ky ky .
Nodo?2 : O:L—z(n—n)fﬁm-m
Nodo3 : O—k—B(TfT)fk—"](T—T)
R 7
ks
Nodod: qg=—— (15 —-Ty).
Lii

Para los nodos 1 y 4 se adopta la convencion usual de que
calor afiadido es positivo y rechazado negativo. En cuanto a
los nodos 2 y 3, hay que tomar en cuenta que la densidad
de flujo de calor neto es cero. Podemos escribir estas ltimas
ecuaciones en forma matricial:

[k ky ]
2 o= 0 0
L, Ly i} q
kl k] !\72 ATZ
o SR s - 0 e
BT T &l |9
0 _E A_2 + A_3 _ﬁ T.’i 0
Ly Ly L3 Lj
0 0 ks ks [ UL
= Lif L3 -

Rev. Mex. Fis. 44 (3) (1998) 290-302



ASPECTOS FISICOS Y MATEMATICOS DEL METODO DEL ELEMENTO FINITO 295

o0 bien:
(K][T] = [g] -

A la matriz [k] se le conoce como matriz de rigidez ensam-
blada.

Aun cuando las matrices de rigidez por elementos y la en-
samblada sean singulares (no podemos encontrar su inversa,
pues su determinante es cero), facilmente podemos llegar a
las siguientes ecuaciones:

TQZTI_Q%E THZTE—QJ;—;Z*Td'*‘fI%w
con
T, — Ty
CE R R
Ly Ly Lj

que son las ecuaciones del flujo de calor para un muro multi-
laminar [8]. Para conocer las temperaturas intermedias (75 y
T3) basta conocer los valores: 1, T4, k1, ko, k3, L1, Lo y L3;
después es posible determinar la densidad de flujo de calor.

El sistema de ecuaciones no podrd resolverse mientras la
matriz [k] sea singular, pero esta matriz puede ser modifica-
da si tomamos en cuenta las condiciones de frontera. Antes
de realizar esto, es conveniente revisar retrospectivamente el
proceso de ensamblaje.

La matriz de rigidez ensamblada o global contiene, como
podemos percatarnos, entradas que pueden obtenerse suman-
do las entradas correspondientes a las matrices de rigidez de
cada elemento, de acuerdo a una adecuada colocacién en la
matriz de rigidez global. Esta idea surge de una consideracién
fisica: el vector de carga resultante en un sistema de resortes
lineales se puede obtener al sumar las cargas de los elemen-
tos individuales con una localizacién apropiada en la matriz
columna.

Esto sugiere (recordemos cémo se obtuvo el drea aproxi-
mada del circulo) que las matrices de rigidez de los elementos
las podemos concebir como submatrices de la matriz de rigi-
dez global, poniendo ceros en las entradas que no estén ocu-
padas por la submatriz. De manera que la matriz de rigidez
global se puede obtener simplemente sumando las matrices
asi construidas.

Para nuestro ejemplo, las matrices de cada elemento serdn
submatrices de una matriz de 4 x 4, que es el orden de la ma-
triz global. EI mismo procedimiento se aplica al vector co-
lumna de densidad de flujo de calor, es decir, se considerara
como submatriz de una matriz de 4 x 1, afiadiendo ceros en
las entradas extras. Tenemos que considerar, entonces, las
siguientes matrices:

kq ky
L—l T 0 0 q
; ky ky —q
KM -— = 00 M| =
[ } 1 %1 g 1 : [q ] 01"
0
0

Hacer k._, =0
y 9.=0
{1 -
Para i=e, e+l j=e¢, e+1
ke o) 1
T . J8 B
e o T n . -q I=et
o= TE iz AT N9 vl
5 demais i
0 paralas
demas i,

! | kb
9,=q,+q°

FIGURA 7. Diagrama de flujo para obtener las matrices globales
ensambladas.

bk 0
R A i E B A
Ts Tu 0

o o 0 o

00 0 0 0
SR L I R
'3 3 ==

_0 0 - 7 | 4

Sumando cada una de éstas, obtenemos

3 3

k=3 [k(c)] L @=% [q(e)] .

e=1 e=1

Este proceso muestra la esencia del algoritmo que se em-
plea para realizar ensamblajes en el método de elemento fini-
to (ver Fig. 7). Desde el punto de vista computacional, este
algoritmo debe modificarse si se tienen limitaciones de me-
moria, pues el nimero de ceros que se manejan es alto. En
general, si el nimero de capas en consideracién fuera F, ten-
dremos que elegir £ + 1 nodos y la matriz de rigidez global,
junto con la matriz de densidad de flujo de calor, puede obte-
nerse con el algoritmo mostrado en la Fig. 7.
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Ahora hien, la matriz [F] es singular y no puede invertir-
se. La inclusion de las condiciones de frontera resuelve es-
te problema. Al inclujr las condiciones de frontera es con-
veniente notar que las que se refieren al flujo de calor cn
cada uno de los nodos (—kdT/dx|,—,,) ya han sido in-
cluidas durante el ensamblaje (estdn explicitas en la matriz
lq] i g = —kdT Jdz|y—z, = kdT/dx|z=z,): Aestetipo de
condiciones se les llama condiciones de frontera naturales o
de Newman, y a las variables involucradas en este tipo de con-
diciones se les llama variables secundarias. Las condiciones
de frontera que especifican la temperatura en los nodos no
estan incluidas en el proceso de ensamblaje y deben especi-
licarse. A estas condiciones, por tanto, se les llama condicio-
nes de frontera esenciales o de Dirichlet, y a las variables,
variables primarias.

Supongamos que tenemos especificados los valores en la
frontera de la temperatura sélo en los extremos: T(xy) =T
y 1T'(ry) = T}. Para ejemplificar, consideremos el sistema

}.’] 1 f.';g 0 0 T] {q
i.‘g 1 ]\"_!3 ]\'23 0 T-_g = 0
0 ks kg Fag Ty 0
() 0 ]\'.13 .I\T.| 1 T‘.j —q
Desarrollando, obtenemos las siguientes ecuaciones
Fy
e T = T) = 5
I, (1 o) q
oo T + kag Ty = — ko T,
FaaTo + kasTy = —h3aTy,
ks
T —Ty) = q.
s (13 1) =4

Las variables primarias (75 y 7). que son incognitas, las po-
demos obtener de la segunda y tercera ecuacion del sistema
anterior. Las variables secundarias (¢) de la primera y cuarta,
después de haber determinado las variables primarias desco-
nocidas.

Podemos reescribir el sistema de manera conveniente-
mente en forma matricial:

1 0 0 0 T, Ty
0 ksy ks 0] |T2 —ka1 Ty
0 kg kgy 0] [T3 —kasTy
0 0 [0 0 U 787 Ty

La nueva matriz [/] de este sistema es ahora invertible, por lo
que es posible resolver el sistema y determinar las variables
primarias y, con ellas, las variables secundarias. La conve-
niencia de escribir el sistema de este modo es que nos ayuda
a especificar las condiciones de frontera esenciales cuando
se presenten sistemas de n ecuaciones con n incognitas. En
efecto, supongamos que tenemos las matrices [k;;] y [q:] de
orden i xn y nx 1, respectivamente. Para la especificacion de
las condiciones de frontera, procedemos como sigue [9]: si ¢
es el subindice correspondiente de una variable nodal prescri-

Le .
o
-

}—‘x

FIGURA 8. Barra aislada en donde se estudiara la transferencia de
calor a lo largo de x.

! ﬁ-CO— e 45
hx

FIGURA 9. Balance energliico en un elemento tipico de la barra.

ta, el i-esimo renglon y la i-esima columna de [£] se igualan
a cero, y ki = 1. El término ¢, del vector columna [g] se
reemplaza por el valor conocido 75, Cada uno de los n — 1
términos de [g] se modifican al restar de este término el valor
de la variable prescrita, multiplicada por el término de la co-
lumna apropiada de la matriz original [k]. Este procedimiento
se repite para cada uno de los valores prescritos hasta que to-
dos ellos sean incluidos.

Una parte medular del método del elemento finito es ob-
tener un sistema de ecuaciones como el anterior. Pero, como
podemos percatarnos, hasta el momento sélo hemos discre-
tizado el dominio en elementos finitos, falta todavia obtener
la aproximacion de la funcion que es la solucion al problema
que nos interesa. Esta aproximacion a la solucion se presenta
mediante funciones, que usualmente son polinomios, que la
interpolan localmente en los elementos finitos y, después de
ensamblar, lo hacen globalmente. Por lo que, ademads de dis-
cretizar el dominio, hay que aproximar a la funcién solucién
mediante polinomios [lamados, por esta razén, polinomios de
interpolacicn.

3.1. Balance energético para un elemento finito

Consideremos ahora el flujo unidimensional de calor a través
de una barra aislada que posee una fuente interna de calor
(como una resistencia eléctrica). Supondremos que la barra,
de longitud L, tiene seccion transversal unitaria y que la tem-
peratura es unitorme sobre cada seccién transversal (Fig. 8).

Dividamos la barra en elementos finitos (por la uniformi-
dad de la barra, basta conocer la temperatura en un punto, a
saber, el nodo) y consideremos sélo uno de ellos (Fig. 9). La
longitud del elemento (¢) es Ax. Representaremos por 7'¢)
y U4 a la distribucién de temperatura y a la energia interna,
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respectivamente. La razon a la que se genera calor, por uni-
dad de longitud y unidad de tiempo, se representa por f(x) 0
£1) para el elemento (e), y ¢') representa el flujo de calor
en la direccion x, por unidad de drea y unidad de tiempo, a
través del elemento. Los cambios que ocurren en el elemento
(¢) durante un intervalo de tiempo At, es el incremento neto
de calor (AQ()):

AQ' = flujo de calor que entra — flujo de calor que sale

+ calor generado,
es decir,
A(e)
AQY = ¢lPAL — (q“) + %A.r) At + fOAzAL,
il

dg'®)

AzAt + fOAzAL,
dt

ALY =

Para un sélido, la energia interna es una funcién continua
de la masa. De ahf que exista una funcion ¢, llamada energia
interna especifica, tal que

U= /pc’.(ﬂ"r.
"J_

donde p es la densidad del material y V' el volumen. De es-
ta ecuacion obtenemos que el incremento de energia interna,
por intervalo de tiempo, en el elemento (e) es

0 = p®e@ Ag.

Dado que no se realiza trabajo, la primera ley de la termo-
dindmica establece que

AQ =U,
ast

1g'e)
G T
p dt

Como en los sélidos se cumple que é¢¢) = ¢} dT() /dt, sien-
do z-‘l'.' el calor especifico a volumen constante, entonces

dq(")
dt

dT ()
dt

4 flof = p(")(_:(‘f)

para z; < & < xy. Por simplicidad en la exposicion, haga-
mos una suposicion mads: la distribucién de temperatura es
estacionaria, esto es, d7'/dt = 0. Con esto

dq(”

——— 4+ &=
a ! &

Esta relacién que hemos encontrado se cumple sélo en pun-
tos del elemento (e); para obtener una relacion que se cumpla
en la region que comprende el elemento tendriamos que in-
tegrar sobre todo el elemento. Antes de esto, y con el fin de

incluir T explicitamente en la ecuacién, multipliquemos
(2) por T¢):

_l(r}”l' +T(€)f(t) = (3)
t
Como
(e) (e)
_ L gty = 7t % ey 9T
da dr dr
entonces
[T

Integrando sobre todo el elemento:

[ d L dT()
/[—#@mwn+w”!_+ﬂﬂw)@_a )
J(e)

o

que representa una relacion que se cumple sobre una region
finita, a saber, el elemento (¢).

Otro aspecto fundamental del método del elemento finito
es que permite aproximar localmente, sobre cada elemento
(¢), la temperatura, por medio de funciones sencillas que se
derivan generalmente de la teoria de interpolacién. Denote-
mos a los valores de la temperatura en los nodos locales por
T () = Ty T () = TS que, aunque desconoci-
dos, se interpolarin. Dado que se cuenta con dos puntos por
donde la funcién debe pasar, la teoria de interpolacion asegu-
ra que existe un tnico polinomio de primer grado que pasa
por estos dos puntos. En efecto, elijamos una aproximacion
lineal de la forma

T'¢)(2) = azx + b.

Como hemos impuesto las condiciones esenciales de frontera
para el elemento (e):

T4 (2)) = axy + b =T,
T“’)(.l'j) = aTs + b — Té€)< (5)
que en forma matricial queda

Tl( ¢l € 1 (4

| T | 1] [b

de donde se sigue que

o O -1 T s
Ty — 0y ' '

Sustituyendo en (5) resulta

ey, Ty, ‘

TN () = T D

o — T
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1.0

© o1 en2

FIGURA 10. Funciones de aproximacién locales.

o bien
;
Ty =3 TP, (6)
=1
A las funciones
e o — T e r—
V== y ¥=—
e —I1 To— 21

se les denomina funciones de interpolacién locales o funcio-
nes de forma (Fig. 10).

Ademds de que \I!z(e) = 0 fuera del elemento (e), estas
funciones de interpolacién tienen las siguientes propiedades
(Fig. 10):

0, si i#j;
L ) =
@)=V G i
2
L, > '@ =1
=1

La propiedad I nos dice que (3) satisface las condiciones de
frontera esenciales del elemento y II considera la posibilidad
de que la temperatura sea constante en un intervalo (elemen-
to). Es conveniente sefialar que las funciones de interpolacidn
sélo dependen del tipo de elemento en consideracién y no del
problema que se estd tratando.

Sustituyendo (6) en la férmula integral (4) se obtiene

d (o) aw!
——gplelgle) 4 () 273
( dz ¢ +4 dx

+9(9 £ dz = 0.

ZTM /'

=1

Dado que esta expresion debe cumplirse para Ti(g) arbitraria,
se llega a que

L

(
_/(t.) ! Cdr

i gy = _/ % fle) gy
1
(e)

+ [\Ilgc)q(e)rz

Ty

=12

y haciendo la evaluacion:

ey de® ‘
] ¢ —i—dg = — [ ‘I!ft)f(e) dx
- Jiey

+ \PSC)(:r:l)qEﬂ) - (e).

‘I’Ee)(l‘z i q;

parai = 1,2. Aqui ¢!”) = ¢ (1) y @ = ¢l (x,), re-
sultan ser las condiciones ncllumles de frontera del elemento.

Es importante notar que en todo este analisis no hemos
tomado en cuenta el material con que estd hecha la barra. Se
puede caracterizar utilizando una relacion constitutiva para la
densidad de flujo de calor ¢'“) dentro del elemento. La mds
comun es la ley de Fourier:

q(f‘) = —kle)

La conductividad térmica (¢
todo el elemento (e).

Usando nuevamente la aproximacién local para 7(¢)
(Ec. 6):

la supondremos constante en

4 d'IJ(E’

- G)Z (F) dr .

y sustituyendo en (4):

Z/ A(F]d\lfﬁ”d\p;"‘ -
N —— ar =
= Jio dr dr

/ ‘I‘g-")f("’)(i,c - ql(-e),
J(e)

Que se puede escribir como:

2
Z K ~(e) _ + f{f fi(ej'-
donde
dwite) dv")
Ki(;) =/ peritt g dx,
(e) d.l' dil‘
Fe :f Bl ple) g,
(e)
para ¢,7 = 1,2 Ahora si integramos la prlmera de es-
tas expresiones (\I‘ = 1= &fhe ¥y 'IL_, = Z/h., con
0<& € Rh.):
k(&) )
e
(e) _ ) he 4
ij = ;
e
=5 sty
e
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con h, = x5 — x;. El sistema resultante puede escribirse en
forma matricial como

k(e k(e)
= = ( €) (e) e)
he He Tle) _ f]( [F1 + q} ]
Il ol B e I E LT o
e he

El iltimo paso es el ensamblaje, el cual se realiza como
se describié en la primera parte de este trabajo. Si E es el
numero de elementos en consideracién, para cada elemento
se suman submatrices de orden (K + 1) x (E + 1) y vectores
columna de orden (£ + 1) x 1. La imposicién de condicio-
nes de frontera se realiza también en forma similar a la ya
expuesta anteriormente.

Después del proceso de ensamble obtenemos los valores
T, = T(x;), i = 1,...,E + 1, que son los valores de la
temperatura en cada uno de los nodos globales. Adn mas, por
las propiedades de las funciones de forma, podemos obtener
la solucion aproximada T para todo el dominio:

N
T ~ Th(z) = Z (ZT () g ) =Y Tidi(x), ®)
J=1

e=1 i=1
donde ®,(x), J=1,... ,N (N = E —1),sonlas llama-
das funciones de interpolacidn global:

vl ()
d,(z) =
J(:’) {lIJ(lJ)(r)

Tyga Sz < a3y

Ty LT < 2y4

4. Algunos aspectos matematicos del método
del elemento finito

4.1. Planteamiento del problema

Regresemos nuevamente al problema de hallar la distribucién
de temperatura T'(z) en una barra de longitud L. Considere-
mos por simplicidad L = 1y con la intencién de simplificar
la notacién, denotaremos a la temperatura por u(z) en lugar
de T'(x), de tal suerte que nuestro problema se reduce a hallar
u(x) tal que

ar:Z
€T
¥g=f 0szgl,
u(0) = 0; u(1)=0. (9)

La solucién u(xr) a este problema debe tener, al menos,
segunda derivada continua, propiedad que también debe cum-
plir cualquier solucién aproximada 7 (x) a este problema. En
lo que se refiere al método del elemento finito, las restriccio-
nes de continuidad de la solucién se reflejan en limitaciones
de, por ejemplo, la clase de elementos que se pueden utili-
zar para discretizar el dominio y en el tamafio de las matri-
ces involucradas. Por otro lado, en el caso del problema (9),
podemos ver que buscar una solucién con primera derivada
conlinua es una restriccion muy severa.

L u(x) ' u'(x)

-0.5 —

FIGURA 1. Solucién al problema (10) y su primera derivada.

La dificultad se encuentra en la “suavidad” del término
no-homogéneo de (9), que constituye la informacién o los
“datos™ del problema. Como ejemplo, consideremos el si-
guiente problema:

w(l) = 0. (10)
La cantidad 6 (= — %), la delta de Dirac, puede interpretarse

como un pulso unitario de corriente en la fuente interna de
calor. La solucion de (10) es

0<a

IA
(SR

iifm)—=

= pa| 5

<z

B2 =
l/\
it

5(1 —x)

La grifica de esta expresion, junto con la de su primera deri-
vada se muestran en la Fig. 11.

En la figura observamos que la solucién u(z) de (10) pre-
sentaen su primera derivada un salto unitarioen z = 1/2, por
lo que u"(z) no existe. ;Cémo puede entonces una funcién
u(x) ser solucién al problema (10), en 0 = 35185
segunda derivada no existe en todo el intervalo, debido a lo
irregular de los datos del problema?

Esta clase de dificultades pueden evitarse en algunos ca-
s0s formulando el problema (9) de una manera alternativa lla-
mada formulacion débil o variacional. Es importante senalar
que esta formulacién no siempre es posible de obtener. En
nuestro ejemplo es posible, como veremos enseguida.

4.2. Formulacion variacional del problema

La idea principal consiste en llevar el problema de un plan-
teamiento diferencial (9) a uno integral, como se hizo en la
seccion anterior. Esto se consigue multiplicando (9) por una
funcién v(x), llamada funcion de prueba, e integrando sobre
todo el dominio, de manera que el problema se transforma en
hallar u(z) tal que

.1 2 .1
1> u
/0 (—A'erg) vl = /) fudz,

u(0) = 0 f(l) =

D1

Il
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que debe cumplirse para toda v(z), tal que v(0) = v(1) = 0.
Integrando por partes (formula de Green) y tomando en cuen-
ta que v = 0 en los extremos, obtenemos un planteamiento
mas simétrico del problema: hallar u(x) tal que

S
/ (k u'v' — fv) do =0, fxaxl
0

w(0) = u(l) = 0, v(0) = p(1)=0.

Podemos notar que ahora u(z) necesita tener solo pri-
mera derivada continua [lo mismo ocurre con v(x)]. A cam-
bio, ahora debemos asegurarnos de que el primer integrando
de (4.2) pueda evaluarse. Si tomamos v = u, esto se traduce
en que las integrales del tipo [Ul (u')? dr sean finitas, esto es,
j“] (u')? dr < oo, Laclase de funciones que cumplen con es-
ta restriccion se dice que son funciones con primera derivada
cuadrado integrable.

Esta clase de restricciones y, en general, el planteamiento
del problema, se pueden escribir en una forma mds compacta
y util si agrupamos las funciones en clases. Todas las funcio-
nes w con primera derivada cuadrado integrable y nulas en los
extremos, se agrupardn en una clase que llamaremos H . de tal
suerte que u € H si f“l(zr')zdr < oo y w(0) =w(l)=0.
De otra manera, la clase H se define como

1
A = {u' | / (w')?dz < oo, w(0)=w(l)= 0} .
J 0

Con esto, la formulacién variacional del problema (9) se pre-
senta de la siguiente manera
Hallar v € H tal que

1
/ (ku'v' — fv)dz =0, Yv € H. (11)
4]

La clase H se denomina clase de funciones admisibles
de (11).

Es interesante notar que pasar de (9) a (11) ha implicado
debilitar progresivamente los requerimentos de suavidad de
la solucion y, por tanto, aumentar la clase de datos para los
cuales nuestro problema tiene sentido.

Es posible conocer la naturaleza de la clase de funciones
H en un contexto més general, en el sentido de que sea igual-
mente vilido para problemas diferentes a (9), como pueden
ser problemas de transporte o de mecdnica de solidos. Ge-
neralmente [ se identifica con una clase bien conocida de
funciones llamada clase de Sobolev, y denotada por H™ (§2),
que se define como sigue.

e Supongamos que () es una regién acotada en R* (en
el caso del problema (9), 2 es una regién en R' dada
por0 < 2 < 1)y que u = u(z,y,z) es una funcién
de posicién en . Entonces u € H™(£2) si u y todas
sus derivadas parciales de orden menor o igual a m
son cuadrado integrables. En notacion compacta, para
Q C R?, escribimos

Ju du d"Mu

B e | e
() {” | Oz’ dy Gz™

€ LZ(SZ)}.

donde L?(£2) se usd para denotar a la clase de funcio-
nes que son cuadrado integrables en €2.

Como ejemplo podemos considerar la funcion u(z) de la
Fig. 11. Claramente, u' es discontinua en = 1/2, sin em-
bargo es cuadrado integrable, pués ‘];: (u")? do = 1/4, por lo
que u(r) € H'(0,1).

Es usual tomar también en cuenta las condiciones de
frontera al definir las clase de Sobolev. Asi, denotamos por
Hi'(92) al espacio de funciones que estan en H™(€1) y que
ademds

0 du 9% u _0 g™ty
=5 (’)n_l' on2 i
en la frontera de 2, donde n es el vector unitario normal que
apunta hacia afuera de la frontera.

Y con esto completamos el formalismo basico para poder
plantear de manera més concreta cualquier problema varia-
cional con valores en la frontera. En particular, regresando al
problema (9) y a su forma débil (11), podemos ver que la cla-
se H de funciones admisibles en £ = (0, 1) es justamente la
clase de Sobolev H1(0,1), de manera que el planteamiento
variacional de (9) de hallar u € H} (0. 1) tal que

=0,

1
/ (ku'v' — fv)de =0, Vve Hy(0,1). (12)
0

El método del elemento finito que hemos aplicado, parte de
este ultimo planteamiento para hallar una solucién aproxima-
da a (9) siguiendo el procedimiento mostrado en la Sec. 3.

Aunque no se hizo explicito en ese momento, ahora po-
demos apreciar que al aplicar la férmula de la derivada de
un producto de funciones en (3) lo que conseguimos fue for-
mular el problema, originalmente diferencial (2), en forma
variacional (4).

Antes de considerar aspectos del método del elemento fi-
nito en H™(€2) es ilustrativo revisar un método para obtener
una solucién aproximada de (12) que involucra un procedi-
miento que es justamente el punto de partida del método del
elemento finito.

4.3. Aproximacion de Galerkin

El método de Galerkin consiste en buscar una solucion apro-
ximada de (12), pero no en todo el espacio H}, sino en un
subespacio de dimension finita N, HN) de Hy (H™Y) C
H\). De manera que ahora el problemaces hallaruy € HN),
tal que

-1 r1
/(m@@m;/(ﬂww.vmenm.mm
J0

40

Ahora, si {¢1, &2, ... ,¢n} es unabase de HWN) (esto es,
son linealmente independientes y generan a HN)), cualquier
un € H'™) se puede escribir como

N
UN = Z a;di(z),

=l
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donde & € [0.1]. De manera que dada la base {¢;}, los co-
cficientes v; pueden determinarse sustituyendo la expresion
anterior en (13), ‘

Entonces, dados uy y vy de H(()M, podemos escribir

N N
un = Y i), y un = 3. Bidi(x).  (14)
=] 1=1
Y puesto que las {¢;} son conocidas, uy estard com-
pletamente determinada una vez que los coeficientes «; sean
calculados*
Sustituyendo (14) en (13) se obtiene un sistema de N
ecuaciones lineales para los N coeficientes o;:

N
E Biiigi= By
=1

parai = 1,2,..,N. O bien [K][a] = [F], donde [K] es la
matriz de rigidez y al vector [F] se le denomina vector de
cargd.

Es importante notar que la calidad de la aproximacion de-
pende de la eleccion de las funciones ¢;, ya que, una vez defi-
nidas, la determinacién de los coeficientes a; es un problema
meramente computacional.

4.4. El método del elemento finito en H™ (£2).

El método de Galerkin provee una estrategia para construir
soluciones a problemas con valores en la frontera pero, como
puede apreciarse, tiene el inconveniente de que no incluye
una forma sistematica para escoger las funciones de aproxi-
macion ¢;(x); la eleccion es diferente para cada problema vy,
puesto que estas funciones deben satisfacer las condiciones
de frontera, su eleccidn resulta tanto mds dificil cuanto mas
irregular sea la geometria. El método del elemento finito ofre-
ce una forma general y sistemadtica para generar las funciones
base ¢; ().

Antes de mostrar como este método procede para generar
estas funciones, es necesario introducir un nuevo cambio en
la notacion. En la formulacion variacional (12) denotamos a
las funciones de prueba por vy y a la solucion del problema
por uy. donde N es un pardmetro que indica el nimero de
funciones base que generan H[(,N). En el planteamiento ma-
tematico del método del elemento finito es costumbre usar la
longitud /i del elemento utilizado para discretizar el dominio
como el parametro que sustituye a N. La idea es que mientras
mas pequeiio sea el valor de /i, se necesitardn mds funciones
base para H[()‘\ ' Asi, en lo que sigue, denotaremos a vy
y H[_[,M por v, Uy ¥ Hém.

Como se ha mostrado a lo largo de este trabajo, el primer
paso del método del elemento finito consiste en reemplazar
el dominio {2 de la solucién al problema, por una coleccion
1, de dominios simples €2,.: los elementos finitos. Esto es
(Fig. 12),

s Q,l,.

E
0, = th.
e=1

(¢

FIGURA 12, Discretizacion de un dominio arbitrario en elementos
finitos.

Para las funciones base ¢, usualmente se eligen polinomios
(principalmente porque son estables desde el punto de vista
computacional) que se construyen de la siguiente manera:

e Sobre cada elemento finito €2, se construye una funcicn
de aproximacién local ¥, i = 1, .., N, (Ec. 7), de ma-
nera que la solucion uy, en el elemento 0, es (véase la
Ec. 6):

Ne

u:.f) = Z ﬂ;‘l’i-e)(.l').

3=1

o Las funciones globales de interpolacion ®;, se obtie-
nen uniendo topologicamante las funciones de aproxi-
macion locales como se mostré en la seccién anterior
(Ec. 8). Dado que las funciones locales tienen la pro-
piedad de asumir valores 1 o 0 en los nodos (Fig. 10),
es directo generalizar esta condicién a cualquier deri-
vada de la funcion de aproximacion:

gy (€) ('-} 5 .
d™ 0 (s si
i) ], si sy
dx? 0

» Entonces, en un nodo global z; € €y, las funciones de
interpolacién globales ®,(x) deben tener también la
propiedad de que su valor, o el de sus derivadas, sea 1
o U en ese nodo. Como ejemplo, supongamos que cier-
to nodo 7 es compartido por £ elementos finitos. Las
funciones locales correspondientes a cada uno de estos
clementos deben combinarse en tal forma que resulte
una sola funcién global ¢; para ese nodo que satisfaga
los requerimentos de continuidad entre elementos [ver
Fig. 10y Ee: (15)].

En analogia con el método de Galerkin, al generar las fun-
ciones de interpolacidn globales € ;, obtenemos una base del
espacio H", donde H" ¢ H™(). A los elementos finitos
en donde se definen funciones @ con esta propiedad, se les
denomina elementos conformes. Para determinar condiciones
suficientes para que un elemento sea conforme, debemos ob-
servar que puesto que las funciones vj, son, por lo general, in-
finitamente regulares (polinomios) en el interior de todos los
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elementos, la regularidad de las funciones en todo ) depende
de hasta que orden de derivadas son continuas en la frontera
entre elementos. Denotemos por C™(£2) la clase de funciones
con derivada continua de orden n en Q. Si v, € C%(€2), pero
hay, por ejemplo, un escalén en la derivada de vy, normal a
la frontera entre elementos, entonces 3°vy, /On? (donde n es
el vector normal a la frontera del elemento) estard indefinida.
En consecuencia, v, € H'() pero vy, ¢ H*(). En gene-
ral, si vy, es tal que sus derivadas de orden m —1 son continuas
en £, esto es v, € H™ (1), entonces v, € H™(NN)y ta-
les elementos conformes en H™ () se denominan elementos
1,

4.5. Errores de aproximacién

El error de aproximacién se definine como
e(z) = ulx) - un(2),

donde u(x) es la solucién exacta al problema y uy(z) es la
solucién obtenida por el método del elemento finito. Es claro
que con esta ecuacion el error no puede calcularse a menos
que se conozca la solucion exacta. No obstante, si u(x) es
desconocida (que es, generalmente, el caso), es posible hacer
una estimacion del error y determinar si este es menor cuan-
do h (el tamafo de los elementos) es menor y, por tanto, el
nimero de elementos es mayor.

Puesto que los errores son funciones y debemos medir su
“tamaifio”, es necesario saber como se define la norma de una
funcion en H™(£2). Esta es

llelln = [1 d™u 2+ dm=1y 2+
Ellm = Ja drm drm—1
. 1/2
o [, ol g /
% + 1 b .

Ahora bien, se espera que la solucién se aproxime cada vez
mds a la exacta cuando se tomen elementos cada vez més pe-
quefios (proceso que se conoce con el nombre de refinamien-
to de la malla), es natural esperar que una expresion para el
error en H™ (1) sea funcién del tamafo del elemento:

|le]lm = f(h).

Dado un problema con valores en la frontera y su solucién
aproximada w;, obtenida con el método de elemento finito,
obtener ||e]|,, es un prublema matemdticamente complica-
do que ha sido resuelto para casos muy particulares y que
se complica ain mds cuando se trabaja en 2 y 3 dimensio-
nes. Con fines ilustrativos, sin embargo, podemos mostrar la
forma tipica del comportamiento del error en un problema
unidimensional bajo ciertos requerimentos.
Supongamos que prevalecen las siguientes condiciones:

I. Se usan elementos conformes C™ !, esto es, H" C
H™(0).

2. En cada elemento, las funciones de aproximacion local
¢ son polinomios completos de grado k.

3. La solucién exacta u es tal que u(xz) € H"()) para
# Sl

En tal caso, se puede mostrar [1] que

lell,, < Kh”,

donde v es minimo entre (k +1—m)y (r —m) y K esuna
constante que depende del tipo de problema y condiciones
iniciales. De manera quc, bajo las condiciones supuestas, el
error estd acotado y el método converge con una cierta velo-

cidad que estd dada por el exponente v.

+. Notese la importancia de que ambas, uy y vn, se encuentren
en H((,N), pues s6lo en este caso podemos representar a uy y
vy en la misma base, como en (14). A este tipo de formulacién
se le denomina formulacion variacional simétrica.
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