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Sobre la superficie libre de un fluido contenido en un cililldnl pequeño con
rotación eje simétrica

A. ~kdina
S'IlI}(hrecciáll dc Erplomcián -" /)nlduccián, /nstiUI1O ,\/cxiC(IIlO dell'('lní/c(J

t:'Ji' Cewml Lá:.al'(} Cárdcnas 152. V7730 ,\léxico IJ.I.~.Mexico

Rccihido el 29 de llovicrnhrc dc [YI)7; accplauo el Xde :-l:plíl:Jl1hredc 11)9X

E:-ludiamos analílic<lllll.'ntc la forma cstacionaria de la sllpcr/lI.:íc lihre de un !luído contlnadn en un cilindro circular pC4ucílO quc rota
verticalmcnte. COIl:-itleramo-"bajas velocidades angulares, ángulo de mojado igual a -;;/'2rad y lomamos en cuenla la tensión superficial en
1;1L'cu;Jci6n de h;llance de esfuerzo normal a la superticie Iihre, ~l(lSlramOS cómo b ínc!1I:-i6nde la ten ...iún super/leial produce camhios
importante" en la form;l de la super/kie lihrc.

A'('\'\\'onls." (lcner;]lll1cmy (lf lluids: rotatioll;J! l10w

\Ve sludy analylically lhe sle:ldy-"tale shape of lhe free surface nl";] Huid contined within a vcr)' smnlJ circular cylintlcr wich rotates vertieally.
\Ve Ilavc consitlcTl'd low angular \"c1ocitics. \\'etling angle equal (o -;;/'2 rad ami \Ve take into ¡¡((ount ~llrface len~ion in the o<llancc 01"~Iress
normal :111hefree surface. \Ve sho\V Ih:Lllhe inc!usion ol"thc ~urfal'l: len..,ion proJlIce~ illlporlalll changL' nn Ihe Irce surfacc ,harl',

¡k.lenlllore.\.' TC(lrfa !!l'llcral tic fluidos; /lujo rotacional

!',\es: -l7.IO.+g;-l7.3~.-y

1. IlItrodlll'l'ifÍlI

El cstudio d~ la forma supcrlkial quc adquiere un !luido con-
tcnido en un cilindro circular venic.d que rota alrededor dc
su l'je en presencia dd campo gravitatorio. es un problema
•..'I;isico en lIlec:ínie;l de !luidos [1-;")1, En este caso. es bien
sabido que la superlicie estacionaria eS un paraholoide lk rc-
\'oluci6n incluso para \';ilores IllUY pequcílos d~ la \'elucidad
;llIgu lar. EstL' comportamielllo del /luido ha resultado ser muy
lilil. por ejemplo. en L'Idiseílo de concentradores solares, en4

j"¡lqUl'S<Ípticos y aeelcrt'lmetros [:l, ,1], No obstante, cuando el
radio del cilindro circular es muy pequcño, cs nccesario to-
mar cn cuenta la inlluencia de la tcnsi6n superficial. ya quc
l...•.lc padmetro afL'cta. principalmente a eslas escalas. la ror~
nl:l dc cualquicr sistcma Huido con tina frontcra Iihre IG]. En
dl'l'tO. la tcnsi<Ín supcrlicial se origina dd hecho de que la
energía potencial del sislema incluyc la energía de iJ1lerac-
ci(ín de cualesquiL'ra dos interfaces. La energía contenida cn
l'ada il1tcrfan~ es proporcional a[ :írea de la interfacc y el bc-
tI)r dc proporcillnaliJad. el cual es una ¡lI"(lpiedad de los mate-
riales que forman la interface, se conoce como Icnsión super-
licia!. En nuestro sistellla particular. hay cnergía superficial
L'n la interface aire-Iluido. cn la interfacc aire-cilindro, y en
la inlerface !luido-cilindro, Si la encrgía de bulto del fluido
l'S mucho mayor que la cnergía de las interfaces, los efectos
de la tensión super!icial estar;ín confinados en la vecindad de
los puntos dondL' el aire, el Iluido y el cilindro se encuentran,
i\luy •..'erca dc eslos puntos. las fuer/as superfkiales dominan
a la ...dell1~Í\óy determinan propiedades. tales como el <ingulo
cntrc la intcrfacc !luido-aire y la frontera sólida. Dc olra ma-
IIl'1"a,si la enl'rgía de bulto es igualo ligeramente mayor que
las energías cn la inlerface los efectos de la tcnsión superli-

cial scr:ín importantes a Iravés de lodo el !luido modifkando
[a forma superficial y. por tanto. los niveles de energía poten-
cial y las líncas de acción del campo gravitacional.

La influencia de la lellsi(ín superlieial sllhre la forma su-
perficial ya 11:1sido anali/ada. de modo poco claro. toman-
do cn cuenta la l'ondiciún de l'qui[ihrio mecánico. por medio
de la ecuacilÍn dc YOllng-Laplaee [7]. Dehido a las dificul-
tades de los dlclllos sólo se ha tralado hasta ahora el caso
en el cual el ,íngulo de mojado (medido desde de la superfi-
cie sólida a la tangcnte de la inlerface, desde el inlerior tlt:l
Iluido) es igual a iT /'2 rallo ¡\lín así. esta situaci(ín produce
superficies libres con importantes desviaciones respecto a [a
forma paraboloide. Parte de la ralta tic claridad cn el traha~
io antes mCllcionado consisll' CIl la introducción dc presiones
liclicias y en la nula discusión de la importancia del marco
de referencia l'n el tratamiento del prohlema. Con la /inalidad
de presentar ulla disclIsiún cuidadosa de la existencia y forma
tic la sllpcrlieil' lihre dividilllos l'ste ;íniculo COIllO sigul'. En
la Sec. 2 discutimos el prohlema sin tCllsión super!irial en el
rnnrco de refercncia que gira ron el lluido. En la See. 3 cons-
Iruimos y anali/amos la superficie libre tomando en ClIl'nta la
lensi6n superlirial enl'1 sistema girando con el Iluido. Final~
mente, en la Sec. ..•discutimos las principales conclusioncs y
las limitaciolles dL' este Irahajo.

2, EClIal'iOlws IIl' la presilíll y de la slIperlil'ie li.
hrc cn UIl rnareo COIl rotacil)1l eje sirnétrka

Es mu)' ctlnvl'llil'nlL' estudiar L'I prohlema estacionario de la
rotación ejl' sillll'lrica dl' un Iluido incompresihle, desde un
Illarco de rdercllcia no inercia] (.1' •. .'J •• ..:;*) que gira con el
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l'l1 cualquier lug:lr en el fluido. Si esta ecuaciún 110 se satis-
bl'C. el fluido no puede cstar l'n equilihrio cn el sistema no
inercial.

Si 1.'1fluido l'''¡ homogéneo. enlonces (en el sistema no
inercial) en l'ualquier punlO /'(.1'0, .11", :") del fluido existi~
ra una presióll/{r'.,I/*. z") (que sicmprc puede ser supucsta
jlositiva para que sea la presión del fluido) la cual cs solución
lk la Ec. (1 ). Por otro lado. para que el fluido tenga !lila su-
pcrlicie lihre ,..,'J. la función ¡I(.ro.,l/0 . .::") dehe ser de la forma

cilindro con una velocidad angular n y cuya coordenada.::*
coincide con cl cjc dc simetría del cilindro y es paralelo al
\'l'ctm aceleración de la gravL'dad g. Asociado con este marco
escogemos el si"itema de coordenadas cilíndricas (,.0.:0 .H).
dondL' el eje.:' del "istema cilíndrico coincide con el eje .::*
del "i,tema cartesiano. En el sistema de referencia quc ro-
la con el cilindro. el !luido est:í el! reposo y, por lo tanto,
1:1l'Cuacion dc balallce de fucrza (por unidad de masa) para
cualquier elelllento dl' Iluido es

- ~ '\ l' + 1"= a" " '\1' = ,,[1" - a,.]. (1)

"
donde pero, y", .:;*) es la densidad del fluido, ¡(r*, y*, z*)

l', la presión. f (.1" . .11",.::") es la fuerza lotal de cuerpo por
unidad de lIlasa aC!llando cn el elemento de !luido ya" es la
acelerJciún del elemento de Iluido relativa a un sistema incr-
ci;ll lijo (.\' . )" . Z. ). rcspect() al cual se mucvc l'l sistcma
11IJ inercial (y l'l cilindro). Consideraremos dc aquí 1.'11 adelan-
le qUL'ambos marcos de n:ferelH.:ia tienen su origl'n justo 1.'11

el l'l'l1tro dI.' la base inferior del cilindro.
Si 1'('''"' .11". :: 0) es no nula, a partir de la El'. (1) se satis-

facL' que

v/"'¡I, = -1' [\l' - Il'r'] .'¡L. (8)

lo cual conduce a que la presión en cualquier punto en el l1ui-
do ell el sis[cllla no illerciJI es de la forma

(7)

(9)

(6)

(1 I )

( I O)

I"=-v\'.

v x 1" = O.

(' , ') I (' , ') 1 (¡' ,.,¡I.r.y.:: = ¡J".r.y.': + '2fJ -,. - +('.

I{""!!"o') = -1'['.(.,. .. .11 •• 0.) - F(O.O.O)

I .• ,.,]
- 2!)-r - + ,,(0,0.0).

eslo permite la formulación de la superficie Iihre de la forma
dada en la Ec:. n), es decir.

'1'(."" ,¡'. o') + ~!I',." = CI.. :2

Para calcular la superfkie libre vemos quc de acuerdo ala
El'. (Yl. si \' = - 'II(./," . y*. ::") el campo de presión es sim-
plemente

dcl sistema coordenado. L =.1'* i+ y"j + .:::~k.r" = .rO¡ + y*j
y I'o',! = ]'" .),'= (.,.<'2 + !J''2). Dchido a lo anterior la Ee. (2)
asegura que

El cálculo de la presión cn cualquier punto del fluido (en
el sistL'ma no inercial) es ahora directo. fvlulliplicando inter-
1l;l1l1entela Ec. (1) por dL y usando las Ecs. (5) y (7). cncol1-
Ir;lI11osquc

Este resultado llL'rmile estahlecer que cn el caso m~ís ge~
neral (cuando la rcgión ocupada por el fluido es simplcmentc
concxa (8]) exish: una función potencial F(.r*, y", .:;*) talque

•

(2)v x (" [1" - ",.]) = O,

donde (' es una conslante relacionada con la presi(íll externa
que ¡¡cilla sohre el !luido y f l'll el caso estacionario es una
función sólo de la" coordenadas. Entonces la L'l'lIación de la
'uperliciL' lihre dd !luido es

Es claro que para la rotación del !luido contenido en un
cilindro circular dc radio n. bajo la acción de la aceleración
dc la gravcdad (tI). Sl' satisface que

l' =pf(/,!!'.o') +c, (3)

por tan lo

¡'(/.y".:') = yo'. ( 12)

dOlldc n = ~!kes 1.'1\'cctor velocidad angular paralelo al ejc
:' , L e.s el \'cdo!, de posición del plinto P respccto al origen

",.=!! x (!! x 1,)= -v (~!I"")= -I¡'I". (5)

La constantL' ('1 puede ser cvaluada al igualar el \'Olllmel1
inicial con el \'olumen ocupado por la forma designaLla para
la superlicie .';¡ y las pareLles del contenedor.

Es r~ícil notar que si JI no satisface la Ee. (3) pero CUlll-
pie la Ee. (2), cnlOnces la soluchín de la Ec. (1) detL'nnina.
cuando 1) = 1'1.('., una superlicie de presión constante.

Para el caso de rotación pura (i.e .. sin traslaci(ín) y uni-
lorme(n = ('1('.l.la aceleraciúna/, del PUllto l'(.,." . .lJ~ .:~)

rL'specto al sistclIla inercial Ilj() (X ~, ) 'o • Z") es

atluí (/ = ('l/Y. El valor de la constante en la ecuaci6n de
la "illpertkic libre lo calculamos a partir de la conservación
del volutnL'Il inicial. el cual para un Huido contenido en un
cilindro de radio U y que alc~lIl/.a una altura h es

( 14)

(13 )

( 15)

(. . . ) ,1 'l" ,"1/ ;1' ,,1/ ,:: = -11.lF + '2 f)~ -,. - + 1\

donde r cs ulla constante.
La ecuación de la supertkie lihre se calcula a partir de la

Ec:. ( 11). lÍe dondl' ohtenemos que

l q2,"2
--"--+,'
2 .11

~;r j.II o' (,.') ,.' .1,.' = ,,¡I'h.
.11

sin cmbargo por ahora su valor no es importante.

(4)f(/.!!'.o') = "1,

1«'1'. Me.\". Fú .•••• (6) (199X) 624--627
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J. La slIpcrficic librc para 1111cilindro PC(llIcño

aquí \' L'Sel campo L1evelocidad en la superli<.:ie lihre. 11 es
d vector unitario normal a la superficie lihre. (h) Las COIl-
diciones de frontera sobre el esfuerzo son más <.:omplicadas.
l;isicamente. una condici6n de frontera estahlece que (para el
caso de la intL'rl'ace aire-fluido y haja velocidad relativa) no
hay esfuer/o cortante en la (dirección tangente ¡¡ la) interface.
La otra condición dc fronlcra estahlece que el esfuerzo nor-
mal a la interface. dentro del !luido, debe ser halanceado por
el esfuerzo normal dehido a la tensión superfkial. es decir,

Con el propt'l'.;ito de encontrar la deformación de la superlicie
Iihre hajo la aCL'i6n de la tensiún superfkial vamos a mante-
nernos en el marco no inercial que gira con el !luido. Tamhién
(k'hemos recordar que las cont.1icioncs t.1efrontera en la super-
licie lihre. para UII sistema con estas características [6], son:
(a) Una condicitln puramente cillem:ítica la cual estahlece que
el l1uidono cru/a la superficie lihre. Ya que cst:lIIh)S conside-
rando sólo el caso estacionario. la superfkie lihre cn el marco
no inercial se mantiene fija en el espa<.:io. Esto implica que la
componente de la velocidad. normal a la superti<.:ie lihre es

I.a solución adimcnsional de la slIpcrli<.:ie Iihre es entonces

(2 I )

(20)I»F2(d:)'.d,.

[
,,20 1 dO] ,.',- + -- = - - - - ('
rll''2 ,. d,. - '2 .{Jo

Físicamente esta condición asegura que el prohlema se re-
slleh'e para pequeilas velocidades angulares (hajos F) y le-
ves camhios en la pendiente de la superficie lihre (pCllueños
valores de 11::/dl'). En tal caso la ccuación diferencial (19) se
transforma en

1, 1 I rn:.,= -r- +2- - -.\1/0(, Hor). (22)
:2 no!Ju

Bond [6]. El llLílllero de Bond relaciona los par;ímetros del
lluido (densidad y tensión slIperlicial) con la gravedad y el
radio del cilindro IGI y es una cantidad importantc en la
mayoría de los fenómenos capilares. El problema planteado
por la ecuaciún diferencial (11) es no lineal y su solución
analítica válida para lodo F y lJ() hasta ahora no se cono-
ce. Por tanto. dc aquí cn adelante limitaremos el prohlema a
soluciones lincales, cs decir. imponcmos la condiciún

( 16)V.1l = o.

1 {d2
: Id:[ ,(d')']}- - + -- 1 + F- - ,.'2

Do eI,."2 ¡,d,. d,. =:;---cl, (19)

[1 + F,(d,)']"/2 2
d,.

(23)
1 -1(lo r/o(vn,;r)(f¡).\1 =

I,a cantidad

se ohtuvo suponicndo la conservación del volumen de !luido
lEc. (15)], Y I()( J1f;;,.-) es la funciún modificada de Bessel
de orden cero.

Comúnmente. el número de Bond puede relacionarse
tamhién con la constante capilar o longitud capilar (L =
Ja/II!!, en 1;[ forma lJo = /{'2/u"2, Por tanto. este nlÍmero
también da una lIledida relativa dc la longitud dc la I.una don-
de la tensión supcrlicial supera a la gravedad. Así, el caso
/Jo -t 00 (u -t O), ímplica qUL' la influencia de la tensión
superficial en la superficie lihre (EL'. (19») llega ¡¡ ser nula. Lo
cOIHrario tamhién es cierto: si [jo -t O las longitudes carac-
terísticas de los klHllllellos capilares es varias vcccs mayor
que la longitud L'aracteríslica tk'l sistcma en el cual el fluido
SL'CIlL'lIelHra cOIlJlnado.

Para mostrar algunos aspectos imponallles de los l',ílculos
realil.ados prcviamente graficamos la superficie lihre toman-
do en cuenta un cilindro de radio R = 2.6 cm (o radio adi-
mcnsional fl = 1). Supondremos que este sistema (para el
cual se satisface que Bw = ir /'2) fué llenado con mercu-
rio, y que rota a una velocidad angular muy haja de ma-
nera que F :::::O.13;lG. En este caso, la longitud capilar
cs (/ ::::: O.2G/J2. el número de Bond es no = 200 Y
.\f :::::9,88.18 x ID o",. Estos valores de Bo y .\f cumplen
cxactamente COllL'l hecho de que el iÍngulo de mojado. 011'. cs
Hu. =- 7f /2. Enl.fcclo. si evaluamos

(17 )

pll' ."
--1 -r. (IR)

2

=]Jo + (lY'::
o 1 ".,- -pl/-,.'- -( ..

2

donde a es la tensión superli<.:ial del !luido, (1/ /(1 + 1/ fl.2)
es la curvatura media de la superllcie. Po es la presión at-
lll11sfL'rica (la cllal sin pérdida d~ generalidad de ahora en
¡u.klantl~ consideraremos nula) y Jl es la presión hidrostática
ohtenida ('11 la sección anterior IEL:. (13)1. La EL:. ( 17) es co-
nocida como L'cuación dc Young-Laplace IGI.

La ecu;ll'i<Ín diferencial para la curvatura media 191. per-
lIlil(' reescrihir la El'. (17) en la forma

d',' + ~d:' [1 + (d:')']
d,.o"2 /" dI" ril'on -f~:

[1 + (d:')']"/'
ril'o

Por claridad en los cü1L'ulos introducimos en la Ec. (H~)
UIl escalamiento en las coordenaLlas de la forma: ,. = ,.0/H.
.: = :-/ FR. donde F es el Illímero de Froude. cl cual
se l'<Hlstruye mediante el cociente de las fuerl.as inerciales
(1'11'/1) a la, tuerzas gravilaciollalcs (py) 111. ¡.e.• F =
i!2 H/g. Este escalamiento nos permite encontrar una eCU<l-
ci<in diferencial aLlimensional de la forma

donde e' es tina constante adimcnsional y !Jo = (lgR"2/1T

cs un padllletro adimensional conocido como el número de

rI:
- = O en r = l.d,. (2-1)

R('\'. Ate.\". Fú. 44 (6) (I',NX) 624-(127
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z(r)

,/ r0.0 -•..•...•...•....•...: -'~ ~.L.J....I.....l-'~
-1.0 -O ..') 0.0 0.5 1.0

Dc acuerdo con los resultados prcvios debemos de destacar
algullos hechos importantes. El c;ílculo de la superficie Iihre
con y sin influencia de los efectos capilares es muy cómoda
cn el sistema no inercial. El aspeclO rmÍs notorio en el c;Í\culo
de la superficie libre es que para cilindros pequcños hay una
desviación importante de la nueva forma superficial, respcc-
[o al paraholoide de revolución, esto debido a la inclusión
de la tensión superficial en la e(,:uación de halance de esfuer-
7.0 normal a la superficie libre. Esta desviación crece si H
disminuye ylo si (1 crece. Más aún, ya que la ecuación de
la superficie libre depende de los parámetros del material a
través del número de Bond. lo cual no o(,:urre en el caso ideal
(110 --t 00). esto implica que la forma superficial depende
del fluido y del medio material en el que est;í inmerso.

Dcsde un punlo de vista formal es también muy impor-
tanle observar que el problema dado por la Ec. (19) [iene una
singularidad escencial si Bo --t O ya que el lado izquierdo
de dicha ecuación queda indeterminado. De igual manera. si
el límite impuesto por la desigualdad (20) no se mantiene, la
husqueJa de una solución a la ecuación diferencial no linc-
al resultante es muy complicada. En amhos casos se requiere
de técnicas matem:ítkas especiales (como la teoría singular
de perturbaciones y el an;ílisis asintótico) las cuales son muy
sensibles a leves varia(,:iones de las coordenadas espaciales.
Debido a ésto. comunmente se huscan soluciones locales quc
hajo un proceso de acoplamiento producen soluciones globa~
les. Los adecuados escalamientos (en función de los cuales
se dan las variaciones) de las coordcnas son parte del pro-
hlema mismo. Detalles de estos métodos pueden encontrar-
se en libros de matem,Íticas avanzadas 1101. El uso de estos
métodos. incluso para el caso de grandes números de Froudc.
esuín ahora en progreso.

v¡lción del agua en el capilar que rota, bajo las mismas con-
diciones de lIlojado ((JIJ' = rr/2), es dos ordenes dc magnilud
mayor que la dclmcrcurio!.

4. Conclusiones

El autor agradece a lo" Profesores César Trcvii'ío y FrJIlL'isco
Higuera sus valiosas sugerencias respecto a algunos punto..;
de l'ste trahajo.
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VIfO ~!I/ = 11(v [Jo),
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mediante la Ec. (21). encontramos que

lo cual da

FI(iUI{A l. Gdfica ••dimensional de la superficie libre de un fluido
dentro dc un cilíndro circular pcquefio con rotación eje simétrica.
La curva continua corresponde al caso para el cual /30 = 200
Y la curva a trazos corresponde al caso sin tensión superficial
(!Jo -t (0). En ambos t::ISOS el número de Proude es F ::::0.1336.

La gráfica (hidimensional) adimensional de la superficie
lihre [Ec. (21)J para estos valores de lJo, Al Y F la mos-
tramos en la Fig. l. Ohservcsc que tamhién hemos grafi-
cado la supcrticie libre para el caso sin tensión superficial
(IJo --t 00); aunque en la gráfica bidimensional se aprecian
par¡íholas, las supeficies libres en realidad son paraboloides.
Un aspecto interesante que se nola a primcra vista es la ele-
vación central de la superficie libre afectada por la tensión
superficial respecto ti los paraholoides sin tensión superficial.
Dicha elevación cn el centro . .6...=== ::; (r = O), la obtenernos
de la Ec, (22) y tiene la forma 6.z = 2 (1(Bo) - (M (130).
Por comparación calcularnos .6...:::para mcrcurio y rara agua
con el mismo número de Froude . .6..::;:: O.OO!). micntras que
para agua (130 :: 0.(896) .6...::::: 0.166.1. En este caso la elc-
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