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En este trahajl) estudiamos cfectl)s cuánticos de confinamiento de ;ítom(}s hidro!!enoides hidllllension;\ks (,\IIB). como un ejemplo simple
que. al mi~mo ticmpo. es altamente rele\'anle en la in\'esligación aClual de fenómenos cu:ínticns en sistemas mesnscópicos. :'\lh:,stro modelo
considera que el electrón cst~ confinado a moverse en el interior de un;\ rq!ión circular plana cenlrada en d lllídeo del ~ítorntl: descrihimü.S
;lsí a un ;ílOlTlOhidrogenoide bidimensional confinado (ABBe). En esle caso, 110es posihk ohlener soluciones analíticas CI1 forma cerrada.
por lo que utilil.;lI1lOSteoría de perturhaciones a primer orden. así como Iln método varial'Íonal. En este l¡!timo. las funciones de prueba se
proponen con base en las funciones de onda de AHBD libres. que t:ullhién conlienen lérminos de corte p;ua que simultáneamente salisfagan
las condiciones Je frontera y la simetría cilíndrica del sistema. i\'uestros resultados tienden a los esperados cuando el radio de confinamiento
tiende ya sea a cero o a infinito: de partícula libre en una caja o un AIIB libre. rcspecli\'íllnenle. El método de perturbaciones da resultados
muy sencillos que claramente muestran la competencia elllre la energía cinética y la coulombiana. Al comparar los resultados ontcnidos por
ambos méwJos, se observa quc para radios muy pequeños se ohtiencn resultados muy similares, pero notando que el método variacional
presenta dilicuhades numéricas cn el primer estado exc.:ilauocon momcnto angular cero. Esta dificultad se presenta para radios de la caja dc
confinamiento comparables con el valor promedio de la coordenada radial cn el estado base de un AHB. que es el radio de Bohr bidimensional.
Además se observa que los efectos de confinamiento son más severos en do~ dimensiones. que en tres.

[)('ScrlptO/~'J: Punlos cuánticos: ¡Í(omos hidrogenoidcs: confinamiento ClHlntico

In this worl-: we study quantul11 confinement cffeels on two-dimensioll;r1 Ilidrogcnic atoms (2DHA) as .1 simplc cxamplc thal, ;11lhe same
lime. is higly relevant 10 current research of quantlll1l phenomena in llles(lscopic SystCIllS,Dur Illollel considl'Ls Ihat thc elcl.tron is confined
to move lO the interior of a circular region centered on the nuclells: conlined two-uilllcnsional hyurogenic at(1I11(C2DIIA). In this case il
is nOI possiblc to ohlain explicit anal)'tic solulions in a closed formo l"l'aSOnfor which we IIse a !irst orde!" penurhation Iheory. as Viell as a
variational approach. For the kller method. Ihe te.••t funclions are proposed hased Illl the W;Jn: functlons (lf;1 free 2DIIA. l1ut ;1lso including
cut-off lerms Ihat rnake them satisfy at the same timc the houndJry contiilions :mll the cilyndric;\1 .syrnlllelry 0'- ¡he system. Om rcsults tend to
lile expected olles when the radius oflhe confining regioll tcnds eilher In lCro nr to inlinily' free panicle in a no .•..nI"2DfIA. rcspl'(Iively. The
tirsl order perturhation resulls givc very simple cxprcssions where the l'olllpetition netwcell lhe kinetic elle!"gy ;lIlUthe coulornhian allraction
c;m he reíldily :lppreciated. Comp:lring both approaches wc see th:l1 !"orsmal! radii we ohlain very similar rcsults. hui thal thl' \'ariational
approach prescllts numerieal difficulties. for the /irst excited statc with cero angular m0111el1lUm.This heha\'iour presents itsclf ro!"radii al'
lhe confinig circular hox Ihat are comparable wilh the mean e:-:;pecteu\':llue of Ihe radial conrdinale in the ground slate of a free 2DIlA. a 2D
Bohr radius. Besides. it is ohser\'cd lhat conl1nement cffects are more severe in tviOthí11lin threc-dimensional systems.

KeYII'onlJ: quanlul11 dots: hidrogenic atoms: quantum confinemenl

!'Aes: 7~.2J.-h: 73.20.Dx: 71.2-l.+q: SS.30.Vw: 31.15.Pf

1. Introducción

El ~studio del ;Í1omo de hidrógeno tridimensional es lópico
ohligado en todo curso de física cuüntica 111, il1lkpendien-
1~l11cnte dd ni\'cl dc prcsclltaci<ín, pues. entre otras razones.
fue uno dc los primeros sistemas que reveló las delicienC'Ías
de la física cl;lsica. Es también uno d~ los ejemplos 111,\Scla~
ros y poderosos para apreciar la mecánica cU,lntica y sus COI1-
secuencias y. aocmás. sin'e como un modelo base para estu-
diar fenómenos en los que la interacción coulomhiana entre
pí1rtículas ~s dc impoflancia, algo que frecuentemente se pre-
senta en todos los campos tk la física cont~lllJl0nínea.

Este sistcma también ha sido estudiado ampliaJ1l~nte en
una y en dos dimensiones. Los resultados ohtenidos son ge-
neralmente anal1ticos, exactos y elegantes [2-171. E.\tos siste-
lllas son particularmente relevanles en la ill\'cstigación quc se

realiza en el :hea de sistemas conlinados a nivellllcsoscópico.
de la física de la matcria condellsada en gcneral. y de la física
del eSlaoo sólido en particular. En este sentido, una de las
primeras aplicaciollcs la desarrollaron Khon y Lutti nger ( 15 J,
hace ya m,ís de -Hl :1110'\.cuando L'studiaron jtomos hidroge-
lmides hidimensionales como casos límite de impure/.as en
cristales anis(}trop()s.

En esle lrabajo estul!ialTIllIl"; <Ílomos hidrogenoidcs do-
hlclllente conlinados. Por una parte consideramos quc tanto
l'I lllíL'1C'OC01ll0 l'l e1C'clr6n est;in ohligados a movcrse en un
mismo plano bidimensional )'. JlOl olra parle. que se limita
el Illovimiento tkl e!cctróll al interior dc una rcgilÍll circu-
[al' plana que csl:í centrada en el ntklco. tal como se mues-
Ira en la Fig. l. El polcncial de irlleraL'Ción entre el electrón
)' el llIíclco es columhiano: il1\"Crsamcnte proporcional a la
di"tancia núcleo-clectrón. En el pa..;ado esto ha ocasionado
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confusiones innecesarias, se arguye que este potencial, al no
obedecer la ley de Gauss en dos dimensiones. no pucde ser el
adecuado. y que en su lugar debe incluirse un potencial que
varía como el logaritmo de la distancia entre las cargas. Si
bicn es cierto que el potencial que utilizamos no es, sin duda
alguna. una solución de la ley de Gauss en do.\' climcll.\"iofles.

también debe qucJar claro que esto es completamcnte irre-
levante para la situaci6n que nos interesa: nosotros conside-
rarnos un sistema tridimensional cuya dinámica cst<Í restrin-
gida a regiones planas. bidimcnsionales. La dimensionaliJad
de nuestro sistcma dehe entenderse con hase en el número de
restricciones impuestas a un sistema inmerso en tres dimen-
SitHles. El utilizar Ull potencial logarítmico corrcspondería,
el1 nuestro caso. ;¡ estudiar la interacci6n entre líneas de cal'.
ga. inlinitas y paralelas. con una densidad de carga constante.
que almislllo tiempo viven en un mundo tridimensional. Sin
duda. los efectos de cuantización por tamaño en este úllimo
sislema deben ser estudiados. pero esto nos alejaría demasia-
do del objelivo del presente lrabajo.

Cahe mencionar que este lipo de dimensionalidad. redu.
cida o restringida. de tres a dos. a una e incluso a cero di-
mensiones, ha sido ampliamente utilizada en ailos recientes al
estudirlr teórica y experimentalmente fenómenos en sistemas
rnesoscópicos. ya que muchos de los fenómenos que presen-
tan estos sistemas se pueden interpretar en base a efectos de
cllantizaci{ín debidos al confinamiento a regiones eSIKlcialcs
muy reducidas. l\luchns sistemas han sido estudiados. entre
los cualcs mencionamos a los alamhres cuánticos. las nano-
constricciones balísticas (también llamadas guías de ondas
cu;ínticas). puntos cuánticos, arreglos de PUlltos cu:ínticos,
nallopartículas dc muy diverso tipo y origen. heterocstructu-
ras. pozos cU<Íl1Iicos, películas delgadas, jullcrclIos y cuasi.
crisrales. cntre otros.

El rcsto de estc trabajo está organizado de la manera si.
guicnte. En la Seco 2 presentamos en forma muy breve los re-
sultados que se conocen para AHBD sin confInamiento algu.
no. obteniendo las eigcn/unciones y las eigel/energ(as: en la
Seco 3 se estudiallna partícula libre en una caja circular. Estas
dos secciones contienen material ya conocido; lo incluimos
con el propósito de presentar una discusión autocontenida,
dl' Ucil referencia y con una notación uniforme: adclll:ís nos
serü muy títil en la discución de nuestros resultados. En la
Seco 4 estudiamos los cigl'flva/orl's de lluestro modelo utili-
zando la teoría de perturbacioncs a primer orden. En la Sec.
:' presentamos material que de acuerdo a la información que
poseemos no ha sido tralado con anterioridad. en el cual estu-
diamos los efeclos de conl1n:lIniento sohre un AHllutilizan.
do el método variacional. En la Seco 6 presentamos nuestras
ctlllclusi(lnes. discutiendo los resultados obtenidos.

yel elCClrón est<Í1l conlinados a UlllllislllO plano [17]. diga-
ITlOSel .".1/. El mkleo tielle una carga igual a Zc y est;í fijo
en el centro de coordenadas, el electrón se mueve sobre el
plano sin n:stricciún alguna y tiene una masa efectiva 1// •. y
1<1interacción coulombiana se ve afectada por una constante
dieléctrica ti,

En esta sección encontraremos las energías de los estados
ligados y las correspondientes funciones de onda. Si bien es-
to ya ha sido estudiado anteriormente por olros autores. con-
sideramos necesario presentar estos cálculos para hacer fácil
referencia;¡ diversos resultados que nos sl'rí.ln de utilidad pos-
teri( Irl1lCIl te.

En coordenadas polares la ecuación de Schrüdinger por
resolver es entonces

{ ,,' [1 [) ( [)) 1 [)'] Ze' }
- 211/" P D(J P Dp -+- p2 &62 f\f.oP

x '¡'(p. o) = £'1'(1'.9). (1)

donde p es la distancia del electrón al míclco, Z e es la carga
nuclear. 111" es la lIlasa efectiva del electrón. f\ es la constante
dieléctrica del medio y fO la pennitividad del vacío.

Para resolver (1) se 1Ililila el método de separación de va-
riables. proponicndo que 1;-1función de onda sea de 1;1forma

'1'(1'.o) = R(p)'¡'(o).

Substituyendo (2) en (1) se obtienen las siguientes ecua-
citmcs para la función de onda angular y la función de onda
radial:

(.1)

x R(p) = £ R(p). (4)

Dado que U(p) depende de m solamente a través de m::!,

y en consccuencia. tan sólo de 11/1.1, por lo que los nive-
les ellergélicos para ni y -/1/ cstán degenerados para toda
111 :f O, En esta forma se ha reducido el problcma a una sola
ecuación, pero a costa de introducir un potencial centrífugo
que depende del valor del momento angular. m:.!/ p2, que jun.
to con el potencial coulornbiano produce un potencial efec-
tivo atracti\"o que puedc sostener estados ligados. que en cl
caso clásico corresponden a órbitas cerradas.

Pidiendo que (JI(Ó + 2;r) = (11(6). las soluciones norma-
lizadas de O) son

las cuales forman un sistema ortonormall'omplcto par;) la va-
riahle angular. Dado que el pOlencial liende a cero cuando p
tie/ll.le a inlinito, los estados ligaLlos tienen una cnergía nega-
tiva. razón por la cual. la función de onda dehe decaer muy

2. Alomo hidrngcnoidc librc cn dos dimcnsio-
11t.~S

En esta sección estudiamos detalladamente el caso de un
;ítOlllO hidrogenoide bidimen5-ionallibre. en el cual el núcleo

/JI = 0.0101. 0102. 0103..... (5)

Rl'l'. Me.\". Fú . .J4 (6) (199S) 62X-6~6
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rápidamente en esta región asintótica. Tomando el límite co-
rrespondiente a radios ~rafl(lcs en (4) ohtenemos que

,,'1 d!.
----. R(p) '" ER(p).

'2m- d¡'".!

La solución físicamente aceptahle de esta cCllaci6n es

( ~)R(p) '" ('xI' - V-=--¡; p .

expresión que cuando z -+ 00 (;1' -+ O) se reuuce a

d"q:) 1 dF(:) ""-.- + -~- - -F(:) '" O,
d'2 Z z d.:: .:2

al conservar únicamcnte los términos dominantes. La so-
lución regular en el origen. cnn respecto a .r es F( z) ;::::
.:-Iml = .rlml, con lo que ohtenemos una nueva factorita-
ción de la función de onda radial:

expresión, que al hacer los siguientes camhios de variahle,
F(.r) = .r1ml L(.I.}

Al suhstituir es la e.\presión en (10) obtenemos que

R(.r) '" exp ( - ~).

lo cual. cn retrospectiva. es motivado por desear trahajar con
densidades (módulos cuaJrados de la función de onda) que
decaigan como exp( -.r) y no como cxp( -2.r), una práctica
común en la literatura sobre el tema.

En esta forma. si hacemos los cambios de variable indi-
cados, la ecuación radial resultante es

I) = n ,t,

queda expresada COI11O:

[
rI' 1 rI /11' .\ 1]_, + -- - -, + - - - 1I(.r) = O.
d.r- ,r d.r .r ,r 4

donde

(6)

(7)

.rL"(.r) + (211111 + 1 - ,r)I/(;r) +
(.\ -1"'1- 1j2)L(J.) = O. (11)

la cual es la ecuaciún asociada de Laguerrc. Para que la fUIl-
ción de onda sea nonnalizablc a la unidad. es necesario pedir
que .\ - Iml - 1/'2 sea igual a un Illílllero entero .v mayor o
igual que cero,pucs de otra forma la función de onda diverge
en una forma físicamente inaceptable. pues ya no es del ti-
po cuadrado integrable. Por lo tanto, las soluciones (11) que
son físicamente aceptahles son los polinomios asociados de
l.aguerre:

¿"lm1 () l'I"'I(-\_lm:_I/'.!..r = J.,\, x).

( 12)11 = l. 2.:L .

111' Z'.!./I

2h2fG"~(1l - :i)2'

.,
E,,=::-~

8m'0-

Yque en consecuencia las energías propias csté.Índadas por

(9)

(X)

r-P..
. - 0"11(.r) = ('XI' ( - ~) F(;r),

2111-0Zr-2

/\ = 2'
f;Fof¡

Utilizando el resultado para diSl<lncias muy lejanas del
núcleo podemos escrihir. en forma tentativa. que

Lo cual conduce a la siguiente ecuación para F(.T) :
donde hemos definido

.1' =-

Para avanzar en la solución de esta ecuación, estudiemos aho-
ra cl límite en el que.r tiende a cero, ¡.c.• para regiones IllUY
cercanas al núcleo. En este caso es conveniente hacer el si-
guiente camhio de variable:

I/=N+lml+l, N2:0, 1.l2:lml+l

y h~l1loscllcontrado que el factor de escala es igual a

(15)

(14 )

(1.1)

.,
f-,'fot¡- _ lfIo'
--2 = 1)',,3,,-.4.
111-(' nI,'

aH =

= l>rol/' ( _~) _ ~ ( _~)
(ln '2111":7.c2 JI, :2 - 2Z /l :2'

donde

( 10)

d' F(..r) (l. ) dF(.r)--+ --1 --
d.r2 ;r d.r

[ "" 1( 1)]+ --., + - .\ - - F(.r.) = O.
.1'-.1' 2

(
1/1' ,\ 1)+ --., + - - -.- F(:) = O .
.::_ .::3 2.::3

cs el radio dc Bohl ~rcctivo del sislema. Por lo lanlO. las
energías propias del sistema se pueden escribir COl1l0

( 16)
, l,~ Z2

I..•¡¡ = - ----., .-
'211I" 11// l"

(1/ - "r
rlF(:)
d:

d'q:)
-,-.,-+

( .:-

con lo cual onlcnelllOS

Rev. Mex. Fis. +l (6) (1Y9~) 628-636
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Es imponante notar que las energías propias no dependen
de 111 y ljue dada una 11 la degeneración de ese nivel es igual
a 211 + l. Esto también sucede en el caso 3D y se dice que
existe una degeneración accidental que se puede explicar en
lérminos del ycctor de Runge-Lenz. el es una no muy obvia
cantidad conservada que hace explícita la razón de esta dege-
neración accidental.

Finalmcnte. con respecto a esta sección, un cálculo direc-
lo nos permite ohtener las eigenfunciolles normalizadas del
~ítomo hidrogcnt>ide hidimensionallihre:

x+Ze

V(z)

fIC,URA l. Representaci6n del modelo, en el cual una carga +Ze
se cncuentra colocada en el centro de una caja circular de radio po
y ulla carga -e se mueve alrededor de la primera.

( 17)
1 :lGOOIII.O---- me\'.

,.."21T/. *EH =

con

(Il -Iml - 1)' el-p/2o,,)
(n + 11111- [J!

( )

Iml
P [:llml

X ~ -"l-Iml-J (18)

La forma dc estas cigen!"uncione<;;es marcadamcnte si-
milar a sus contrapartes tridimcnsionales por el tipo de fUIl-

ciones involucradas. Cahe remarcar ljue en el caso hidimen-
sional el factor de escala. [véase (14)}, depende linealmente
del número cu~íntico principal n , pero que no es directamente
proporcional a 11 misma. como sucede en el caso tridimensio-
nal, excepto cuando 11 es mucho mayor que 1/2.

fl(jURA 2. Potencial de confinamiento de tipo impenetrable para
ríldios mayores quc Po.

donde .1"1"'ln es el n-ésimo cero de la función de Bessel de
orden 1'//11.

Ademi.Ís. las energías propias son

J. Electrón Iihre l"llnfinado al interior de 1111 dis-
co plano

En este caso el electrón se mueve como una partícula lihre en
el interior de un disco de radio po conllnado por una harrera
de potencial dc altura infinita [18] (Pigs. I y 2), es decir. que
la" condiciones de frontera imponen que 1JI(p = po, 4)) = O .
La simetría del prohlema permite utilizar la separación de va-
riahles empleada en la sección anterior, de hecho se ohtienen
las mismas ecuaciones pero ahora con Z = O. Para la varia-
bit' angular obtenemos la misma solución que en la sección
anterior, y para la variahle radial la ecuación correspondiente
es

= ",'. ('l'lml,,)2
2111 (Jo

"2 , :l , 2

= _"_., (,l'lml") = En ("'Iml") (21)
2111*(/11 /j {3

donde hemos definido

La degeneración para Ulla 1l dada es igual a 2 para toda
'1/1 i o. lo cual se entiende en términos clásicos al recordar
la simetría cilíndrica del problema. Es importantc notar que
cuando 1'0 ---t ro las energías forman un continuo y cuando
(Jo -+ O las energías divergen. y que en todo caso son positi-
vas. El ordenamicnto de las energías propias cn lérminos de
los ceros de las funciones de Bcssel cs algo caprichoso y para
los primeros nueve nivcles sc tiene que

(22)(1 = Po.
(//1

( 19)
,/ (d2 1 d ///2)-- -., + -- - -, /!(pJ = EII(p),

2m- dl¡- (1 dI' 1''1

la cual es la ecuación diferencial de Bessel de ordcn 111. Por
lo tanto, después de normalizar se ohtiene que las l'igcllfim-
ciOIll'S de onda son:

!:'IO < EIl < E12 < E20 < E"

< £21 < E14 < E" < E,o < .

J2
,¡:¡;IJoJ.llml+ I ,H (:rlmln) I

¡ (, p ) 'm"x. Iml .1Imln- e ,
1'0

(20)

El conjunto de funciones ohtenidas en esta sccción puc-
de utilizarse como una hase para diagollalizar directamente
prohlemas de otro tipo, tales como cuando el electrón se ve
afectado por campos externos o por otras cargas fijas prcsen~
tes en el sistema.

1-«'1'. ¡He.\". Fú . ..w (6) (199R) 62S-6J6



6J2 N A(.}UIM) y E CASTA~O

EI1 la siguiente sección emplearclllos los resultados obtc-
nidos en la pn..'sente y calcularemos algunas de las L'nl'rgía",
d,,1AIIBC

5. El ,ítOIllO ,It' hidrógeno 21) confinado. Enfo.
(llIe variarional

.lo El ,ítomo de hidnígeno 2D confinado. Teoría
de perturhaciones a primer orden

El proh1L'1lla uel ;Í1oll111de hidrógcno en dos di Illcnsioncs con-
finado Illcdiante paredcs impenetrablcs [19].cst<i descrito por
la ecuación dc Schrildingcr (1), dtlndc el potcncial \'(1') es
ahora (las distancias C"it:1nuadas en (/ JI Y las encrgías en Illul-
tiplos de '2En)

El hallli!toniano Jcl AIIBC sc puede escrihir como

.,r-
JI = Jlo- --,

,.,:fo{l
(2.1) \'(r) = {:~'

"

r 2:: Po .
1I < 1)0.

(27)

donde E~J.:L'SI;í dada por (21) Y' [lIq por (20). Después dl.'
alt'una" "iellcillas opcraci(lIles algebraicas ohtenemos

.,
("E",. = E::,. + ("1,1- --1"10). (2-1)

n'( ofl

(28)

( 3D)

La fUllción de onda quc es solLH.:ión de (1) con el potencial
(27) dehe satisbcer la condición de frontera

~ (el:! R:llII ~ dR;W¡ _ ~¡" )
, I ,) +. 1 ,) 111m2 (P- 2 (fl {I-

+ F({I)U:lIII = E¡WlU;HIl' (29)

Nótese que. como en el caso Iihre, la soluci6n U:W¡(p) L1c-
pl.'llde de 11 y del valor ahsoluto de 111I1. La solución (5) es
ei~~'llfllnción dellllOlllcnto angular en la dirccciún z:

i!
L'=-¡"DrJ)

Las eig:enfunciollcs de eslc prohlema "iguen siendo de la mis-
ma forma que para el caso lihre (2l, la solución angular es la
dada por la Ec. (.5).

Las eigclljill/ciollCS raJialcs que ahora lIamarcmos R:
1111

satisfacen la ecuaci6n radial de Schriidingcr en dos dimen-
SlorH..'S

(25)

f¡1.l"~1 ~rl Jol .1(1(.1'011[) du
~ 11I. (I~ - ¡;; .Ir (.ro ¡)
f¡l.r~l 21,1 Ir: Jd(.ro2u)du
2/J/. I)~ - -¡;: .Ir (.ro:d

donde 110 es L'I hamiltoniano de la partícula libre discutido
en la "ección allterior. y cl término coulomhiano el/ti' (lfl se
trata CllIllll un;l perturhacitlll.

Las funciones y valores propios dc la energía del halllil-
IOniano no [lL'l'turbado 110 están dadas por (20) y (21 L res-
pcctivarnL'llte.

La cncrt'ía ~:orregiLla a primer orden eslá dada por

.).) ) .)].1 ¡'( ) ITI-.l'jl :"c o' i .l'llll (/1
E,¡(l'o) = -)--., - - '() .

:"/11. (lo ()o .II '/"11

Las il1tl.'gralcs involucradas pueden evaluarse numéricamen-
ll.'. y linallllL'nte podelllos escribir las cncrgías a primer orden
para ell'''iladil hase y hlS dl)s primeros estados cxcitad(h C\)llH)

E,o(/,') = 10.235G .LJ576
(26).,

l/o1)1'0

En (1") = 7.:101O 2.0:;111
--.-,- - ---

I/ñ 1/ o

la" dislancia"i están dada"i l.'11Bohrs efectivos y las energías Cll
IllLÍltiplos de :2EH (21 l. De cstas ecuaciones se hacc cvidcnle
qUl.' para radios muy pequeños el término dominante cs el dc-
hido a la 1'1lL'r~íacinética de la partícula (que sc mucvc l'll el
interior del disco circular). r~l.I.ónpor la cual la energía tolal
e ...POSiliv,!. Esle hecho lalllbién nos hacc comprenda que la
dl.'gelleraciún del prohlema (para radios pequeños) es la mis-
1110 que el dl' la partícula librc en la caja circular y no cl del
AIlIl.

el cual conmuta con l.'1hamiltoniano. por lo que 1/1 es un buen
lllimero cu;íntico.

De acucrdo ,JI rnélOl\o variaciollal directo [:12], la fun.
ci¡)n r:ulial de prLIch;1 se CSc(l~e como R;¡n¡(/I;n)
Hnm(/I:(\)\(p:/ln) dlHlde flllllt(p) eS la solución radial del
prohlema libre (171. r¡ c:-.un padlllctro variaciollal y \ ((). Po)
es ulla función de corte que se anula cn (1 = (lo. La función
n:"1I (fI: a) claramente salisface la condición de frontera (28).
La fUlIción dc COrll' lIliís sl.'l1cilla L'S \ ((): (lo) = fin - p: quc
es precisamente la que L1sarl.'mos cn este (rabajo .

Las funcione"i de onda radiales !?n,,,(P) del prohlema li-
hre eSI:ín da(1;h cn (1 X). a panir de estas podemos construir
las funciones de ol1da de prueba para los diferentes niveles
energéticos del prohlcrna conllnado. A continuaciún se dan
explícitamente algunas de las funciones n:HJl (p: fl) para cl
cstado base y los do:-. primeros eslados cxcitaJos:

Rlro = (,-"lfl(pO - e).

R~I = 1)1 -'\31'(/'0 - IJ).

dOlllk 1'1 (01) es el nodo de la fUllción radial H;o' que
se dclcnnina a p.nlir de la cOlldici6n de ortogonalidad
(J{'r(lIU~f1) = (l.

Rel'. ,\fex, Fis, ..•..•(6) (19<JR) CJ2R-636
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Ti\BI.,\ 1. !:"iKl'llI'a/ol"l',\' del estallo base y algunos estados excitados del átomo l.lc hidr¡)geno bidimensional confinado. Las distancias están
dadas en Hohrs efectivos y las ellergías en multiplos de 2E/I.

{'o "1 £10 (\\ £21 02 PI E,.
0.5 IU,1I9 3.9259 11.9111111 25 ..1852 11.03811 0.IG58 51.9215

10 (l.SG24 -]JIGO O.[¡S12 5.2922 0.0.1211 0.3090 10.4845

2.0 1.:1.~l9:; -19,32 OA3GI O.7G;l9 0.2720 0.5115 1.5667

.111 1.712.1 -1.999~ I¡'¡II 1 I -11.1 1111 1I.381G 0.G89, -0.04GI

G.O 1.817G -19999 0.1.J:l.; -021l.3l OA287 11,399 -0.192.1

S,O }.KGG3 -2,()()()O n.--1S2G -11.2181 OA7S:i ll.7521 -02IG'1

lIJO l.S~}.IG -2111100 (1.52.19 -0.2213 0.521.1 0.7532 -02208

F,,(l 1,!):JI0 - 2 ()(JOO Q,;jS25 -0.2221 0.5811 0.751.1 -0.2221

'.!O.O 1,!H87 -2.0000 O,(I()7.¡ -0.2222 O.G()G9 1I.750G -02222

2.j.O 1 ,9.~J92 -20000 OG209 0.G207 0.7503

:H10 1.%Gl -211111111 OG295 0.G293 0.7502

lIJ.II unl, -2.11111111 O G39, OG390 0.7502

50.0 1.9798 -2.0000 O G.15'¡ 0.G.152 0.7501

(jO.O 19831 -2110110 111;.191 OGI89 0.,500

ex: 21J1)00 -2.0000 OGGGG -U.:.!222 O.GGGG 0.7500 -().2222

FICiURA 3. Densidades de probabilidad (a) !l/'lo(p,I.;,»I:l. (h)

k"'21 (1), ó)12 y (c) I'/':lo(p, tf¡)!:l para Ull lalllaJlo de caja (lo = 1
Holll.

~.O

3.0

2.0

" 1.0,;, 011~
-1.0

.2.0

-3.0
O.] O 1.0 10 lO'

(e)Ih)(a)

(32)

En las Figs. 3a. ~h y 3c sc muestra una gdlica dclmlluulo
al <."uauradotic las funcioncs de onda II!-'(r. 0)12 para un ta-
mallo de caja,.o tle I Bahr. Las gdlicas tic I1jJ(I', i;J)I:! rcprc-
scnlan cl s{llido dc revolución que se obticnc al hacer girar
las dcnsidades radiales DIl1ll(,.) alrededor de su eje wnical,
lJuc sc mucstran cn las Figs. ~a. 3h y 3c. En todas estas ti-
guras se 1I1ilizaron los par:ímL'tros variacionalcs ohtenidos al
minimizar las energías corrcspondientcs.

5, l. HigcUl'lllorcs de la elll'r~ía

I.as energías óptimas se encuentran minimitando cl run~
l'jllllal E(fl: 1)0) rcspecto al par:imctro variacional (l. donde
E((l: Po) cst,í dada por:

EIl/(n:po) = (R~7IlIf[IR;lI1J.
(R~l"IIR:llIl)

y 11 es cl !1amiltolliano dcl sistcma asociado con la ccuación
radial de Schródingcr cn dos dimensiones (29).

Las cncrgías y valores de n óptimos se encuentran rcpor-
lath)s en la Tabla l. (k csta tahla podclllos ohscrvarlJllc cuan-

FJ(,URA 4. Variación de la energía del eslado base Eoo como (un-
ción del radio de la caja que [o cOlll1na.

do el radio t!l' la caja {Jo --+ 00, los valores dc la energía se
aproximan a los dcl :ítomo hidimensionallibre. como era de
esperarse. Estc comj1ort:unienlo puede apreciarse con mayor
facilidad en las Figs .•.• y 5. [\,liclltras que cuando Po sc hace
muy pequeño. la energía se vuelve positiva indicando que la
energía cinética sc vuclve lll<ÍSgranue que la energía pOlen-
cial, a pesar de quc la distancia cntre el núcleo y el electrón se
vuel\'e muy pequeña. En esle caso. el potencial coulomhiano
se vuel\'e una perlurhación ante el efecto del confinamicnto
y los ni\'eles de energía dchcn dc ser similares a los de una
partícula conlinada ell una caja circular como se mueslra en
la Fig. 6. N6tese que eslo sucede cuando Po = (p) del estado
hase de un AIIB libre.

Tamhién es evidcnle que la degeneración cn el momento
angular se remue\'c cuando cl sislcma se conlina dentro del
recinto impenetrahle y la degeneración vuelvc a aparecer solo
para larnaílOSde cajas mayores de 20 Bohrs, como pucde
ohsl'r\'arsc de la Tabla 1y cn la Fig. 5. El estado hase del áto-

RCI'. A/cr. FÍ.\". -l-t (6) (109X) (J28-fl3(1
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Flel'R,\ :í. V;niarión de la energía de los dos primeros estados cx-
c¡{;ldo" /.;'20 y F:21 como función del radio de la caja de conlina-
mícnlll. 1\11<lradios pequcííos estos estados no presentan dcgCtll'ra-
ci(ln. PC[() a medida que el raJitl de la caja <JUlllenta la degeneración
de ln-; ('\lados dparece.

f'1(,URi\ 6 Energías del estado ele algunos estados uel ABe obte-
nida mediante teoría de perturbaciones (línea punteada). el método
vari;lL'íonal (rombos) y la l'nergía del estado correspondiente de la
partícula lihre (línca continua) para el cstado base EIU• el pri-
mer e.~tado excitauo COII nouo £20 yel primer estado excitado sin
nodoE'1I,

1110 hidimensional lihre está más ligado que el estado ha-
"l' de su :t1l<Ílogo en tres dimensiones. lo mismo sucede pa-
ra 10'1 nIto" L'staLlos. Oc igual manera los estados del ;ílolllO

hidimensional cnntInado poseen energías más hajas que sus
an<Ílogos lit' In:s dimensiolles. Esto tiene consecuencias de ¡!l-

Il'tés pr,í(líL"U al estudiar estados de impurezas hidrogCllOidcs
l(lL"alilada" L'1l la región interfacial de dos materiales scmi-
IImduch )1\'".

Tllda" Lis integrales Il~(esarias para evaluar la energía se
[llll.-'dcllhan:r lk mancra analítica. Por comodidad decidimos
h;lCcr la o[lli11li/ación de la energía 11l1l11l~ricalllentemediante
l'l mél0do de hlísqueda con la sección alÍrea (galden S('CtiOIl

\l'urcJ¡) 1.-'11Ulla dimensión I~1], optimi/ando al par.ímctro o
hasta una irKcrtidumorc aosoluta de O.O()()\ <l.U.En la Fig, 7
moslramos una gr<Íflca de la energía del estado base para
ro = 0.,-) Bohrs como funcitín del parámelm variaciollal n, en
dondL' SL'puede apreciar claramente que la curva de la energía
ticne un 1ll11lill1o.

30

"
• 20
¿

~
15

,¡¡ 10

5.0

0.0
0.40 0.60 0.80

.. ... .
I~ 1.2 lA 1.6
p.

En la T;¡hla 11 se reportan los valores esrerados
«('). «("). ({' ') Y para 1>, i' ()tamhién (1'-'). el valo, (1')
represellla la distancia promedio a la que L'l electr6n se CIl-

Cllcntra del llIícleo. (34 )

1.1 1.2

a
0.5 0.6 0,7 O.S 0.9

-1.34

-1.33

-1.31

-1.30 p. = LO Boh~

FI{'iURA 7. Energín del estado base como (unción del parámetro
varaicional ti para flll = 1.0 Bohrs efectivos .

.
¿ -1.32

La probabilidad de encontrar al clectrón dentro del ele-
mcnto de área d.<: = lulp do en la vecindad del punto de
coordenadas (p. Q) para cualquicr orhital es

(33)
¡."O 1\+1 ,2 ,
. (J f' R lllll ( (J

¡.,'o. ,)
.1) fl1fl;HJI dI'

(j)nm)

Lo..; \.alor('s esperados de 1/'. para algunos cuantos valores en-
ICros 1,'. "on dc Illucha utilidad en el prohlema (r¡dimensional.
porque CIi\;Ín relacionados c(ln propiedades físicas del siste-
ma C0l110 la presión. la polarizahilidad. el Jpantallamicnto
magnético nuclear y el desdohlamiento hiperflno (Refs. 20.
22 Y 23) algo que dejarelllos para un trahajo posterior, para el
moddo aquí estudiado. En el caso hidimensional los valores
esperados de el.: esrán dados por

Rel'. Mn. Fú . .w (6) (11)9X) 628-636
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1'/\ BLA 11. Valores espcrndos de [J y [Jma:c para el e5ta<.lobase y algunos estados cxcita<.los<.Id<Ítomode hidrógeno hidimensional confinado.
Las distancias cslán dadas en Bohrs efectivos. El valor correspondiente a po -+ 00 se ootuvo de las fórmulas analític<ls de la rcferent.:ia [1iJ

po (p) (1" ) (l/p) f'ma:c (1') (1") (1/1') [Jmn:r (,,) (p') (11P) (1/,,') f'maz

11=1 1=0 11=2 1=0 11=2 1 = 1
0.5 0.193 0().j7 8.456 0154 0.286 0.098 8.004 3.52 0.272 0.082 4.274 23416 0.278
1.0 1>.335 0.147 5.147 0.138 0.593 0.408 3.483 0.694 0.535 0.318 2.180 6136 0.542
2.0 0.461 0.300 4.1J92 0.259 1.169 1.543 1.621 l.288 1.034 1.195 1.140 1.705 1.026
4.0 0.493 0.361 4002 0.253 2.150 5127 (l.736 2.144 1.885 4047 0.641 0.558 1.767
6.0 O.49}¡ 0.370 4.000 0.251 2.830 8.987 0.519 2.6J6 lA73 7.134 0.503 0.356 2.161
8.0 0.499 0.372 4.()()() 0.254 3.202 11.729 0.458 2.7~9 2.778 9.212 0.460 0.305 2.282
10.0 0.499 0.373 4.0OU lU50 3.361 13.126 0.444 2.821 2.X9R 10.207 0.449 0295 2.291
15.0 0.51XI 0.374 4.IXIO lU50 3.461 14.171 0.444 2819 2.972 10.932 0.445 0.295 2.269
20.0 0.500 0.375 4.()()() 0250 3.482 14.409 0444 2.805 2.987 11. 103 0.444 0.295 2.260
25.0 O.5IX) 0.375 4.()()() (U50 3.489 14.500 0.444 2.802 2.993 11. 168 0.444 0.296 2.256
30.0 0.51X) 0.375 4.()()() 0.250 3.493 14544 0.444 2.801 2.995 11.194 0.444 0296 2.254
40.0 0.5(X) 0.375 4.lX)() lU50 3.496 14.583 0.444 2.81K) 2.997 1l.217 0.444 0.296 2.252
50.0 0.500 0.375 4.(]()() 0.250 3.498 14603 0.444 2.800 2.99R 1l.231 0.444 0.296 2.251
60.0 0.5(X) 0.375 4.l1OO (U50 3.499 14.614 0.444 noo 2.999 I 1.238 0.444 0296 2.251
Xl 0.51XI 0.375 4.1XIO 0.250 3.500 1-t.625 0.444 2.800 3.1XIO 11.250 0.444 0.296 2.250

Integrando sohrc el ángulo 4J obtenemos la siguiente expre-
sión:

N(l'o.o)I'R'~",(I')dp = D"",(p)dp. (35)

donde .!.V(po. (l) = 1/ (R;llllIR;lm) es el cuadrado de la cons-
[ante de normalización.

La Ec. (35) representa la prohabiJidad de encontrar al
electrún entre las distancias p y P + dp del núcleo. Esta mis-
ma ecuación sirve para dellnir a la función de distribución
mdiaf d(' prohahiliad Dnm(p), que es de mucha utilidad pa-
ra descrihir el tamaño de los orbitales en particular en física
altlmica.

Para un orhital dado la distancia más probable (Pmox,) se
ohtiene al maximizar la correspondiente Dnrll. Para los or-
hitales con IJ - ni > O. {'lIlax se define como la distancia
medida desde el núcleo hasta el máximo principal es decir, el
müs externo y más prominente de los máximos. En la Tahla JI
(ambién hemos incluido el valor de Pmaz, para los diferentes
valores de Po.

Como puede ohservarse de la Tabla 11, los valores es-
perados de la posición varían monótonamente (el mismo
comportamiento lo presenta la energía) y tienden de manera
asintólica a los valores del átomo libre, como era de esperar-
se. El comportamiento de Pmax no es monótono en general,
para ohservarlo hasta con comparar los valores que toma pa-
ra los estados n = 2, m = O Y n = 2! '1/1, = 1, en ambos
ca,os ..•c encuentra un máximo. para un valor de flo cercano a
10 a.ll.

En la Fig. X se Illuestran las gráficas de las funciones de
onda Rnm Y las densidade:, radiales Dnm, de los tres prime-

ros estados del átomo de hidrógeno bidimensional confinado.
Es decir, el estado hase y los dos primeros estados excilados
para ¡Jo = 1. G Bohrs. En esta figura tamhién se muestra la
posición de p = (p) y Pm<lx para cada caso.

6. Conclusiones

En el problema del átomo de hidrógeno en dos y tres di.
mensiones (libres y confinados) existen semejanzas y dife.
rencias importantes. Empecemos analizando el caso Iihre; lo
primero que llama la alención es que al reemplazar al número
cuántico principal H por /1 - !,en la fórmula para la energía
del ;:ítOIllOde hidrógeno en 3 dimensiones, se obtiene el es.
pectro de energías para el caso hidimensional, así como otras
fórmulas importantes [1il. La diferencia importanle en el ca.
so de dos dimensiones es que las funciones propias solo tie-
ncn una parte angular que va C0ll10 eim1J y no tos armónicos
esféricos. así que las funciones de onda para el caso bidi-
mensional no sc ohtiencn trivialmente (haciendo </J = 7l" /2)
de IJs soluciones del caso de tres dimensiones. Sin emhargo
las t.lensidat.les radiales D1lTIl(p) del átomo bidimensional (Ji.
hre y confinado) tienen la misma forma que la de su análogo
en tres dimensiones. aunque las dimensiones espaciales son
claramente difercntcs.

El átomo de hidrógeno bidimensional libre se encucn.
tra más ligado que su análogo en tres dimensiones pues la
energía del estado hase es -4En para ABH libres y -En
para átomos hidrogenoides tridimensionales. El mismo com-
portamiento de los l'igem'alnres de la energía se encuentra en
los sistemas confinados. es decir, para un (amarlOde caja da-

Re\'. Mex. Fis. 44 (6) (19<)S) 628-6:16
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Oc la Tabla 1 vernos que Id energía del estado hase del
átomo bidimensional confinado es casi igual ti la del ~ít01l10
(bidimensional) libre para UIl valor de ¡Jo = .1 Bohrs. mien-
(ras que para el ;ílomo de trL'S dimensiones confinado el co-
rrespondiente radio Ihl es de S Bohrs (\'cr RcL 23). i\.lientras
que para los cstad{~s E:!l Y E'.!{) del ;íWI11O de dos dimcll"io-
IlCS el ,",¡JOf de {Jo. para el cual ",e tielle la mayor p;lrle dc la
energía delc<lso lihn.'s es lO Bohrs, los correspondientes va-
lores p;lra el ,ílOIllO dc tres dilllcnsiones dan UIl valor (crcano

a 12 Bol1rs. Ll teoría dc perturha(iollesjulllO COllcllllodL'lo

de la partícula lihre predicen correctamente los valores de la
energía de los AflB para cajas pequeñas ("0 < 2 Bohrs). Este
método (an sellcillo proporciona una herramienta LÍtil cU.:J.nL!o

el confinamiento es muy fuerte. ya qlle entonces la energía
cinética de la partícula es mayor que la atraccióllcoulomhia-
na, volviéndose dc esta manera UIl prohlema muy parecido
al de 1;1partícula lihre. Es precisamente en cste régimen de
conllnamicnto fuerte en dOl1lk L'l ml.:lOdo variacional puede
presentar inestahilidades llUllll'ric;¡s (para algún estado exci-
tado). ya que lo ..•par;íllletros \'ariacionaies se pueden \'olver
muy pequeJ10s y las funciones de onda muy planas.
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do fin la energía del ,ílomo de hidrógeno hidimcnsional es
menor que la correspondiente encrgía dcl ;ítomo en tres di-
mensiones.
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