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En el modelo Chcrn.Simons-Higgs investigamos la Jin,ímica del sistema no relativista de ¡¡-vórtices sobre el plano y cerca del enlace crítico.
Encontrmnos cllagrangiano efectivo y en el caso de dos vórtices hien separados hicimos un análisis detallado.
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Thc dynamics 01' JI non-rclativistic vorticcs in Chcrn-Simons-Higgs system defincd on infinitc p!;mc and near the critical coupling, is inves-
tig;:lted. The efcl'tive lagrangian is found and a molion 01'two well scparalcd vorticcs is studicd with dctails.
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1. Introducción

La "auto-dualidad" cs una idea muy poderosa en la mecánica
clásica y en la teoría del campo clásico, así como tamhién
en mecánica cuántica y en la teoría del campo cuántico. Es-
fa auto-dualidad se refiere a teorías en las cuales las inte-
racciones tienen formas particulares y fuerzas especiales, ta-
les C0l110las ecuaciones de segundo orden del movimiento
que se reducen a ecuaciones de primer orden, las cuales son
más simples de anali7.ar. El "punto auto-dual", en el cual las
interacciones y las fuerzas acopladas toman su valor espe-
cial auto-dual, corresponde a la minimización de alguna fun-
cional, que frecuentemente es la energía o la acción. Estas
teorías auto-duales dan una significancia física crucial. Por
ejemplo, por mencionar algunas, las ecuaciones auto-duales
de Yang-Mills tienen soluciones de acción mínima conoci-
das COlTIOinstantones, las ecuaciones de BogolTIol'nyi de la
teoría auto-dual de Yang-Mills tiene soluciones de energía
mínima conocidas como monopolos, y el modelo abeliano
de Chern-Silllons-Higgs (CSH) [1,2) licne soiuciones au(o-
duaJes, las cuales implican campos escalares cargados aco-
pIados mínimamente al campo de norma, cuya "dinámica"
está provista por el término Chern-Simons (eS) en dimcn-
sión (2 + 1).

El contexto físico en el cual tales modelos auto-duales
surgen, es el de la teoría del campo cuántico an¡ónico. Usual-
mente las propiedades estadísticas de las partículas en la
mec<Ínica cu,íntica se conocen de dos formas o categorias:
fermiones y hosones. Pcro en el espacio de dimension dos
son hien conocidas las partículas de estadística fraccional (los
aniones), las cuales no son exactamente los bosones o los fcr-
miollcs y pueden satisfacer una u otra estadística o ninguna de
estas dos 13-51. La mecánica cuántica de muchos aniones ha
sido investigada activamente en los últimos años en relación

a su relevancia directa al efecto Hall cuántico fraccional y su
papel teórico en la superconductividad de altas temperaturas.
Como fue enfatizado por varios autores, este nuevo supercon-
ductor está caracterizado por su naturaleza dos-dimensional y
una estadística fraccional,la cual en el lenguaje de la teoría de
campo puede estar relacionada con el término Chern-Simons
en la teoría (2 -+- 1)-dimensional aheliana de norma.

La teoría Chern-Simons en dimensión (2 + 1) es muy
atractiva ya que ésta exhibe varios aspectos teóricos inte-
resantes, entre otros mcncionamos las soluciones que co-
rresponden a solitones y vórtices, ya sea topológicos y no-
topológicos, muchas características de las cuales pueden de-
ducirse analíticamente [Gl. Durante las últimas dos décadas
el estudio de los vórtices ha llegado ha ser un tema interdis-
ciplinario entre lo que es la física del estado sólido y física
de partículas. La teoría de Ginzburg-Landau, que es la tcoría
macroscópica de la superconductividad, reconoció solucio-
nes localizadas de vórtices 17j. Así como en el modelo ahe-
Iiano de Higgs {BI, cl cual es ellllodelo relativista de la teoría
de Ginzhurg-Landau. Característicamente, esas soluciones de
vórtices acarrean flujo magnético, pcro son eléctricamente
neutrales. El tellla básico de este Illodelo es el referido a los
aniones, un flujo cargado de partículas compuestas de una
estadística inusua!. UstlJlmenle se (oma la soluci6n vórtices
en la teoría de Ginzhurg-Landau como este llujo; pero exis-
ten otras posihilidades. Con la introducción del término dc
Chern-Simons en el modelo aheliano de Higgs sc ohserva
que también existen soluciones vórtices. Esos vórtices de
Chern-Simons-Higgs son diferentes a los vórtices de Nielsen-
Diesen [!JI en que ellos acarrean carga eléctrica, así como
tamhién Ilujo magnético.

Hay algunos rasgos o características especiales asociadas
con las soluciones vórtices en el sistema de Chern-Simons.
Anteriormente, la naturaleza del límite de Uogornol'nyi es
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donde

Es conveniente hacer el siguienlc camhio de variahles :

y la fUllción J satisface

con el cual el Iagrangiano (:;lIl1oia al lagrangiano adirnensio-
nal

(3 )

(4)

(5)
(6)

( 11)
n

n

8 = ¿arg(r - 'In)'

iJ~J - (iJ"O+ A,,)" f + \I'(J) = (J.

',,1-;,) + F(iJ,a + Ai) = (J,

iJ,,(J"(iJ,,8 + A,.)) = O,

V," + f"(1Í + ..lo) = (J,

,\ = ~,iJ. ( In F) (12)
1 =f ') I} J n" . l'

- <1=111 - q(l

J=O, (7)

iJ,f 'f '.)f(iJJI! + AJ) = O, (8)

. 1.)
8 + ..lo :!: - (J- - ¡) = O, (9)

2

con el potencial F = A /'2(/'2 - 1f. De eslc lagrangiano uno
ohliene las ccuaciones del campo

J'V," =:!: 2 (J" - 1), (10)

'- 1 ""A \ ') I I (iJ }')" F(n 8 el)" \I(f) (2)L-2"( .//1(10'>'+2" JI + ~ UII +. 1' - ,

La energía E del sislema est,í limitada lOr E > Emin > O.
Este límile eSI.i saturado, satisfaciendo

f -+ J,', ,,." -+ ("/,,"),,.", J" -+ (,," /")J,,.

A" -+ (""/,,)A,,, 1: -+ (u"/,,')"I:

, l.) ,) ./ ,)
\ (J) = -,J-(J- - "-)-,

8".-

Si hay un sistema de ll-v<Írtices con sus posiciones en los
puntos <1,1' (I = 1, ... ,11, la fase e puede elegirse como

la cual salisfacc ("¡,¡U10JO ::: 27l"~ó(r - fin)' Las Ecs. (7) a
(11) implican que

2. Dinámica de n-vórtices en la aproximacil¡n
adiabática

escasamente diferente de lo que se conocía, mientras que en
la teoría original de Niclscl1-0lcscnlos vórtices requerían de
un campo escalar con el potencial de cuarto orden; el sistema
de \'t')rliccs de Chcrn-Sill1olls~Higgs requiere de un potcm:i.tI
de sexto orden 1011;. La introducci6n del término 14>16 en el
pOlencial escilar IlO es artilkial a la luz del criterio de rcnor-
malización en dimensión (~+1). Ya que </J es un par;:ímetro de
orden complejo. esta diferencia ell la forma del potencial (o
energía Iihre) puede predecir una diferencia fcnolllcllolíígi<:a
al de la tcorÍa original de Ginzburg-Landau. Notaremos que
al lener el vórtice CSlI. el término mé1xwclliano no es nece-
sario, ya que el término es es dominanle sohre el término
de (\.Iaxwell ell una región grande (o equivalentemelltc, en el
límite dc valorcs grandes para el coeficiente" dcllérmino de
CS). i\1;ís sin cmhargo, muy recienlemenle. Deser y Yang 12]
observaron que el mecanismo de Higgs puede transmutar un
campo de norma no-dinámico en un hoson de norma, Así
entol1\':cs al corrohorar que hay un mecanismo dc Higgs, la
dinlÍlIIica no se pierde con la auscncia del término de i\1ax-
\\'ell.

El cstudio de la din¿ílllica de v(írtices cs muy difícil de-
hido;¡ la complejidad del prohlema, Sin emhargo, en el caso
no rel¡llivisla que corresponde al movimiento con la energía
baja, la din¿ímica de vórliccs puede ser descrita como la
din;ímica sohre el espacio de moduli, el cual está parame-
trizado por las posiciones de los vórtices 110-121. En esla
aproximaciún adiah¿ílica se supone que la configuración del
campo CSH es IllUY cercana a la configuración auto-dual y
que la acci{Ín efectiva est<í determinada por esta ültima. El
lagrangiano efectivo más general, el cual descrihe el movi-
micnto de lI-v{Írticcs en el ~spacio de los par.ímetros, es la
suma dc la energía cinética, energía potenci.lI y ellérmino Ii-
Ileal, que ctlllduce a la fuerza de Magnus II:~,1,11. Ellénnino
lineal fue obtenido en la forma explícita 113]. pcro hasta la
r~cha la parte cuaddtica no fue encontrada en la forma ex-
plícita.

En nueslro lrahajo en la aproximación adiahütica de Man-
Ion 11III investigamos la din.ímica de vÓrlices CSH en el pla.
no cerca del límite de Bogomol'nyi. El artículo eSlü organi-
I.ado en la manern siguienle, En la Seco 2 consiJermnos el sis.
te11la de II--v(írtices CSH cerca del enlace crítico (o cerca del
limite de Bogolllo['ny) y obtenemos el lagrangiano efectivo.
1211la Scc. 3. utili/.llldo los métodos analíticos y numéricos
(paquete MAPLE V), estudiamos el sistema de 2-vórtices
hien separados.

Consideremos la teoría de un campo escalar complejo
6 = (//\12)(,10 inlcractuando con un campo de norma AII

cuyo término l"iné:ico es el de Chern-Simons. Ellagrangiano
para esta teoría estü dado por 113 J

"

. ",,,.A 1 ') 4 ¡(J J)" f- (J al)" \ '(J)L= '0 ( ,. l' ( 1" >, + :J l' + -2 1' +.' tI - I ,- - ( 1 )

n

!'>¡Ilf"-f"(f"-I)=,17l'¿o(I'-'1n), (13)
n=l

Como ~e sabe las soluciones esl<Íticas aUlo-duales para
JI-vórlices uel sislellla de Ecs. (7) il (10) dependen de 2n
parámetros delerminando la posición de los vortices [11 J.
AJcm<is es conveniente definir F(~l) ::: J"2 / n~i=1 (1' - Cla )1.

lúr\,. Afe.\". Fú. -15 ( I ) ( 19(9) l,J-13
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donde la funci6n F(71) describe la solución para ll.vórtices y
satisface

••
.6.lll F(~.)- I1(1' - qa)2 Fi••)

0=1

••

y similarmentc para el campo de norma .411, Además, en esta
aproximación las pcrturbacioncs de las configuraciones del
campo no serán atendidas,

Ahora consideremos la din.ímica de vónices auto.Juales
con un potencial específico de sexto orden

y. A¡ = ::¡:~(íjDj In F(~¡). Enseguida elegimos el signo supe-
riOr.

La aproximación adiabática significa que la dinámica del
campo es aproximada por permitir que las coordenadas tI(¡

varíen en clticmpo. La derivada temporal del campo de Higgs
está aproximada por [10-121

, , J(I','I(t + .6.1») - J(I','I(t»)
J = hm .6. '¿"t -+0 I t

I1 2 "
X (1' - '1,,) F".) - 1 = 0,
0=1

( 14)

F(J) =.\+ 1J2(J2 _ 1)2
S

en la aproximación adiabática y cerca del acoplamiento
crítico (,.\ « 1). Se suponc quc para el sistema de n-vórtices,
la configuración del campo de vórtices. que se mueven lenta-
mente. cs muy ccrrada a la configuración estática y la acción
efectiva está determinada por la configuración auto~dual de
los v<Jrtices. El lagrangiano para n-vórtices que se mueven
lentamente, con posición del centro del vórtice q(l(t) sería
entonces

, !~[I(DJDJL(qa,qa) = L 2 {),i D,)
. (¡,/,=I J(I lb

J2 DR, ao,) 'i ,) ,.,]+ -- '1'I-uo • D) fl /,
(HJ(I rJ¡,

,\'

,¡2,. - 2"L Ai(lJa)rj~,
eI=1

(15)

donde

Ü(r,l[) = ~ J2(J2 - 1)2
I
que nos conduce a

••h _ J ( DJ. DJ J2 DO DO,) /2g _ --, + -, - , ,.
') DlJ~D,l!. DlJ~Dqf. ,

Definiendo el tensor métrico
parámetros {(J,II} como

'lfl~en el espacio de los
, ')

2

-2" L A,(I[ ••)'i:. = 2;r'UDj In F?2) (1', q)I,=q rji
¡¡=!

( 19)

donde introducilllos (J = Iftl, Para este caso tenemos el pro~
blclIla dc la mecánica clásica (similar al de dos cuerpos), el
cual se reduce a un solo cuerpo y que se conoce como sistema
de masa reducida. Pero como las masas no son constantes, si-
no quc son funciones, esto no podemos arreglarlo de una ma-
nera simple. Ahora bien, calculando el lagrangiano de (16)
en coordenadas polares (p, ~), encontramos que

( 16)

( 17)

el lagrangiano (15) lo podemos reescribir como

.'\' N

l - 1 '" ab.i 'j ?- '" \ ( ) '. U( )..-::)L ffíj lJarJb - -" L ¡- j fin qa - qa,
- f1,b=l 0:::::1

donde U(q'l) = J (¡ (PI' es la energía potencial. La energía

10lal para nuestro caso está dada por

N

E - 1 '" ah 'i 'j U( )- ? L [Jíj 'lolJb + qa.
- u,b=1

Así, en la aproximación adiabütica el análisis de la dinámica
dc v6rlices, se reducc a la investigación de un sislema
mccánico ( 16).

3. Dinámica de 2-vórtices

donde

f
'~F:2], ,'" DF:2 lalVu 2HlII=J<i'" 4E::, ,,-+IV (_-1_)) + 1_)

( ) D" 2 al' al' (20)

Considerel1los un sistema de dos vórtices cuyos centros están
localizados en los punlOS '1t = '1 Y«12= -q en el plano. La
simetría de la configuraci6n implica (13]

1~21(1',(1)= F(2)(I', -'1) = F(2)( -r, -1[),

es la masa "radial", y

_//2, [1E:2 2 IV (DF(2)) 2 1 DlvaF{,)]
m-.l- ( 1 ' (2)fJ +~ -- +-, -----

, {J- DI: 2,,' D\ ay (21)

Rel', Akr, Fú. 45 ( 1) (1l)l)9) 9-13
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y donde Fp.) salisl~lCC

La energía correspondiente del sistema está dada entonces
por

., 1 1
en la región .En, (32)F(2) ~ LV = pf[J~

r" Fi]) (PI)
en la región .El, (33).(~)~ ,

fJ:l

F/:l) ~
Fil) (fI')

en la región ¿:l, (34)pi

. (q+=)u + JI! = lB -- ,
q-z

donde F( 1) es la solución para un-vórticc de la Ec. (14). Para
el cükulo L1clas integrales utilizamos coordenadas hipolares
(11.1') con los centros de los vórtices en los puntos :r.q.

donde F(l) es la solución para un-vórtice y {JI,2 es la distan-
cia entre el punto dado y el centro del primer (o segundo)
vórtice.

Es conveniente dividir el plano en dos partes: Eo reti-
rado de amhos vórtices y ~ = :El U E2 cerca de uno de
los vórtices, donde ~l y ~:l son los extremos donde co-
mienzan los vórtices de radio ro con centro en los pun-
tos (q, O) Y (-(/, O) respectivamente, y esto se asume así:
1"" « ro « f'min. La expresión (31) Y las condiciones
asintóticas F(:l) IF -4 1 para,. -4 00, nos llevan a

(25)

(26)

(27)

"J' '(' .,U(I') = S IVF(,) IVF(,) - l),h.

es la masa angular. con IV" =1,-1 - 2r~ p2 <'os 2(I{J - X) + pi
Y <1',. = ,.<1,.d\'. El campo 8(1') es definido de la siguiente
manera:

E = ~("'"1;'+ "'ll"'¡;') + U(I'), (24)

Introduciendo el 1ll0lllcntum angular

DL ,¡ ")

¡\f = D.j:J = '/.llnp + 131'-,

expresamos la energía (24) del sistema como

1 .,
E = '2'11/'1I{;. + Ut'fl",

donde 1"energía potencial es

es el potencial efectivo.
Así. uno puede ver que el prohlema se reduce a la inves-

tigación de la dinámica de partículas con masas variahles mil
radial y 1H.1. angular, moviéndose en el potencial central y
en el campo "magnético". Las trayectorias de la panícula ¡as
podemos encontrar a través oc

/'"'' 1" [ 4 ]IIIII(~") = 2 <1" <Ir' 1 - (1 )'. o o ('os 1 ti + ('os V

.)l'
+ O(,.g!I") '" 4rrln::"'-. (35)ro

La reglOn ~o coincide aproximadamente con ~It

{I"I :::: l/o} Y la región ~ con t" = {Iul ~ l/o}. donde
l/o'" In(2f1/"o) » 1. Utilizando las condiciones (32), (33) Y
(34) se puede evaluar la contrihución 1/I1I(~1I)y 11l.1P=u) de
las n:gioncs ~,¡y i::". Los ¡;ü!culos nos conducen a

donde -00 < 11 < oo. O S l' S 2¡¡. Con esas condiciones se
ohtiene

(28)

(30)

(2Y)

! Jffii¡mT
f - 'o = ---:======d¡J.

. J21I1l(E-U,.,,)

Jondc

En efecto el prohlema para determinar las trayectorias es
complicado así como el cálculo de las integrales (29) y (30)
es hastante complicado por las funciones lksconocidas mil'
'11/.1 y 13; pero en caso Pl1lill » 1. donde ('mill es la distan-
cia mínima entre los vórtices, uno puede cstudiar la din:ímica
del sistema con ll1~ísdetalle. Adaptaremos el método intro-
ducido por Sergec\' y Chechin 1151 para la descripción de la
dispersión de vórtices en clmodeloahcliano de Higgs (2+ 1)-
dimcnsion11. Sea "1' el radio característico del vórtice (como
se sahe de [lG] ,." "'-' 1. Cuando fJlIlill » ,." la función F('.!)

solución para dos-vórtices puede presentarse como una su-
pcrposu.:i6n

(31 )

"'1I(t,,) = .1" j'= dl/ (.11"0-''') 171)(1")
"o

.) .) "0
+U(rñ!fI-) ",4"ln-. (36)

1'"

La masa total "'11 '" "'II(~") + mll(t,,) está dada por

2f1
"'11 '" 4" In -:-. (37)

'"
Un ciÍ1culo similar para la masa lll.1 nos lleva a

21'
'" l '" -lJr In -. (38)

""
Rel'. Me.\". FÉJ. 45 (1) (1 <)<)<)) 9-13
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Así, la masa radial 11111y la masa angular 1/l.l coinciden hasta
potencias dc segundo orden (7"1' / p). La función B encontrada
es

(39)

y la función U = )'Uo, donde

Un =¡J ,.3Fil)(I')í,.2 Fil)(") - 1)dI'

o como

donde 1'1J - 1.5 YA - 0.0389.
Ahora calculamos el ángulo dc' dispersión bJ.<p

1" - 2('1'00 - 'l'm;nll, donde

lOO (U - Bp"J.jlllll/m.l
'1'00 - 'l'no;n = "'¡rym (E _ U ) dp. (40)

. I'",i" P -.l ('f f

Sustituyendo las expresiones (37), (38) y (39) en (40) ohte-
ncmos

,.
--------::_-;;,.:1------- __

"".

-<O

FIGURA l. LIS trayectorias de vórtices sohre el plano (x, y) con
varias condiciones iniciales. Se ohserva que el (¡ngulo de disper.
sión!::J.<.p ----+ () cn c1límitc para cuando pmin ----+ oo.

PUlin -+ 00 los vórtices se comportan como partículas libres;
igual que en el modelo ahcliano de Maxwell-Higgs [12J.

En la Fig. l presentamos nuestro análisis numérico del
comportamiento del sistcma, el cual comprueba las predic-
ciones analíticas. Los rcsultados numéricos fueron obtcnidos
utilizando el paquete MAPLEV (R.3).

donde estahlecemos que t = Pmin/P Y c-1 = 11I(2PllIin/P).
(e « 1); y donde el signo positivo corresponde a lH > 2rr y
el signo menos a JI < 27r.Calculando lo anterior, finalmente
ohtenemos

1,1 di
l.;?oo - <Pmill = :i:2 JI :1 1 '

o -t-cnt

e 0("~'I'= "'2 + e-J.

(41 )

(42)

4. Conclusiones

En este trabajo hemos investigado la dinámica de vórtices
en el sistema Chcrn-Silllons.Higgs (CSH) ccrca del enlace
crítico. definido por .\ i: O; haciendo una comparación clara
y concisa con lo que es el sistema de Maxwcll-Higgs. En.
coutramos. que cn el caso de dos vórtices para Pmill » 1, el
movimiento de los vórtices es infmito y casi libre; el ángulo
de dispersión tiende a cero cuando Pmin ----+ oo.

Esta expresión es igual para los casos tanto de.\ :/: O0.\ = O
existiendo una pequeña diferencia tan s610 en la magnitud c.
Oc (42) en el límite cuando Plllin -+ 00 el ángulo de dispcr.
sión es igual a cero. Esto no es sorpresa por razón que .rara
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