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En el modelo Chern-Simons-Higgs investigamos la dindmica del sistema no relativista de n-vértices sobre el plano y cerca del enlace critico.
Encontramos el lagrangiano efectivo y en el caso de dos vértices bien separados hicimos un andlisis detallado.
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The dynamics of 71 non-relativistic vortices in Chern-Simons-Higgs system defined on infinite plane and near the critical coupling, is inves-
tigated. The efective lagrangian is found and a motion of two well separated vortices is studied with details.
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1. Introduccion

La “auto-dualidad” es una idea muy poderosa en la mecdnica
cldsica y en la teoria del campo cldsico, asi como también
en mecdnica cudntica y en la teoria del campo cudntico. Es-
ta auto-dualidad se refiere a teorias en las cuales las inte-
racciones tienen formas particulares y fuerzas especiales, (a-
les como las ecuaciones de segundo orden del movimiento
que se reducen a ecuaciones de primer orden, las cuales son
mds simples de analizar. El “punto auto-dual”, en el cual las
interacciones y las fuerzas acopladas toman su valor espe-
cial auto-dual, corresponde a la minimizacién de alguna fun-
cional, que frecuentemente es la energia o la accion. Estas
teorfas auto-duales dan una significancia fisica crucial. Por
ejemplo, por mencionar algunas, las ecuaciones auto-duales
de Yang-Mills tienen soluciones de accion minima conoci-
das como instantones, las ecuaciones de Bogomol'nyi de la
teoria auto-dual de Yang-Mills tiene soluciones de energia
minima conocidas como monopolos, y el modelo abeliano
de Chern-Simons-Higgs (CSH) [1, 2] tiene soluciones auto-
duales, las cuales implican campos escalares cargados aco-
plados minimamente al campo de norma, cuya “dindmica”
estd provista por el término Chern-Simons (CS) en dimen-
sién (2 + 1).

El contexto fisico en el cual tales modelos auto-duales
surgen, ¢s el de la teoria del campo cudntico aniénico. Usual-
mente las propiedades estadisticas de las particulas en la
mecidnica cudntica se conocen de dos formas o categorias:
fermiones y bosones. Pero en el espacio de dimension dos
son bien conocidas las particulas de estadistica fraccional (los
aniones), las cuales no son exactamente los bosones o los fer-
miones y pueden satisfacer una u otra estadistica o ninguna de
estas dos [3-5]. L.a mecdnica cudntica de muchos aniones ha
sido investigada activamente en los tltimos afios en relacién

a su relevancia directa al efecto Hall cudntico fraccional y su
papel tedrico en la superconductividad de altas temperaturas.
Como fue enfatizado por varios autores, este nuevo supercon-
ductor estd caracterizado por su naturaleza dos-dimensional y
una estadistica fraccional, la cual en el lenguaje de la teorfa de
campo puede estar relacionada con el término Chern-Simons
en la teoria (2 + 1)-dimensional abeliana de norma.

La teoria Chern-Simons en dimensién (2 4+ 1) es muy
atractiva ya que ¢ésta exhibe varios aspectos tedricos inte-
resantes, entre otros mencionamos las soluciones que co-
rresponden a solitones y vdrtices, ya sea topoldgicos y no-
topolégicos, muchas caracteristicas de las cuales pueden de-
ducirse analiticamente [G]. Durante las Gltimas dos décadas
el estudio de los vortices ha llegado ha ser un tema interdis-
ciplinario entre lo que es la fisica del estado sélido y fisica
de particulas. La teoria de Ginzburg-Landau, que es la teoria
macroscopica de la superconductividad, reconocid solucio-
nes localizadas de vértices [7]. Asi como en el modelo abe-
liano de Higgs [8], el cual es el modelo relativista de la teoria
de Ginzburg-Landau. Caracteristicamente, esas soluciones de
vortices acarrean flujo magnético, pero son eléctricamente
neutrales. El tema bdsico de este modelo es el referido a los
aniones, un flujo cargado de particulas compuestas de una
estadistica inusual. Usualmente se toma la solucion vértices
en la teoria de Ginzburg-Landau como este flujo; pero exis-
ten otras posibilidades. Con la introduccién del término de
Chern-Simons en el modelo abeliano de Higgs se observa
que también existen soluciones vortices. Esos vértices de
Chern-Simons-Higgs son diferentes a los vortices de Nielsen-
Olesen [9] en que ellos acarrean carga eléctrica, asi como
también flujo magnético.

Hay algunos rasgos o caracteristicas especiales asociadas
con las soluciones vértices en el sistema de Chern-Simons.
Anteriormente, la naturaleza del limite de Bogomol'nyi es


mailto:mjfores@pliysics.fislllaI.udg.flu'

10 A.l. NESTEROV AND M. FLORES PEREZ

escasamente diferente de lo que se conocia, mientras que en
la teoria original de Nielsen-Olesen los vértices requerfan de
un campo escalar con el potencial de cuarto orden; el sistema
de vartices de Chern-Simons-Higgs requiere de un potencial
de sexto orden |¢]". La introduccion del término [¢|® en el
potencial escalar no es artificial a la luz del criterio de renor-
malizacion en dimensién (24-1). Ya que ¢ es un pardmetro de
orden complejo, esta diferencia en la forma del potencial (o
energia libre) puede predecir una diferencia fenomenolégica
al de la teorfa original de Ginzburg-Landau. Notaremos que
al tener el vortice CSH, el término maxwelliano no es nece-
sario, ya que el término CS es dominante sobre el término
de Maxwell en una regién grande (o equivalentemente, en el
limite de valores grandes para el coeficiente x del término de
CS). Mis sin embargo, muy recientemente, Deser y Yang [2]
observaron que el mecanismo de Higgs puede transmutar un
campo de norma no-dindmico en un boson de norma. Asi
entonces al corroborar que hay un mecanismo de Higgs, la
dindmica no se pierde con la ausencia del término de Max-
well.

Ll estudio de la dinamica de vértices es muy dificil de-
hido a la complejidad del problema. Sin embargo, en el caso
no relativista que corresponde al movimiento con la energia
baja, la dindmica de vértices puede ser descrita como la
dindmica sobre el espacio de moduli, el cual estd parame-
trizado por las posiciones de los vértices [10-12]. En esta
aproximacion adiabdtica se supone que la configuracién del
campo CSH es muy cercana a la configuracién auto-dual y
que la accidn efectiva estd determinada por esta tltima. El
lagrangiano cfectivo mds general, el cual describe el movi-
miento de n-vortices en el espacio de los pardmetros, es la
suma de la energia cinética, energia potencial y el término li-
neal, que conduce a la fuerza de Magnus [13, 14]. El término
lineal fue obtenido en la forma explicita [13], pero hasta la
fecha la parte cuadritica no fue encontrada en la forma ex-
plicita.

En nuestro trabajo en la aproximacién adiabidtica de Man-
ton [10] investigamos la dindmica de vortices CSH en el pla-
no cerca del limite de Bogomol'nyi. El articulo estd organi-
zado en la manera siguiente. En la Sec. 2 consideramos el sis-
tema de n-vortices CSH cerca del enlace critico (o cerca del
limite de Bogomol'ny) y obtenemos el lagrangiano efectivo.
En la Sec. 3, uulizando los métodos analiticos y numéricos
(paquete MAPLE V), estudiamos el sistema de 2-vortices
bien separados.

2. Dinamica de n-vortices en la aproximacion
adiabatica

Consideremos la teoria de un campo escalar complejo
o = (f/v2)e™ interactuando con un campo de norma A4,
cuyo término cinético es el de Chern-Simons. El lagrangiano
para esta teoria estd dado por [13]

f*

v l . 2 rer
L= 224,09, Ax+ = (O, f )P+ S @u8+ A=V (f), ()

donde
V() = 25 P2 =)
8k=" 7
Es conveniente hacer el siguiente cambio de variables :

' = (k/v?)zH,

I =% fu,
A= (‘nz/rc)A,,,

Oy — (v /K)d,,
L= (vHr)2L

con ¢l cual el lagrangiano cambia al lagrangiano adimensio-
nal

f‘.’

T Sy . |
L= 38" '\A‘“()‘,A)\ + ;(()_[,f)"‘*“?

(0119+-’1;()2_ v(f)a (2)

conel potencial V' = { f#(f? — 1)%. De este lagrangiano uno
obtiene las ecuaciones del campo

OGS — 8.8+ AN F +V'(f) =0, (3)
€ijFo; + 200+ A;) =0, 4)
0.(f(0,6+A,)) =0, (5)

Fis + f2(6 + Ag) = 0. (6)

La energia E del sistema estd limitada >or £ > E,,;, > 0.
Este limite estd saturado, satisfaciendo

f=0 (7)

Oif F e £(0;6 + A;) =0, (8)
. 1.

O+ A0+ (/7 -1)=0, 9)

F:;’:ij,r—;(f"’—ll- (10)

Si hay un sistema de n-vdrtices con sus posiciones en los
puntos q,,a = 1,... n, la fase # puede elegirse como

n

6=> arg(r-qa), (1)

@

la cual satisface €;;0;0;6 = 2rZd(r — q,). Las Ecs. (7) a
(11)implican que

1 In f2
1’1,‘ 24:51',18_;' _%HTl lr __q JB ) (]2)
a=1 a

y la funcién f satisface

Aln f2 = f2(f2 1) =4r> d(r—qa). (13)

a=]1

Como se sabe las soluciones estiticas auto-duales para
n-vortices del sistema de Ecs. (7) a (10) dependen de 2n
pardametros determinando la posicion de los vortices [11].

n

Ademis es conveniente definir Fﬁn = o [Taei (&= qa)?,
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donde la funcién F{,,, describe la solucién para n-vértices y
satisface
Aln Fj

o= ] - )’ F
a=1

x J[(c—au)*Fy —1=0,

a=1

(14)

yA; = ;%f,-_,-aj In F("’")
rior.

La aproximacion adiabdtica significa que la dindmica del
campo es aproximada por permitir que las coordenadas q,
varien en el tiempo. La derivada temporal del campo de Higgs
estd aproximada por [10-12]

f(r.q(t + At)) = f(r,a(?))
At :

. Enseguida elegimos el signo supe-

f= lim

At—0

. Y T1 f ar 87
L(meH):./ Zl li (E)(j:‘@ +f2

;b=
donde
7 A pa o 2
Ulr,q) = gf (f*= 1}~

Definiendo el tensor métrico q“" en el espacio de los
pardmetros {¢Z } como

» af af 29 96
% */(a;ﬂaqﬂ” o o) "

el lagrangiano (15) lo podemos reescribir como

N

L=3 Y obiidl - Z

&

a,b=1 a=1

(9a)d; — U(qa), (16)

donde U(q,) = | U d®r es la energfa potencial. La energfa

total para nuestro caso estd dada por

R
1
=5 D 6f4ady + Ulda). (17)

a,b=1
Asi, en la aproximacion adiabatica el andlisis de la dindmica
de vortices, se reduce a la investigacion de un sistema
mecanico (16).

3. Dinamica de 2-vortices

Consideremos un sistema de dos vértices cuyos centros estdn

localizados en los puntos ;1 = qy q2 = —qen el plano. La
simetria de la configuracion implica [13]
Fla)(r,q) = Fia)(r, —q) = Fy(-1, —q),

944 dq]

y similarmente para el campo de norma A,,. Ademds, en esta
aproximacion las perturbaciones de las configuraciones del
campo no seran atendidas.

Ahora consideremos la dindmica de voértices auto-duales
con un potencial especifico de sexto orden

Vi =25 -1

en la aproximacion adiabdtica y cerca del acoplamiento
critico (A < 1). Se supone que para el sistema de n-vértices,
la configuracidén del campo de vértices, que se mueven lenta-
mente, es muy cerrada a la configuracion estdtica y la accién
efectiva estd determinada por la configuracién auto-dual de
los vortices. El lagrangiano para n-vértices que se mueven
lentamente, con posicién del centro del vértice q,(t) seria
entonces

N
a6 o0 2
_) (Jlﬂfllh L“| d'-r - 23’ Z Ai(@ﬂ)‘i’:w (15)
a=1
|
que nos conduce a
—21 Y~ Ai(Qa)dh = 2me;;0; In Fy (v, Q) le=q ¢’
a=1
2r ’ "
= “{;BrlnFé}(r-q)IFqujQ‘q’, (18)

donde introducimos p = |q|. Para este caso tenemos el pro-
blema de la mecdnica cldsica (similar al de dos cuerpos), el
cual se reduce a un solo cuerpo y que se conoce como sistema
de masa reducida. Pero como las masas no son constantes, si-
no que son funciones, esto no podemos arreglarlo de una ma-
nera simple. Ahora bien, calculando el lagrangiano de (16)
en coordenadas polares (p, ), encontramos que

1 .9 9 .92 9 i
L= s(myp* + mo1p*¢*) + Bp*e — U(p),

5 (19)
donde
my = [ d*r (AFR) 0+ W (agg’)iéﬂj 88;“ (20)
es la masa “radial”, y
my= /dr[zin)p" w (88 )2+ 1 oW 0 “’] @21
X 202 Ox  Ox
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es la masa angular, con W = % — 2r¢p? cos2(p — x) + pt
y d*r = rdrdy. El campo B(p) es definido de la siguiente
manera:

2m ;
B=—;ﬁmﬁ&mmhq, 22)
y donde F{) satisface
AlnFjyy — WFG (WFG —1) = 0. (23)

La energia correspondiente del sistema estd dada entonces
por

E= %(mnpz +myp*¢%) + Ulp), (24)
donde la energia potencial es
Ulp) = % / W Fy (W Ry — 1)d*r. (25)
Introduciendo el momentum angular
M = g—i =my p*p + Bp?, (26)

expresamos la energia (24) del sistema como
i ’
B = E'HJ.H[)“’ + Urr, 27
donde

+U(p) (28)

es el potencial efectivo.

Asi, uno puede ver que el problema se reduce a la inves-
tigacion de la dindmica de particulas con masas variables my
radial y m angular, moviéndose en el potencial central y
en ¢l campo “magnético”. Las trayectorias de la particula fas
podemos encontrar a través de

(M — Bp?)\/my[my
w—wo=/ - VML gy (29)
p2/2my (E — Ueg)
/T[T
e e s 30)

2my (B — Ueg)

En efecto el problema para determinar las trayectorias es
complicado asi como el cdlculo de las integrales (29) y (30)
es hastante complicado por las funciones desconocidas my,
miy y DB; pero en caso py,in 3> 1, donde py,i, s la distan-
cia minima entre los vértices, uno puede estudiar la dindmica
del sistema con mas detalle. Adaptaremos el método intro-
ducido por Sergeev y Chechin [15] para la descripcion de la
dispersidn de vértices en el modelo abeliano de Higgs (2+1)-
dimensional. Sea r, el radio caracteristico del vértice (como
se sabe de [16] r, ~ 1. Cuando pmin > 7, la funcién Fis
solucion para dos-vortices puede presentarse como una su-
perposicion

Fay = Fuy(p1) Fay(p2), (31)

donde F{y) es la solucidn para un-vértice y py 2 es la distan-
cia entre el punto dado y el centro del primer (o segundo)
vortice.

Es conveniente dividir el plano en dos partes: £ reti-
rado de ambos vértices y ¥ = 3; U E, cerca de uno de
los vortices, donde ¥; y ¥, son los extremos donde co-
mienzan los vortices de radio rg con centro en los pun-
s (¢,0) y (—q,0) respectivamente, y esto se asume asi:
ry € 79 <€ Pmin. La expresiéon (31) y las condiciones
asintéticas F('?_,)Ilf’ — 1 parar — oo, nos llevan a

: i 1 .
F(“;} oy = Py en laregién o, (32)
, F2y(m)
Fiy~——"  enlaregion T;, (33)
2]
) FZ . (p2
iy = m)_, enlaregion ., (34)
1441

donde Fyy) es la solucién para un-vortice de la Ec. (14). Para
el cdlcule de las integrales utilizamos coordenadas bipolares
(u,v) con los centros de los vortices en los puntos +¢q,

; S
u+iv =In (L) ,
q—z

donde —oo < u < 00, 0 < v < 27. Con esas condiciones se
obtiene

2p2€:hu

G7.]
Prz= coshu + cosv’
La region Y, coincide aproximadamente con ¥, =
{lu] < wo}y laregion ¥ con T, = {|u| > uo}, donde
ug = In(2p/ry) > 1. Utilizando las condiciones (32), (33) y
(34) se puede evaluar la contribucién my(Z,) y mL(}ju) de
las regiones X, v S... Los cdlculos nos conducen a

un 27 4
Yi)=2 lu Wilde ey
my (Eu) /n e _/“ & [ (coshu + coswv)?

50 353 2r
+O(r2/p?) = drln ,—" 35)

0

du (4{)26'2”) P}ﬁ)([@)

2, 2 To
+O(rg/p”) = drln —. (36)

i

La masa total m| = m|(Z,) + mH(S") estd dada por
2p
my ~ 4rln 2E (37)
iy
Un cdlculo similar para la masa m nos lleva a
2p
m, ~ 47ln —. (38)

Ty
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Asi, la masa radial m| y la masa angular/m coinciden hasta
potencias de segundo orden (7, /p). La funcién B encontrada
cs

B =2rjp?, (39)

y la funcién U = AUy, donde
m

Up = 7 [ 7‘31‘7(2”(1‘)[?'21?(3”(7‘) —1]dr

0 como
T 4.4
U= ——Ar
167 &

donderg ~ 1.5y A ~ 0.0389.
Ahora calculamos el dngulo de dispersion Ay =
|7 = 2(¢oo = Pmin)|, donde

(M = Bp*)y/my/m & 40)

Jomin P2A/2my (E — Ueyy)

Yoo — Pmin =

Sustituyendo las expresiones (37), (38) y (39) en (40) obte-
nemos

1
dt

SEPATIY (. S— 41)
Poo — Pmin A r*r—l 7 —clnt (
donde establecemos que t = pmin/py ¢! = In(2pmin/p).
(¢ < 1); y donde el signo positivo corresponde a M > 27 y
¢l signo menos a A/ < 2. Calculando lo anterior, finalmente
obtenemos

Ap = ﬂ:% +0(c?). (42)

Esta expresion es igual para los casos tantode A # 00 A = 0
existiendo una pequena diferencia tan sélo en la magnitud c.
De (42) en el limite cuando py,in — oo el dngulo de disper-
sion es igual a cero. Esto no es sorpresa por razén que para

10}

-104

-40%

FIGURA 1. Las trayectorias de vortices sobre el plano (z,y) con
varias condiciones iniciales. Se observa que el dngulo de disper-
sién Ay — 0 en el limite para cuando pmin — 00.

Pmin — 00 los vortices se comportan como particulas libres;
igual que en el modelo abeliano de Maxwell-Higgs [12].

En la Fig. 1 presentamos nuestro andlisis numérico del
comportamiento del sistema, el cual comprueba las predic-
ciones analiticas. Los resultados numéricos fueron obtenidos
utilizando el paquete MAPLEV (R.3).

4. Conclusiones

En este trabajo hemos investigado la dindmica de vértices
en el sistema Chern-Simons-Higgs (CSH) cerca del enlace
critico, definido por A # 0; haciendo una comparacién clara
y concisa con lo que es el sistema de Maxwell-Higgs. En-
contramos, que en el caso de dos vdrtices para ppni, > 1, el
movimiento de los vortices es infinito y casi libre; el dngulo
de dispersion tiende a cero cuando ppni, — 0.
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