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En el presente trabajo se estudian los estados electrénicos de un gas de electrones libres confinado al interior de un punto cudntico semicon-
ductor. Con el objetivo de obtener resultados generales, se utiliza un modelo con una geometria elipsoidal para puntos cudnticos en casos
tridimensionales, bidimensionales y unidimensionales dentro de un mismo marco calculacional. Se obtiene la ecuaci6n trascendente para los
niveles de energfa, asi como la funcién de onda normalizada. Los cdlculos se realizaron en la aproximacién de masa efectiva y no se tuvieron
en cuenta efectos de anisotropfa para la misma. Se compara con el caso limite esférico reportado por otros autores.

Descriptores: Estados electronicos en puntos cudnticos

Single-particle states of a quasi-zero-dimensional electron gas confined in a semiconductor quantum dot were investigated, With the aim
to be more realistic an elipsoidal geometry was supossed for the quantum dot assuming a strong confinement regime for the electron gas.
In such way it is posible to get an uscful approach to study quasi-two-dimensional, quasi-one-dimensional and three-dimensional quantum
dots. Eigenvalues and eigenfunctions were obtained under the effective-mass aproximation with independent possition effective mass in an
isotropic material. Results and discussion were devoted to the prolate spheroidal coordinates case. Results were compared with the limiting

case of spherical geometry done by other authors.
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1. Introduccion

En la dltima década el impresionante progreso en la fabrica-
cion de estructuras semiconductoras de baja dimensionalidad
ha hecho posible obtener sistemas cuasi-bi-dimensionales
(Q2D), cuasi-uni-dimensionales (QID) e incluso sistemas
cuya dimension efectiva es cero para los llamados puntos
cudnticos (QD) [1-T]. Los efectos de confinamiento en ta-
les sistemas semiconductores han atraido considerablemen-
te la atencion tanto tedrica como experimental. En particu-
lar, los electrones confinados en QD’s muestran comporta-
mientos impresionantes. Tales estructuras acopladas a fuen-
tes de voltaje y corriente a través de uniones de tunelamien-
to han tomado diversos nombres como: transistores mono-
electronicos e islas coulombianas [8]. Sin embargo, algunos
autores han preferido llamarles “dtomos artificiales”, al con-
siderar que su carga nuclear efectiva es controlada por elec-
trodos metdlicos [9]. No obstante las diversas denominacio-
nes, la motivacion tecnoldgica bdsica de los QD’s es que
con componentes ultrapequefios se obtienen respuestas mds
rdpidas, y menos disipativas térmicamente que sus contrapar-
tes de mayor dimensionalidad. Mads atin, existen muchas na-
noestructuras naturales tales como las del silicio poroso [10]
y una gran variedad de estructuras biol6gicas que hacen de las
nanoestructuras un tema de gran interés para la ingenieria, la
quimica, la ciencia de los materiales y la biofisica molecular,
entre otras.

De acuerdo con la forma geométrica de los puntos
cudnticos, las escalas de confinamiento en tres direccio-
nes mutuamente perpendiculares (L., L,, L.), pueden ser
diferentes, indicando que aun cuando todas las dimensio-
nes lineales sean comparables con las longitudes de on-
da de los portadores confinados pueden encontrarse situa-
ciones asimétricas interesantes: punto cudntico cuasi-uni-
dimensional (1DQD) (ej. L. > L.,L,), punto cudntico
cuasi-bi-dimensional (2DQD) (ej. L,, L. > L,) y punto
cudntico tridimensional (3DQD) (L, ~ L, ~ L.). Esta si-
tuacion geométrica exige una modelacion més realista de los
QD’s a diferencia de los modelos esféricos, cibicos o pa-
rabdlicos mds habituales en la literatura [7,9, 11, 12].

Diversos autores, experimentalistas y tedricos, han teni-
do en cuenta puntos cudnticos con geometrias diferentes de
los modelos esféricos, ciibicos y parabdlicos [13-18]. Asho-
ori [13], al referirse a la construccién y medicidn de “dtomos
artificiales”, representa éstos en forma de elipsoides de re-
volucién oblatados. En las Refs. 14 y 15 pueden observar-
se patrones de difraccion por reflexién de electrones de altas
energias (RHEED), en los que se evidencia la forma de elip-
soides de revolucién oblatados para puntos cudnticos auto-
organizados (SAD) e islas incoherentes. En la Ref. 16 se pre-
sentan evidencias de que en el proceso de crecimiento de ca-
pas delgadas de CdSe, en las etapas preliminares, hay forma-
cion de puntos cudnticos en forma de elipsoides prolatados a
manera de islas incoherentes. Los trabajos tedricos de Efros
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y Rodina [17] y de Efros et al. [18] muestran la importan-
cia de la no esfericidad de los “clusters”’de CdSe en el es-
tudio del ensanchamiento adicional de las transiciones inter-
bandas, asi como en los efectos de luminiscencia; en las Refs.
17, 18 se modelan “clusters” (o puntos cudnticos) elipsoi-
dales, pero el efecto de no esfericidad es considerado como
una perturbacién anisotrépa al hamiltoniano de Luttinger, el
cual es tratado en la aproximacion esférica para los cdlculos
tedricos que en dichos articulos se realizan. Una modelacion
mas realista, desde nuestro punto de vista, es considerar una
geometria elipsoidal para los QD’s que, usando coordena-
das esferoidales prolatadas (p.e.c) o coordenadas esferoidales
oblatadas (o.¢.c), permitan obtener los casos limites mencio-
nados anteriormente (o sea, el caso p.e.c tiene como casos
limites el 3DQD y IDQD para distintos pardmetros de un
elipsoide de revolucién, mientras que el caso 0.e.c tiene como
casos limites el 3DQD y el 2DQD para otros parametros ge-
ométricos del elipsoide). Esto tltimo permitiria un tratamien-
to mas adecuado de la interaccion de los gases electrénicos
cuasi-cero-dimensionales ( QODEG ) con campos externos.

El objetivo del presente trabajo es mostrar un procedi-
miento de cdlculo de los estados mono-electronicos en un QD
de GaAs recubierto de una envoltura de Al,Ga;_,As masi-
va suponiendo una geometria elipsoidal al QD. Los célculos
realizados se efectuaron en el marco de la aproximacion de
masa efectiva y suponiendo la masa efectiva electrénica in-
dependiente de la posicidn, para lo cual se consideran dimen-
siones lineales al QD que permiten tal suposicién. Se supuso
ademds un régimen de confinamiento fuerte con potencial in-
finito en la superficie del QD.

Los estados electrénicos del electrén en QD’s elipsoida-
les se calculan en la Sec. 2. En la Sec. 3 se discuten los
resultados y se hacen comparaciones con el caso de QD’s
esféricos.

2. Estados mono-electronicos

El operador de Hamilton para el modelo de un electrén
con masa efectiva m*, localizado en el interior de un pun-
to cudntico de geometria esferoidal, se describe como

: B .
H = —- I Ve +U(z,y, 2), (N
2m*

donde U(x,y, z), debido a la geometria esferoidal (prolata-
da/oblatada) supuesta del QD, es

z2 4y 2P
0, — =5 F 21,
U4, 2) = J_._i "+ y-_; '32 (2)
09, —F —F ===
T h

correspondiente al limite de confinamiento fuerte [7, 11]. En
el presente trabajo supondremos que las dimensiones del QD
son suficientemente grandes de manera que la aproximacion
de masa efectiva pueda ser adoptada; ademds de considerar
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FIGURA 1. Representacién grifica de coordenadas esferoidales
prolatadas: & = dcoshpu: €2 = cos#; £&3 = cos ¢. (Tomada
de 1a Ref. 19 Cap. 5, §VIII, p. 661)

que m* es independiente de la posicién. La ecuacién de auto-
valores correspondiente al caso estacionario sera

HYU = EV. (3)

Debido a la forma del potencial confinador, no podria ser con-
siderada la existencia de simetria esférica en el problema, por
1o cual el método de separacion de variables serd a través de
las superficies cuddricas cofocales, o de sus formas degene-
radas [19]. Por esta raz6n usaremos las coordenadas elipsoi-
dales degeneradas

z=&/(& FR)(1- &),

y=\/(@F@)(1-)(1-8),
z = 6162, (4)

donde el signo — (+) representa el caso de p.e.c (0.e.c); las
representaciones grificas de estas transformaciones de coor-
denadas se presentan en las Figs. 1 y 2.

En (4) el parimetro d representa la distancia focal en
la geometria supuesta. Las superficies con {; = cte. son
elipsoides de revolucion con semieje menor (mayor) r =
V(& F d?) en el caso p.e.c.(o.e.c.) y semieje mayor (me-
nor) h = & en el caso p.e.c. (0.e.c.); la excentricidad de la
superficie serd ¢ = d/, parap.ec.ye = d/\/{m para
o.e.c. y el volumen del elipsoide serd V = 4w (&2 F d?)&, /3.
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FIGURA 2. Representacion grdfica de coordenadas esferoidales
oblatadas: &, = dsenh pu; & = cos#; &3 = cos ¢. (Tomada de
la Ref. 19 Cap. 5, §1IX, p. 662)

Debido a tales transformaciones, el problema de autova-
lores y autofunciones (3) se convierte en

& >d, (pew);

v2y 4+ 2w =04 & >0 (oe.zi), (5)
12| < 1
&3] < 1,

‘I’(E{ - I'I) = 0,

donde k¥ = 2m* E/h*.
Se propone que las autofunciones del problema son de la
forma

W(&1,62,83) = R(£1)S(62)®(&) (6)

y que ademds son ortonormales en la region definida en (5).
De aqui se obtienen tres ecuaciones separadas y acopladas a
través de las constantes de separacion:

1 d 2 o ﬂ?_
(& F ) d, [(5’ o )d&]
2 . L _
+["‘+£?¢d2 @xop| =0 W
_l—Ji [(1m f)iii]
(1—&3) dé2 d,
+E24% k.‘;’ % =0 (8
+[ . +s§—1+(£§—1)2} =5

i ¢

1 d e L
,/—u.sgdfa{v(l 3)d53] T

En (9), si hacemos £3 = cos(o),
(,'”'“f:l
ey
VT

Como se ve de (9) y (10), el nimero cudntico m estara re-

®(p) = m =04l 88, ... B=-m® (1)

lacionado con la componente del operador Lalo largo del
eje z del sistema de coordenadas rectangular (Lz = mh), lo
cual es l6gico, pues en la geometria esferoidal supuesta se
conserva L., ya que el problema tiene simetria azimutal.

Si se hacen los cambios de variables:

p =5
T R
Ne= k']zdz —k%,
¢ = kid, (11)

Entonces (7) y (8) se convierten en

d 5 dR 5 m?
—(z7 = 1)— | = [A=c"27+ ——| R=
dx, [(r] ) ] [ ‘ II%P:z'j’l]

(f.I‘]

d |, g @S 32 m?
:{g [(] - EZ)E] + [,\—(s £ — @] a=0; (12
que estan en coordenadas esferoidales prolatadas. El caso
de las coordenadas esferoidales oblatadas se obtiene direc-
tamente, mutatis mutandis, haciendo ¢ — Ficy x; —
+iz, [20].

Las soluciones de S en (10) para (p.e.c) son

sWe,6) = Y dre)PR (6, (13)

S, &)=Y dMOQm (&)  (14)
=0

La aparicion del pardmetro [ se debe al siguiente razonamien-
to.

Al exigir que S(&») sea continua y finita para |&] < 1
se encuentran los autovalores A como funcién de ¢ y m.
Ademds, para una ¢ dada hay infinitas soluciones \; < Ay <
Az ..., que al ordenarse en forma creciente se obtiene que

S 1=0,1,2,...

En (13) y (14), Pl"”’(g.;) y Q‘Iml(éz) son los polinomios
asociados de Legendre de primer y segundo tipo, respecti-
vamente. Imponiendo la condicién de normalizacién de las
funciones S),,,;(x2) se encuentra la relacion entre m y I co-
mo sigue:

1=0,1,2,...
o 2 0T O S— (15)
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A través de las formulas de recurrencia para d:*" (¢) [14], ob-
tenemos las expresiones de los autovalores de A:

o0

2k
/\Emlf = Zq?k(' )

k=0
o = .'.(] + 1),

45 = % [1 _ (2lm| = 1)(2|m| +1)

RS N R

(ver Ref. 20). El caso A, (¢) = qo = I(I + 1) se obtiene en
el caso limite ¢ — 0 cuando la distancia focal d — 0 para
valores finitos de &) # 0. Este caso particular corresponde
al de una esfera, en cuyo caso los estados electrénicos son
esféricamente simétricos y [ representarfa el nlmero cudntico
orbital como es de esperarse.

Observando detenidamente la ecuacién para S{c, &)
en (12), si multiplicamos dicha ecuacién por i tenemos

ffl’% [(1 - g;,’)jé] + 12 [A F 262 — # S=0,
(=) pec; (+)o.ec, (17

lo cual equivale a
A%S = K2AS (18)

donde

A% = 1% £ 26207 (—=)pec; (+)oec. (19)

Este operador puede identificarse como uno de momentum
angular “esferoidal” expresado en funcién del operador mo-
mentum angular esférico, mds un término de correccion de-
bido a la deformacion alargada, o achatada, de la esfera. En
el caso esferoidal A* representaria una magnitud que se con-
serva con autovalores ﬁg)\m;.
En el caso (0.e.c)
oo
Ami = 3 (=1 o™ (20)
k=0
y S(—ic, &) estdn definidos en 21.8.3 de la Ref. 20.
Por ultimo, la funcién radial solucién de la primera ecua-
cionen (12) es

1

fmj/2
7 —1
(2fm + E)) ™ () ( i )
Z,x. 2 Ly
k=0, Lt

—l

Rl =

[o's) /

2lm| + k)!

ket |m—1 (2 Pmll_(0) o

%y, P T d mpseler) @D
k=0, ’

donde Zi”’(:) se define en 21.9.1 de la Ref. 20. En conse-

cuencia, la ecuacion que determina el espectro de energia es

R? {e,x})=0 (22)

m,l

donde ¢ cumple con

9 * v g2
3 2m {:(.’ . 23)
h”

De (22) y (23) vemos que
E = Efe;|m|,l:d); (24)

donde ¢ es un tercer nimero cudntico de nuestro problema y
representa a un tipo de cuantizacion diferente al caso esférico.
A diferencia de la simetria esférica E dependera de un cuarto
pardmetro: x; que fijard la condicion de homotecia.
Supongamos que la Ec. (22) se satisface para cp y 27,

P - 4D
2m* Eodj
2

h°

(=] 5

&

entonces (22), para |m| y [ fijo, serd satisfecha también para
E,dy z9 siempre que

E=E(%), (25)

puesto que al mantener ! fijo y variar d, se estd haciendo
una homoctecia del elipsoide donde E o< 1/d*. Esto se cum-
ple para cualquier triada (c, [, m) y para cualquier particula o
cuasi-particula considerada (electrones, huecos ligeros, hue-
cos pesados). Puesto que el volumen del elipsoide es V' =
4m (23 F 1)a1d®/3 es obvio que E(c,m, 1) oc V=3/2,

3. Discusion y conclusiones

En todos los cdlculos se consideraron QD’s de GaAs rodea-
dos de Al,.Ga; _, As masivo; se tomo el valor de masa efecti-
va electrénica igual a m* = 0.068my [1], siendo myp la masa
del electron libre. La Fig. 3 muestra los valores de ¢ vs. €
(excentricidad) para los primeros cuatro estados electrénicos
enel QD paral = 0, m = 0. En estas curvas se observa una
similitud entre los autovalores de la energia para el caso p.e.c.
y el caso o.e.c. para los mismos parimetros geométricos: € y
d. Esta similitud aumenta con la energia de los estados elec-
tronicos. Segin la definicidon de ¢ [Ec. (23)], en el caso de
limite esférico ¢ = 0, pues la distancia focal y la excentri-
cidad se anulan. Cuando £ tiende a 1 el niimero cudntico ¢
tiende a infinito si d permanece constante; este caso corres-
ponde, a una linea recta en el caso p.e.c., y a un plano en el
caso o.e.c. lo cual es consecuente con el hecho de que al con-
finar totalmente al electrén en una linea recta o en un plano,
su energia diverge. Para valores de = < (.5 se observa una
tendencia, en ambas geometrias, hacia la de un QD esférico
y por lo tanto los niveles de energia en ambos casos son ca-
si iguales independientemente del estado energético que se
analice. En laregion 0.5 < € < 0.9 se diferencian los casos
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FIGURA 3. Pardmetro ¢ vs. excentricidad () para los primeros cua-
tros estados electrénicos enel QD, ! = 0, m = 0.
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FIGURA 4. Energia de los primeros cuatros estados electrénicos
vs. r. En el caso p.e.c, r representa el semieje menor; en el caso
o.e.c, r representa el semieje mayor. Para ambos casos se toma la
magnitud h (semieje de revolucién) = 30 nm.

p.e.c. y o.e.c. fundamentalmente para los estados menos ex-
citados. Esto se debe a que los estados menos excitados son
menos sensibles a los cambios de geometria como se podrd
analizar mds profundamente los resultados mostrados en la
Fig. 4. Parac > 0.9 se simplifica la dependencia de ¢ con los
pardmetros caracteristicos del QD: cuando se tiende al 1DQD
solo se dependerd del confinamiento en la direccién del semi-
eje r(oc 1/r?) y cuando se tiende al 2DQD se dependera del
confinamiento en la direcci6n del semieje h(oc 1/h%). En la
zona intermedia de valores de ¢, la dependencia con 7 y h
es mds complicada y resulta de una competencia entre los
Iimites sefialados.

En la Fig. 4 se muestran los cuatro primeros niveles de
energia electrénica vs. r (semieje menor p.e.c.; semieje ma-
yor o.e.c.) manteniendo constante el valor de h = 30 nm
(semieje mayor p.e.c.; semieje menor o.e.c.). Al aumentar r

200 -

150:- E \\]\

r=30nm

60 80 100 120
h(nm)
FIGURA 5. Energfa de los primeros cuatro estados electrénicos vs.

h. h representa el semieje de revolucién del elipsoide en ambos
casos (p.e.c y o.e.c). = 30 nm en estas curvas.

5~
41
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FIGURA 6. Representacién universal del comportamiento de los
estados electrénicos en un QD elipsoidal. E, representa los ni-
veles energéticos del QD esférico. E es la energia de los estados
homélogos en el QD elipsoidal.

el QD elipsoidal tiende al caso 2DQD, que se comporta co-
mo un sistema Q2D. Como se observa, para valores grandes
de r los niveles de energia no varian pues estdn determinados
casi totalmente por el semieje de revolucién b (semieje me-
nor) que es ahora la direccién de confinamiento. En este caso
hubo una transicion de un 3DQD a un 2DQD. La diferencia
de los valores de energiaen laregionr > 30nmy r < 30 nm
radica en que, en la primera regidn se estd variando la longi-
tud secundaria de confinamiento, mientras que en la segun-
da regién varfa la direccién principal de confinamiento (la de
menor longitud). En el estado base, aun para valores de r algo
menores que 30 nm, la energia no varia mucho, sin embargo,
para los niveles superiores aparece una fuerte variacién de la
energia en cuanto disminuye un poco el valor de r. Esto indi-
ca que la forma geométrica de un punto cudntico influye mas
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en los estados mds excitados. Los valores indicados por (e)
representan los valores de energia correspondiente a un QD
esférico de radio 30 nm.

La Fig. 5 es andloga a la anterior; en clla se presenta la de-
pendencia de la energia en los primeros cuatro estados elec-
trénicos versus h, el semieje de revolucién (semieje mayor
p-e.c.; semieje menor o.e.c.) manteniendo constante el valor
de r (30 nm). Segtin lo predicho en el andlisis de la Fig. 3,
los resultados mostrados en esta Fig. 5 son cualitativamente
andlogos a los de la Fig. 4. En este caso, cuando h > r se
manifiesta una transicion de un 3DQD a un 1DQD.

La Fig. 6 es una representacion universal del comporta-
miento de los estados electrénicos en un QD elipsoidal versus
la relacion de los semiejes r/h. En el eje de las ordenadas se

grafica la relacién de los valores de energia del QD elipsoi-
dal [E(c)] respecto a los valores de energia E,, para distintos
niveles (n) del QD esférico. En las abcisas se grafica la rela-
cion r/h. En esta grifica se resumen de forma general todos
los andlisis efectuados en las Figs. 3 y 4.

El presente trabajo permite mostrar una modelacién mds
realista de los QD’s que se ajusta a la clasificacién dada por
Johnson [6] y que se acerca mucho mds a la variada tec-
nologia de obtencién de puntos cudnticos semiconductores.
Ademds de los resultados expuestos acerca de los estados
monoelectrénicos en puntos cudnticos elipsoidales, el pre-
sente trabajo brinda una base para cdlculos de estados de
particula simple, estados exciténicos acoplados, etc. lo cual
intentardn los autores en trabajos futuros.
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