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SI.' proponc la prcsl'tH:lcit'ín de la lomografía como un tópico avanzado adecuado para incluirse dcnlro dc un curso de óplica de r:ourier a
nivel de posgr;¡do. S•..mllestra una "c('uctlcia de exposición posit'ile caracterizada por el empko dl' 1;lst~cnicas lípiclS de la óptica de r:ourier.
dL'slaCando luL'~o;¡I~lll1maparatos tlpto-tnednicos conocidos rara ejemplilicar justamente 1m llK;todm de iln;ílisis de r:ourier. Finalmente, se
descrihe lIn ;'p;¡ralo simplificado, romo una pníctica de lat'illr<ltoriode úplic:¡ de Fourier. que ilustra c1tco["ema ccmral de rourie!". Se muestran
Ins resultados e\perimentales correspondientes al arreglo previamenle desnito.

!Jt'scri¡,/ol"('\': Óptica dc Fouricr; experimcntos de laboratorio: tnll1o~rafía: procesadores t'!ptinl'

Tlle intl"lldllctioll or tOlllo~raphy as :lf1 advanced topic lO be includL'd in a FourÍL'r optics course ,Jt gr;¡dll:lted h.'ve! i.s pwposed. It is shown
;1possihk prl'\cnt:ltion seqllcnce ,\...hich fealures Ihe use of I)'pical Fomier npties Icchniques. as well as sOllle \Vell-known opto-mcchanical
I.k\'icc:, a" l"Cllllpks. Finall)'. a simpli lied apparatlls which ¡llustrates Ihe central FOllrier theorl'[l1 as ,lIl nperi mental projecl 011Fouricr optics
is desnihed. Ctlnesp(lt1din~ cxpnillll.'ntal results are also sI10\\"11.

1.:cnl"lm/\: Fouricr llplÍL's: lahoralory experiments: tOl11ography:optieal prol.'CSS(lrS

PACS: -J.?30.Wh: OI.:iOPa: -J1JO.Kq: -J2.7Y.llp

1. lnlroducci<Ín

La tOlllografía l:S una técnica deltralamicnto de imágcllcs con
ill'tualml:llte Ulla gama IllUY amplia dc aplicacioncs 11,3], la
cual incluy'l..' ,írl:a~ COI1\O la medicina [la tomografía de ra~
yos X ctlmpUlarilada (CAT), la (olllografía de ultrasonido,
la lotllografía con resonancia magnética y la tOlTIografía de
l'misitln pllsitr6nica (PI~T)I; la geofísica; 1<1oceanografía: la
tlIeteornlogía; la inspección de materialcs: y, cn particular,
la inspección de objclos transparentcs cn L'1rango visihle r.11
(tolTlografía tlptica y tolllografía intcrfcrométrica). La técnica
reconslru.ye irn;:ígelll.~sde secciones internas dc cuerpos, cuyo
inlerior no es accesible a la ohservación directa en gcneral. La
recollstrucción ,"l' real ila a partir de la información del ohjeto
transportada en serlales que lo atravicsan (proyccciones).

Aunquc la pdclica ha favorecido el cmplco de tllétodo~
basados cn el t¡atamicnto digital de da(os asistido con com-
putador (algorillllos de hl/d.sCl/flCring () algoritmos algebrai~
I.'os). Ins IIll'lOdos de transformadas de Fourier reslIltD.n esell-
ciales cn b disl,:usiún conceplLJal típica tocanlc a los funl.1a-
mento, dI.' ti Il~t'nk'a 1;)1. De hecho, el enfoque introduclOrio
lII,is difundido sc haS;Il.'IlCI teorema central de Fouricr (Cl'n-
{nll FiJlf/icl" Tf/('(I/,(,JJI, () ((JII riel" Slidc T/¡c(Jl"cfIl) [1, G, 71. Esll:
Icnr('lTlll l',stlbk't,:l' una rl'lat'i¡ílll'nlrl' la Iransformada de FOll-
ril'l y!a (r,lIl"l"ornwt!a de ¡{adonIS]. Gracias a la estrecha rc-
I;ll'i(ín enlre la Itll1logral"ia y las tél'nicas de FourieL la técnica
tk r'CL'\lllSlnll.Ti¡)llltlllltl~~.r;ític;¡ de proyecciones parall'las PUl:~

de constituir un cjl..'mplo lllUY ilustrativo de los métodos Je
Fourier desarrollados a lo J:¡rgo de Ull curso de óptica de FOlI.
ril'r ¡!JI. ¡\ su '"('1, este ejemplo inlroduce algunas de 1Js pro-
pil'dadcs de la transformada de Radon y lamhién pucde mos-
Irar otros rl:cursos analílicos rclacionaJos (como la transfor-
mada lk Abe!' recurso propio de simetrías circulares).

Por otra parte. previamente a la proliferación de los rni-
crocomput:ldores se propuso una variedad de arrcglos OPIO-
IIlcciÍnicos para tOJllografía [lO], fundamentados cn la capa-
cidad de los sistemas úplicos para rcalilar la transformaJa de
Fllurier an,t1ógicamellll' [DI. Aunque la importancia pr;.íclica
de eslOs atTeglo~ se ha \'islo limitada ante el desarrollo Je las
l~cJlicas digitales. dichos arreglos ejemplifican los métodos
dl' Fourier. muy espc¡;iallllcntc dentro tIel rango óptico. En-
tonel'S, una ll1cnción de lo~ ~Irreglos optomcc<Ínicos h,í"icos
pUl..'dc redotldcar la disCllSillll 1.it'1lema dcnlm del marco de
Ull curso de úplir<l dc ¡:(luri~'r. apllrtilndo ilu~tr~Kiones de las
técnil'as de Iransfol"llwda t.k rumia úplica que eventualmen-
tc pucticIlC.,llhlucirse cn un bhoratorio.

A In largo del presentc ti ahajo se propone una secuencia
de e\p(lsici'.lll <juc, l.(ltl"iderando las mOlivacionL's anlcriorc-s.
prl:senta a la tOlllogr:\lia COIllOuna aplicJción t.k los métodos
lIc Flllltil'r. Tra~ t.1t.'lillir b llolacit'lIl cn términos de sistemas
lílllicos coh:rcntc.', la Sl'l'uellCia propu',:s!a se inicia con un
IlO\'l'dostl arguJlll'll1tl dl' pbllsiblidad para el leorema central
tk FnuriL'r y su l'L'!dcilitlC(ltl proyecciolll:s paralclas, prcscll-
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FIGURA l. a) Sistema úptko lclecéntrico para formar im;ígcncs. (.1'0, !Jo): coordenadas Ilormalizadas de la fuente: (J:', JI'): coordenadas
normalil.adas dc la irnag.en. h) Coordenadas normalizadas del ohjeto y coordenadas roladas. e) Coordenadas normalizadas de las frecuencias
espaciales y coordenadas rot;-¡das. ~1. lransformada de Pourier.

t1i:ímetro de la pupila tkl sistema. JI, de la forma siguicllte:

donde I'U(,I./I) es la fUllción dc pupila coherente. la distri-
hución de amplitud objeto es fet, .1/), y su transformada de
Fumier es

RX RY
r =-- ,1/=. ,\J" ' >.Jo

fs h
11 = n' 11=

R
, I!:i' , Rl"

,1' = Y = Vo (I)
,\jll

(con.\ 1¡¡longitud dt: la onda empicada) e ignorando constan-
tes multiplicativas 110 relevantes. en cada plano se obtienen
las siguil'nlcs relaciones que descrihen las respccli\"as dislri-
huciones t1..=amplitud en los planos de frecuencias y de ima-
gen:

(2)

]'(11.1') = /(/1, ,,) . ['/1(/1, ,,),

J'(,I",y') = ,,-I¡j(II,//)],

lando a la tran"formada de Radon. ¡\ continuación. se pre-
senta algunas propiedades de esta última. tanto iluslrati-
vas (transformada dc ¡\bel) como necesarias para la dis-
cusión posterior de un aparato oplomccc:ínico (backprojcc-
[¡ol/s). Luego. se consideran brevemente tres arreglos opto-
mecánicos ilustrati\'()s conocidos en la literatura. cuya fUll-
ción se relaciona con la lOmografía. Entre los arreglos con-
siderados. se destacan "LJuellos diseñados para registrar las
transformadas tk Fourier de proyecciones pJralclas para que.
en una etapa posterior, se pueda efectuar la reconstrucción
ópticamcnte. De cntre éstos. no dejan dc mencionarse cn par-
ticular los arreglos capaces de recons.truir distribuciones pro-
pias de objetos transparcntes (ohjelos de rase) y que cslc:ín
provistos de una scilal o haz de referencia para juslamcntc
poder detcctar distrihuciones tic fase. Finalmente, se di~cute
una versión simplificada de un arreglo optolTlecánico expcri-
lIlentalllevado a cabo cn un laboratorio dc óptica, presentan-
do una reconstrucci6n correspondiente obtenida JI emplear
una rejilla de Ronc!li COIllOobjeto dc inspección. El ejercicio
propuesto c(Hlstituyc una ejemplificación del teorema cenlral
tic fourier en el lahoratorio.

2. Teurema central de Fonrier.

Existen excelentes y nUIllerosas refercncias exponiendo el le-
mema central de Fouricr dentro del contexto del tralamiento
de seilales Í\'er. por ejemplo. las Rcfs. l. Ó-X). El enfoque
aquí presentado. sin emhargo. se expone C0l110un argulllento
alternativo a los l'(Hltenidos en las referencias más conocidas.
argumentación que puede ser complementaria a éstos.

2.1. Forllladún dr illl:í~rnrs con un sistl'ma óptico lineal:
la l1ot.adún l'mpleada

j(/I.I') = C,[I(.I.Y)]

= l~,r[~11J(,I',y)c~"'II"+vy) (3)

Ca he aclarar que esta notación se encuentra conveniente pe-
se c:!que. en los arreglos experimentales a considerarse lllc:ís
adelante. el pl;¡Jlo (.l'. y) no cstarc:í iluminado de la forma in-
dicada en la Fig. la. Sin L'rnhargo. cUJnJo la transformada de
I:ouria cl1ln ...(11. /1) y (.1"' . .11') se realice tllediJnte una Icnte,
las relal'Íollcs (1) ser<Ín tic utilidad directa.

Se considerad un sistema 0rt1co coherente formador de
inlÜgcnes. lineal e invariante, en una disposición telecéntrica
para transformada de Fumier con lentes dc igual longitud
focal Jo 1!J] (rig. 1a). Las coordenadas de los pianos obje-
to. de frl'l'llellcias espaciales (o plano de Fourier). y de ima-
gen. se dellotan por (X. }.). (Ix. h.) y (X'. Y'). respectiva-
mente. Emp1l'ando las coordenadas nonllJlizadas respecto al

2.2. l'nl~'l'lTi{mpara Ida como cOIl\'oluci6n: UIl ar~lImel1-
lo dl' plausihilidad

Por cOllveniencia. considérense los ejes coordenados rectan-
gulares (1'./'1..) Y (10,11.' 1.) ohtenidos por rotación, al ángulo
(/!. de los ejes (.1'. y) Y (/1. 1/). respectivamente. Entonces,

R('I', Mex, ¡:Ú. ~5 ( 19l)t)) XX-96



')1) G RODRíGUEZ-ZURITA. R. ROORÍGUEZ-VERA y A. LUNA-CASTELLANOS

2.3. El ('aso de la simelrí:. drclIlar: un ejemplo

donde se ha empicado la raridad de la integral respecto a 9.
Por otra parte, puede mostrarsc que [6]

Introducida la posibilidad de reconstrucción con hase en PI"O-
yen'iones paralelas. podría aprovecharse la oportunidad pa-
ra ilustrar algunas técnicas analíticas adicionales. en modo
opcional y colateral al tcma propucsto inicialmente, y tocar
el punto de la simetría circular. Éste es el caso de tener una
distribución radial caracterizada por opedecer a la propiedad
f(.,., y) = f,(r), con ,. = 1(.1" + y'). Al tratar de deter-
minar la forma respectiva de su transformada de Radon, se
puede inspccci •..)nar su proyección paralela en coordenadas
polarcs, para hallar lo siguiente:

(8)

(7)

1
1,.2_1'"i'/96(1'- .,,/"OSÓ- yseu9) =

1,,(1') = i~,1' i~y f(.,., y)6(p - .r cos 9 - y sell 9)

= (7t,. "f,(,.) !.';~9 6(/1 - .1' l"OS9 - y seu 9)
. l' . ()

¡= j,rr
= 2 """f,.(") d96(p - .r ("Os9 - yseu9)

JI o

de donde se ohtiene que

C:) V~;lt9~~:~)(::}
C'J (~~;~lt9~~I~:)C:), (4)

(\'Cr Figs. l h Y le). Entre las coordenadas (1', I'.l) Y las (.r, y)
mcdia, como constante de proporcional, sólo la unidad. En-
tonces. las coordenadas de proyección reales conservan igual
relación con las (X. )").

Ahora hicn. considérese los valores que toma la trans-
formada ¡(JI,lI) lo largo de una línea recIa (muestreo de la
transformada sohrc línea recta) que cruce por el origen y ten-
ga una inclinaci6n </> respecto al eje horizontal. Dichos valo-
res pueden escribirse como sigue:

)' esquematizarse C0l110 en la Fig. le. donde 6(u'.d denota
una línea de muestreo a lo largo de la recta 10.1 == 0, es decir.
a lo largo del eje 11'. Pcro los muestreos de valores a lo lar-
go dc líneas se correspondcn, en el plano del objeto. con la
convolución entre las transformadas inversas de cada factor.
Ik hccho. considerando que ::.s-1(6(w.dl = 6(/1) para cual-
quier valor de 6. al tletenninar la transformada de Fourier del
muestreo lineal [Ec. (6)1 surgcn las siguientes relaciones:

,,-1 {I(J" v)6( -1""11 9 + veas 9))

= G-1 {j(", 1')) *G-I{6(-"seIl9+vros9)}

Esta forma particular de transformada integral A {J,(r)} se
conoce corno la transformada de Ahel [6.7]. Se ha~c notar
que f .., (1') no depende del ¡¡ngul" de pruyección <p. Para con-
siderar una discusión lll,ís amplia del caso de simetría circu-
lar, así COfllO su relaci6n con la wll1ografía, es recomendable
acudir a h Ref. 7.

= f(.L)I) * ,1(0,.("Os9 +)1 sell9)

- :Jl{J(.r,!J)} = ló(p), (6)

- ¡= "f,.(")f,,(,,) = 2 d.. . ., ;: A{f,(,.)} = fA(p).
11 ;,.'2 - J)-

(9)

donde el asterisco designa a la operación tle convolución.
Aquí se ha j(kntifkado a la transformada de Radon y se ha
indicad" por l/{J(.r.)I)) [SI. A la función I,,(p) de la va-
riahle /' resultante se le conoce también C0ll10 la proyección
paralela de ¡(.r.l!) [81. Esta proyección viene a ser la señal
ctllergcnte de la sección del ohjeto cuando es atravesada por
una onda de sondeo, tal COlllOse esquematiza en la Fig. lb.

De esta millll'ra se pucde establecer una relación entre la
proyección paralela tle la función, J9(p), y su transforma-
da de Fourier. identificando a ésta como un muestreo, a lo
largo dc una Iínca. de los valores de la transformada de la
distrihución ](/1.1/) (ahsorción o índice dc refracción) bus-
(¡Ida. Entonces, en principio. el conocimh:nto de todas las
proyeccioncs paralelas de la distribución. equivale a conocer
b transfOl mada d¡,;Fumia de la distribuci6n a lo largo de las
líllL'asrectas LJucse cortan por el origen del eje de frecuencias.
En consecuencia. medianil' la transformación inversa pucdc
dcterminarse la distrihución. resultado quc constituye el pilar
de la IOlllografía.

2A. 1.¡1rl'tropro)'eccióll de proyecciones (backprojection):
olro l'jemplo

Usando una atinada interpretación para la coordenada F de
proyección 16], ésta puede identificarse como j-:. It", don-
de i:" es un vcctor de coordenadas cartesianas (J7, y) y flp
es el vcctor unitario en dirccciün creciente de ]J. Entonces,
1,,(1') = 1,,(1". lip) puede interpretarse COIIIOuna función
delinida sohre (.r, y) "uyo valor es el valor constante 1,,(/'0)
paw toda la recta determinada por la ecuación i-:.hp = ]Jo. De
este modo. la proyección paralela equivale. gráflcamentc. a la
impresión continua (o traza) de su propio valor sobre el pia-
no (;r, y) efectuada a lo largo de la dirección dc Pi original
(retroproyección, o b(/ckproj('clitm). Al superponer todas las
rctroproyecciollcS sobre el plano de la sección. para todos los
:ingulos. se obtiene una imagcll conocida como la imagen de
supcrposición de rctruproyccciones (sIt11l11l111io/l image), de-
not,índola provisionalmcnte como b(.r. y). Sustituycndo las

Ri'I'. Mex. F/:••.4S (19l)l) SX-l)6
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FIGURA 2. a) Esquema optornccánico básico para tomografía óptica En una clapa posterior. uchc obtenerse la transformada de Fourier del
registro ohtenido. O: objeto; PGO: platina giratoria objclO; R; medio de registro: rGD: platina giralOria de registro. 1<j-: transformada de
Fouricr unidimensional. h) Cámara de Lindegaard-Andcrscn. O: objeto: re: rendija de colimación. e) Cámara de PeleT. re, re'; rendijas de
colimación: PE pantalla l1uorcscentc; LC: lente cilíndrica: LE: lente esférica: ED: espejo desviador. d) Sistema coherente con referencia.
DH: divisor de haz; SE, ER: cxpansores de haz; Lel. LC2: lentes cilíndricos; OP: prisma Oove giratorio; D: plano de la detección; LE: lente
esférica de lransformación bidimensional.

proyecciones paralelas por la relación de la Ee. (6), l' cam-
biando los órdenes dc integración, se tiene que la imagen de
superposición de proyecciones es

{(r, y) = 10,14> l.Cr cos rP + 11 sen 4»

versión de j(.r. y) de reducida fidelidad, pero susceptihle de
mejorarse con filtrado de l:ada proyección, por ejemplo (re-
tn)pn)yccción filtrada).

3. Alguuos arreglos op1omecánicos

!~!~ 1= d( dI] /( _ 02 (_ )2J((,1))
-00 -00 .c + y 1]

= L'rPJ(.r,y) * J(:r ('os rP + ysen4»

=¡~(¡~17J(("7)

x 1o"rPJ[(.r - O cos </J + (y - 1/) sen </JI

La Fig. 2a ilustra la idea fundamental para registrar apropia-
damente a las transformadas unidimensionales de cada pro-
yecci6n paralela. Un arreglo debe satisfacer dos condiciones
importantes: primero, al girar el objeto, debe girar en igual
medida el medio de registro (o los datos respecto al medio de
registro); segundo, el medio de registro debe captar la trans-
formada de la proyección en una línea. Ambas condiciones
sugieren <.:olocaral objeto sobre una platina giratoria (PGO)
que se encuentre engranada apropiadamente con una segun-
da platina giraloria (PGD) sobre la cual se halle el detector.
Entre el plano emergenle del objeto (plano de proyección, p)
y el plano de detección (lO) debe mediar una transformación
de f'ourier de la variable [J a la variable 10 (unidimensional).
Esta operación puede llevarse a cabo ópticamente [9]. En una
etapa posterior, las muestras de los valores de la transforma-
da así ohlcnidas dehen someterse a una transformada inversa
de Fourier, que pucde hacerse también ópticamente. Se re-
visarjn brevemente tres aparatos, propuestos en la literatu-
ra [10], que ponen cn pdctica esta idea.

(10)= J(x,y) * 1

/:r2 + y2

Así,lJ(x, y) rcsulta ser, por su parte, una convolución entre la
imagen de la sección del ohjeto, J(:r, y), con una cierta res-
puesta impulso dellipo 1/1' (imagen "difuminada"). La ima-
gen de superposición puede oblenerse mecánicamente, COl1l0

se ejemplilica en la Seco 3.1.1. Dicha imagen constituye una

Re\: Mi'X. PÚ. 45 (\ 999) RX-9(¡
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".1. El GISO dt, las pro~.t,tTiont'scid pt'inc clt,Dirac

4, 'J(}I11tlgrafía ctln un tlhjcttl Ctln pcriodicidad
unidimcnsional

x

/(.,. . .1/) =L <s(.,. + 2c.l/a),5(!J). (11)
-x

C{lllsid0rese C(lIllOuna distrihución ohjet() a un peine de Dirac
dl' frl'clIl'llCia l'spacial (J, y definido sohre cl eje.r. Entonces,
p~lraesta distrihuciún 'ie tiene la expresión

( 12)
-ex.,

cx.

10(/') = L .5(,,+ l/a 1""-'<;').

sohre l'l plano de la detección D. Así. no se graha la irradian.
cia de la proyección únicamentl: (proporl'ional a su módulo
al cuadrado). sino que se pucJe reconstruír el frente de onda
correspondiente a cada proyección (holograma). En el esque-
ma, Le 1 define el plano de la sección del ohjeto a estudiar,
empleando el haz pre\'iamente expandido y colimado por un
sistema óptico adecuado (SE). LC2 rl'aliza la transformada
unidimensional de Fourier y la dirige hacia un prisma tipo
Dove provisto dl' giro. De esta manera. el medio de regis-
tro permanece l'st,ítico, mientras tos datos son quienes giran,
rastreando l'l p13no de detl.:cción. En el caso de emplear un
medio de regbtro de ejecución en "tiempo real", la etapJ de
transformación inversa de Fourier puede realilarse "cn Iínca"
con una lente esfériGI (LE) como sugiere el csquema. La ima.
gen de la sección estudiada SI.:dehe (i¡,;ohservar en el plano
de la reconstrucl'i6n al concluír la toma de todas las proyec-
ciones necesarias entre 0° y lS()o.

Los fundamentos de otros métodos optomecánicos (in-
corporando elementos electrónicos. por ejemplo) pueden
{:onsu1tarse en las Refs. (12. }:31. Las Rcfs. [1-1. 17J se sugie-
ren para quil'n desee enterarse m¿\s sohre los métodos holo-
gdfil"{ls.

Un ohjeto de simetría cilíndrica. con I.:jede simetría a lo lar-
go del l'je de ~iro de PGO. presenta la conveniencia práctica
de relajar un poco sus demandas en la iluminación. Un oh-
jeto periúdico en una direcliún. pero sin variación a lo largo
del l'je de giro (i¡,;PGO pertenece al tipo de objetos citado.
Adelll~ís, siendo plano el ohjeto periúdko. se cuenta con otra
simplilicaciún imp0rlante. porque así la difracción no ocu-
rre dentro de un volumen (exceptuando muy cerl'a del pia-
no conteniendo ¡¡Iohjeto). Una clase tic ohjelos semejante se
descrihe mediante un tren de impulsos delta de Dirae (peine
de Diracl. por lo cual 0ste se considerad a continuación.

Cu,¡\quil'r (lhjl'to periódico con pnlil de ancho y formas de-
lerminadas puede exprc",arse como una cOl1\'oluciún entre el
pcinc de J)irac y la fUllci6n CkSClihienl!ol'1 rerlil apropiado.

(lriÍlicamerlll' (Fig. -'), puede Illostrarse que la\ proyec-
CiOlll'Sparalelas del peine dc Dirac resllllan ser

3./. /. f,o ('(¡muro de Lilld('~a(/l'(f.A1/(fers(,1/

Se C(lmentan tres arreglos opto-mecánicos directamente jjus-
trati\'{ls de las propiedades discutidas anteriormente.

El aparato esqucmatizado en la Fig. 2h engrana adecuada-
mcnte las platinas giratoria ohjeto (l'GO) y de dClCcción
(PGO). d~ lIIodo que los ejes de giro resulten perpendicu-
lares. La proyección se realiza con radiación X. mientras que
la detecciún consiste en un registro fotogdlko de la proyec-
ción lID]. Tras eolim.ar el haz emergente con una rendija (re).
la proyección paralela incide sohre el plano de la detección.
En cste arreglo no se realiza la transformada de Fouricr. por-
quc sc opta por efectuar la retroproyel'Ción (backpmjectirm,
Sec. 2A) de manera mec~ínica. Puesto lJue la retroproyección
de proyecciones paralela~ consiste en la suma de las con\'o-
Im:ionl.:sdi,.'cada proyección con su Iínca de proyección ori-
ginal [(JJ. cada proyección paralela ti¡,;hetransladarse unifor-
memente (convolución) a lo largo de la línea de proyección
durante cada toma de datos. Con ese propósilO es lJue la plati-
lla (PGD) est:i adicionalmente provista de ejes de translación
(c¡ímara de Lindegaard-Andersen). De exislir sólo el eje de
trallslación contenido en el plano del detector. la cámara pro-
porcionaría la imagen de superposición de retroproyccciones.
f{r,!J). ~in corrección de los posihles errores de colimJci6n
despuó dI.:las exposiciones necesarias entre 0° y 180°. Para
corn..'gir los ekclos ocasionados por desviaciones de una ('0-
lilllacilín Ill:rfecta. puede empicarse un eje inclinado en lugar
del \'ertiealllOl.

J.::?:. Tomografía {;ptica de ohjetos tr:mspan'nh's

J.I. Arreglos para registrar las transformadas de Fourier
de las pro~'eccioncs paralelas

3./.2. ro ní/l/uJ"t/ de Peter

Tamhii,.:ndisl'l'iada para cmplear rayos X 1101. se efectúa la
i,.'olimadún del haz con ulla rendija apropiada (re), recogien-
do la proye((i()n (on una segunda rendija (rc') y una pantalla
lluores(:ellte (PF). El par de lentes cilíndrko (LC) y esférico
(LE) realifan la transformada de Fouricr unidimensional dc
la proYl'cción 101 y envían su imagcn sohre la película de re-
gistro. I~sla se encucntra Illontada sohre la plataforma girato-
ria (PCiD) con eje de giro vertical. dado que se pliega al eje
('lplil,.'o!J()" re."peclOdel resto del sistema gracias a un espejo
II:IJ) apropiado ¡IOI

El re~i'itro ohtenido por esta c¡ímara H.."quiere dc un prn-
Cl'''itlllicllhl posterior para conocer sutralhl. l"lIJadain\'Crsa dc
¡:ourier. Si el registro cs fotográlico, la transformada in\'ersa
de Fourier puede realizarse ópticamente (Fig. la) en un arre-
~ltl suplementario.

,\ dlkrL'Jlcia de los arreglos anteriores. 1.:11110todo",l:propo.
111,.'p.11 ill'111pkar ilulll inación cohel"l:ntc visihle pro\'eniente d~
UI1 l;hi,.T1111. Adern<is, el arreglo mostrado ell Iil Fig. 2d in.
i,..olpI)raUllareferencia para codilic¡ll" la f¡lsl:dI.:la proyección
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lb)

FIGURA 3. a) Peine de Dirac de frecuencia (J. h) trallsformada de
Fouricr del Ohjl'to anterior.

resultado que coincide con la transformada de Radon de la
Ec. (6) porque, por sustitución,

5. Una pr:íctica de lahoratorio con rejilla de
Ronchi

Una rejilla de Ronchi tiene como sección transversal a su
rayado una función periódica unidimensional. Ésto <:ircunda
pragmjticamenle al prohlema de huscar un ohjeto con trans-
mitancia en volumen diferenh: de cero porque, si hien una
rejilla cOIwenciollal tiene regiones de cero Iransmisión, éstas
s610 ticnen inllucncia muy cerca de ser iluminadas en direc-
ciún al plano que la contiene. Otra convcnient.:Ía consiste el1
que, si la frecuencia de la rejilla no es muy haja, la difracci6n
Ik Fraunhofer ocasionada en un haz I;íscr sin expandir puede
ohservarse aUlla dislancia no necesariamente muy grande.

5.1. J)('s(-ripción del arreglo

En la Fig ...• se muestra un esquema del aparalo emplc<ldo. La
perilla de giro (2) se engrana (9) con la platina PGO para im-
primirle. manualmente. una rotación. P(j() (1) comparte su
giro con la platina PGR (5) a través de una flecha de transmi-
sión nq y otro par de engranes 0.6). Lo'\ engranes, algunos
de ello..; pl;ísticos (9). se ohtuvieron como elementos de des-
l1edlo. mientras que la !lccha tic transmisión se realizó en el
taller mec;ínico. La longitud tic la carcaza (J) que soporta al
sistema es de 3X cm. diseJ1ada para dar cahida a lentes con
longillldes focales de I() cm y 20 Clll. El porta película (5)
se pnH'cy(Í tamhién dc una ranura para sujetar la película. así
como tic Ulla rendija de ancho variahle. El aparato viclle a
ser la componente Illec,ínica de una cámara tipo Lindegaard-
Andcrson para trahajar con radiación coherente en el rango
vbihle. realil;lndo la transformada de Fourier por difracción
en lugar de efectuar la retroproyección. O resulta scr parte de
ulla (;ímara de proyección de Petel, simplilk<lndo la \lptica
de transformación de Fourier rSJ.

='.2. Las limitaciones h;ískas del arn'J.:lo
(1.11
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y
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J11!(,I'.y)] = , _~,I' L 6(.1' + TIa)

-""

~,2. La n'('ollstrlH'('itín del peine de [)irac

El muestreo de la transformada de fourier de cada proyec.
ci(ín realizado a lo largo de una línea recta asociada a 6(.l'j)
(Sec. 1.2), es tamhién la lransformada de rourier unidimen.
sional (de l' a w), denotada en lo siguiente por 1~1{... }. el).
nocientio quc \,'[2:'='",,6(1' - n)] = 2:'='",,6(/1 - n) IDI. sc
tiene que la transformada sohre todo el plano de las frecucn-
cias espaciales cumple con la siguiente proporcionalidad

"" ""
1'J {' 6(1' + nrr ms ó)} C( , 6(11' + __Tl_). (1-1)

L L arosó
-N -00

Con Ull arreglo como el planteado sólo pUi.'de registrarse la
irradiancia de la proyección. lo cual lo limita a cSludiar obje-
tos de ahsorción. Ohjetos puramente transparentes requieren
de Illodilicaciones al arreglo (inclusión de una referencia, o
,k un lillrado espacial mi !/(J(). Al iluminar COIl radiación vi.
sihle. el ohjeto dehe ser lal que las proyecciones pucdan con.
"iderarse paralelas. Para distrihuciones en volumen. lo antc-
rior impone condiciones en la dilllensi6n mínima del ohjeto
(no lllUY pequeJ1a), y en su rcfracci6n (no demasiado alta).
Sin emhargo. una de las ventajas de las distrihuciones planas,
COIllOel! el caso de la rejilla de Ronchi, es que dichas con.
dicioncs pueden relajarse considerahlelllenle (la frecuencia
puede ser alta. por ejemplo).

cuya reprcsenlación gráfica consiste en líneas paralelas equi-
distantes (Fig. 3h). Algunos de estos resultados pueden ye.
riticarse experimentalmente como se descrihe en la siguiente
sección. Se considcrar<Ín principalmcllle las posi<:iotlcs de lo ...
rn;íximos (impuls{)s).

Ii. Resultados

Las sl'..;ionl's dc n:gistro ..;c rl-';t1ilaron (011 l'! ;lrreglo experi-
mental mostrado en la rig. 5. Sohrc la rLlIina (!l( ;n), (011 eje
dc giro vertical. se ~lI.iL't¡)tilla rejilla ll\: E.\lIh:lll ('.In sus fr::t:l-
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FIGURA 4. Diagrama del aparato mecánico empicado. l\1ediantc la perilla (2), manualmente se gira la platina giratoria (1) que soporta al
objeto. gracias al engranaje indicado (9). El mismo giro se transmite. mediante el eje (8) y engranes (7) y (6). al portapclícula (5).

f'IGURA 5. Arreglo experimental. Un haz láser sin cxpander deter-
mina el eje óptico del sistema e incide en una rejilla dc Ronchi (O)
soportada por la platina giratoria (PGO). La lente esférica (LE) pro-
yecta la tr.lllsformaoa de Fouricr de la rejilla sohrc el plano de la
película Jc detección (PGD).

jas alineadas con el eje de giro. El ohjcto se formó,
pur con laCIO, a partir de una rejilla de I~onchi comercial
(150 líneas/pulgada según el fahricante) sobre una película
fotográlka para holografía (Agfa Gavacrt IOE75). Con ello
sc huscó evitar problemas suplcmcntarios producidos por el
cspesor del suhstrato de vidrio dc la rejilla original. El regis-
tro se realizó sobrc película holográfica del mismo tipo. En
esta etapa, otro tipo dc película no ofreció resultados igual
de satisfactorios debido a su reducido contraste (Plus-X. por
ejemplo). Iluminando una pequeña regi6n dc la rejilla con
un haz láser (He-Nc emitiendo a 632.X nm) sin expandir,
se huscó proyectar su campo de difracción Icjano sobre el
porta-película (PGD), el cual cuenta con eje de giro horizon.
tal coincidiendo con el haz. Se requirió de una lente esférica
de longitud focal Jo = 20 cm para lograr enfocar el campo de

Laser

,
~,

1,

w

PGD
~

R

difracci6n precisamente sohre la película. Estos parámetros
determinan un período espacial sohre la película de regis-
tro con valor de, aproximadamente, 0.8 mm (AJo/l1o. con
/lo "'""O.lG lIllll, el período de la rejilla).

La tracción del sistcma se lIcvó a cabo manualmente. Una
\'ez obtenido el registro de un cierto núrnerode tomas (fue po-
sihle realitar más de 30). y revelado. la reconstrucción de la
sección se realizó con el auxilio de un sistema óptico de trans-
formada de Fourier suplementario (sección del plano (JI, v) al
(.1" • 1/) de la f'ig. 1a) empleando una lenle de longitud focal
Jo = 'lO cm e iluminado, de manera opcional, bajo dos tipos
de radiación. Uno, con un láser como el empleado para la
grahación. Otro, con un láser de He-Ne emitiendo luz verde
(543.5 1111I). La Fig.6a muestra un conjunto de tomas regis-
tradas (ampliación del registro total, con contraste opuesto),
mientras que la Fig. 6b. una ampliación de la respectiva trans-
formada óptica de Fourier. Para destacar mejor los máximos
tic las tomas, al imprimir el positivo mostrado en la Fig. 6a.
se ohstruyó una región central hrevemente para no exponer el
papel fotográfko en exceso; pero el tamaño de la obstrucción
resultó insuficiente y se formó un anillo en la impresión. El
registro de tomas de datos resulta ser Ull muestreo, discreto en
estc caso, realizado a lo largo de líneas aproximadamente pa.
mIelas. dc acuerdo con la Ec. (14) (Fig. 3b). La transformada
6ptica de las tomas. por su parte. puJo ohservarse como una
serie de máximos alineados, lo cual corresponde a la sección
de un objeto periódico lEc. (11 )]. Estos máximos, correspon-
dicntes a la sección transvcrsal de la rejilla de Ronchi. resul-
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(a)

(h)

FIGURA 6. Resultados ex:pcrimelllales. a) Típico registro foto-
gdlico ohtenido. Comparar con la fig. 3h. h) Transformada de FOll-
rier óptica del registro. La película resultó sobre-expuesta en torno
al orden cero. Los m;Í'i:imos correspondientes a la sección transver-
sal de la rejilla de Ronchi se alinean diagonalmente (de la izquierda
arriha. a la derecha ahajo).

laron registrados l11~ísdéhilmente que otras hajas frecuencias
en la fotografía de la Fig. 6h, pero pueden distinguirse como
puntos alille~í'llh)se diagonalmente (desde la izquierda arriha.
hacia la derecha abajo).

Dada la escala del palnín de m:ixilllos bajo iluminaci<Ín
con IU/. verde. la separaci<Ín entre m:íximos adYí1centes pudo
estimarse midiL'lldo la distancia entre dos m,íximos. teniendo
entre ellos dtls st'llo un llI,íximo intermedio. El valor deter-
minado así resulhl ser de 1.5 mml2 = 0.7S 111m,correspon-
dicndo a un período de rejilla medio L'akulado en 0,145 mm,
valor cercano al implicado por las especilicaciones del fabri-
c:lnte. El cstudio de una rejilla de Ronchi no deja Lle ser lílil
en la calibracit'ln (kl instrumento porque pueLle servir para
detectar errores dcl arreglo. jU/g,lIH.JO la ejecución del apara~
to. Por ejemplo. UIICITO!" en la alineación (kl sistema. puede
I!acer que el orden cero imprima un círculo sobre el regislro
como su Iraza después de varias tomas. Si la película lielle de-
formaciones, o si el sistema lllec:Ínico presenta movimientos

1. A.c. Ka" y ~1.Slal1ey. !'rillciplo o/ CO/1lpllleri~l'd Túl1logml'-
lúe /II/(/gillg, (1EEE Press, New York 19X7).

2. G.T. IIcrlll<lll(l'd.), TÚI,in' "1 Apl,/il'd I'hyüc.\', (Springcr- VCrl;lg,
Berlin 1(71») Vol. 32.

:3 '\K. bin. "Fnnd,nm"n"lls ,,1'lJigitalllllagc l'rnccssing ....In¡;,,'..

irregulare.s, la (rala de los Ill;íximos de las tomas no resultará
correctamel1le alineaLla. Tal como se recomienda en la lite-
ratura, conviene atenuar el orden cero para evitar la excesiva
exposición de la película.

7. Comcntarios finalcs

Se presenló a la tOlllografía dentro del marco ofrecido por los
métodos de la liplica dc Fourier. empezando por identificar a
las proyecciones paralelas como una convolución. Permanece
abierta la posibilidad de emplear este argumenlu para el estu-
dio de otro tipo lk proyecciones, para las cuales el muestreo
sohre el plano de las frecuencias no sea sobre líneas rectas
(Iolllografía con (Ibjl'tos di fraclorcs [1J. por ejemplu: o lomo-
grafía ron ohjclos caractcrilados con una refracción consi-
derahle liS, I !)!), Se l110stramn tamhién algunos ejemplos de
métodos oploll1ednicos para ilustrar las técnicas de Fourier.
En part icular. se n:pllrtaron los resultados experimentales ob-
tenidos con un aparato oplolllcc<.Ínico simplilkado. buscan-
do ron ello ilustrar experimenlalmente el teorema central de
Fourier. En el caso de la inspección de ohjetos transparentes
dentro del rango visible. son necesarios los métodos ápticos
de delercilÍn (ya sc,m interferomélricos. o bien de filtrado es-
pacial, o también hologr<Ífkos). Puesto que dicho campo es
de artual aClividad, UIl ejercicio de IOlllografía en el lahora-
lorio de óptica COlIJOel pbnteado puede proporcionar <lnte-
cedellles penillelltes. así como eSlimular el Lliscfio de nue\'os
arreglos líti1cs en dicha ;írea particular.
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